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θερµότωτα ιιαὶ τὸν Στατιμὸν ἠδεμτρισμον, 

Θερµάς εὐχαριθτίας ἔφράζωπρόστούς Ππὶκ.Κοιδηγρτὰς μ.μ. Καρα- 
ναθιον Ζωώτηριον, Βλαθδόπουλον Βαδίδειον, Φελούρτν ᾽Αργύριον 
μαὶ τον θοτθον ". Βεληθάδηων Μι. ὁιά τὰς γενιωάς παρατωρησεις 


των επί τοῦ μείµενου, 


᾿λθβναι Φεθρουάριος 1493 ΙΘΑΗΗΗΣ Θ. ΧΑΙΠΗΣ. 
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ΟΡΙΑ ΕΙΣΤΟ ΜΙΓΑΔΙΚΟΗ ΕΠΙΠΕΔΟΗ 


81. 1ο ΜΙΓΑΔΙΚΟΗ ΕΠΙΠΕΔΟΗ ᾽ 

Ένας µικαδιµος ἀριδμός ἆ δύναται νὰ γραφΏ ὑπὸ την ἀῄγεθριικῶν µορφην: 
ὅπου κ μαὶ ἡ εἶναι πραγµατιιιοι ἀριθμοί μαὶ ἰ-ν-Τ. 

Ἡ χεωμετριιμΏ του παράστασις εἰς τὸ μιγαδιιὀὸν Επἰπεδον ἐπιτυγχάνε- 
ται Ὀεωροῦντες τὸ σημεῖον Μ Έχον ὀρδογω- 
νίους συντεταγµὲνας κ ααὶ 3. Η ἀντιστοιχία 
μεταξὺ τῶν σπµείων τοῦ ἔπιπδου ιιαὶ τῶν µι- 
γαδιυῶν αριθδμῶν εἶναι ἀμφιμονοσῆημαντος 
μαὶ ματὰ συνἔπειαν αάδε µιγαδιωος ἀριδμός 


θὰ παριστᾶ ἕνα σημεῖον τοῦ μιγαδιαοῦ ΕἘπιπε- 


ὅσυ μαὶ αντιστροφως. 
Εἰσάγοντες πολιμάς συντεταγµένας (τ, ϐ) μὲ πόᾶον τὴν ἀρχήν τῶν συντε: 

ταγµένων ιιαὶ ποᾶιμὸν ἄξονα τὸν ἄξονα τῶν ας, θὰ Έχωμεν : 

| αξ πουνθ, υ-ππμο ὤλ 

μαὶ οὕτω ἡὶ ἀλγεθρπιήὴ μορφή τοῦ μιγαδιμοῦ ἀριομοῦ Σ γράφεται Ὁπό τὴν ἃε- 


: ͵ ΄ ΄ υ - Ὑ 
χοµενην ποβιιΏν µορρῦν αυτοῦ, Ὥτοι: 


ὔ- π/(συνθ»ἰπμθ)ὶ (9) 
όπου ἴςνκχνυ”. 


Εὰν τάφο, τότε δὰ Ἐχωμεν: 


συνθ--Ώ., πμθ--ζ- (4) 


Ὁ μη ἀῤνητιιός Ἄρθμος Ὁ ιαβεῖται μέτρον Ἡ κά ποιδε τιμη μαι 


-α-ω-- ο -----μ-μᾱ 
-ω----- 


συμβολίΣεται με ια], ὁ δὲ ἀριομός ϐ ποὺ ἱαανοποιεῖ τὰς Εξισώσεις (4) τω δεῖ. 


νο ο ----- ου ---- 


ται 6ρισμα τοῦ 2 μαι ᾽συμιοβίδεται μὲ αταᾱ- Θ. 


τσοσνασααασσνς----ᾱ--ωστ-ος 


ϱ) Τας πρώτας 66 τοῦ παρόντος Κεφαδβαίου τὰς Φιαηρα]µατευΦμεθα ἐν τάχει. 


Πραφανῶς διά τό ος Ἡ την ἄπολωτον τιμη που Ἐ Έκομεν: 
ἐπ 


ω-- 


ὃν] - αἲνυ. - (ανν) (κ-ίυ)-α.α 
Ζυνετὼς ὦ ... Ξ ΥΣ, όπου Ἄρχ-τυ, ευδυγὺι» του . 
ο Τὸ ὅρισμα τὸ Φιδόμενον ὁ ὑπὸ τῶν (4) ου. Ενα ποἠλαπᾶα- 
σιον τοῦ 2Π. Ἡ τιμἠ τοῦ ορίσµατος ποὺ Γιανοποιεῖ τν διπᾶήν ἀνισότητα 
ὍἝτπκθπαπ (5) 
μαδεῖται πρωτεῦον ὅρισμα. 
Τό ὄρισμα τοῦ ἀρθμοῦ µηδὲν δὲν δύναται νά ὁρισθη ϕΑποδειωνύεται ὅτι: 


ο- απο (3, 2.) απο Ξ," απῷ ἒ., Εὰν- η ατφαινατφᾷ, - - Π. 
ἴ) Ἐάν 3,» ἂ,::: Ἄν ο τότε απο (σ,.... 29)5ατᾷαι«απφΣι»..  αιφξινΊκπ: κ ἀμξραι 
8) ατα (2,/α.) 5ατφα,- ατα... 
ο Αἱ ἰδιόοτητες τῶν ἀποάὐτων τιμών τῶν πραγματιιῶν ἀριομῶν ἰσχύουν τιαἰ 
διὰ τούς μιψαδιιούς ἀριθμούς ἤτοι: - κ. 
νο πας [σι] ν]1] . 


ν) |. ὲ, | - |)" 129] | 
μ)) |, ἐ. | 5- [1 -| τι] | : 
ο Διά τὸν μιψαδιιόὀν ἀριθμὸν Σ- Ὁ (συνθ Γἰπμθ) ἔχομεν: 


[π(συνθειπμθ)]- τη. (συνηθεἰηµπθ). (Τύπος Ό6 Μοϊνκρ) 


ψΕ Ξ ντ. (συν λτκπ . ἰΏ]μ το καν κ»ο12,- λα) 


9 Συνήθως γρἀάφοµεν κ- Κ96Σ ααὶ {- ἘἸπι ἆ ὅτε ὁ µιγαδιιός ἀριδμός ποὺ 
ἔχει των μορφῖν (1) γράφεται: 3: βοὲ νι. ὅτη 3 
Προφανώς: |λεσι -- 51 Ιήπιαι. 121, με) Ξ Ἀθσὶ 1ηπιτ. : 


Β ( -.. ---τᾱ 
Είναι δε, Κοξ” . πάν - 


Ἀσκπσεις; 
/.. Νά εὑρεδοῦν αἱ τιµαί τοῦ 3 διὰ τὰς ὁποιας ἔχομεν: 3:--32. Ἐν συνεχεία δὼ- 
σατε Ὑεωμετριαπν ἑρμτγνείαν τῶν ριδῶν τῆς πναπερώ Εξισώσεως. 
α. Νὰ ὑποᾶοχγισθοῦν αἱ μάτωδι ρίδαι: 


ϱ) (ι-ϊ οι η). (κ) αἱ). (ἰ- ἰ) 74 


' ΟΕ . 9 ' ͵ ι ͵ 
4 Μὰ ἠυοἩ ἡ Ἐξίσωσις αξεθα«ς-ο͵ αφο μαὶ ἓν ουνεχεια νὰ ἔφαρμόσετε το 
τὸ ἀποτεβεσμα εἰς την ἐπἰῆυσιν τῆς Εξισώσεως; 2. (102) τν 3-ἰΞ 0. 


) Π . ε 2 ' ή π ' - [ 
(άπαντ Δὶ ρἱδαι τῆς ἀνωτξρω Εξισώσεως διδονται ὑποτοῦτυπου: 


ζ- «Ῥδν Ὁ - φας), 


2α 

6. ΒΑΣΙΚΑ! ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΑΙ ΓΗΩΣΕΙΣ. 
Κατωτερω Οὰ δώσωμεν, Δϊαν συντοµιω», ὠρισμενας θασιμᾶς τοποᾷβογι - 

μας ἐννοὶας τοῦ μιγαδιιοῦ ἐπιπεόου ϱ. 

|. Περιοχαὶ Καβοῦμεν περιοχήν Ἡ ἀμριβεοτερον ε- περιοχήν τοῦ σημεὶ- 
ου ο Ες τὸ συνοᾶον τῶν σημµειων 3ἆ του μιμαδιιοῦ ἐπιπέδου τὰ ὁποῖα. 
πθηπροῦν την ἀνισότητα |2-2.|ςΕ, ὅπου ε δοθεις θετικός αριθμο». 
Τὸ συνοᾷον {ὰ: |π- το] εἰ ταδεῖται ἀνοικτός δίσιο5 αξντρου 2. υαὶ αμτινος ἕ 

9, Ὀριαυα σημεῖα. Ἓνα σαμεισν Ξ. ααδεῖται ὁριαιιόν σπμεῖον η ορμειον 
συσσωρευύσεως ενός ὑποσινολου Ὁ τοῦ ο, Εάν κάθε ε-περι οχη τοῦ 
α. περιεχτι ἕνα τουβάχιστον σημεῖον τοῦ ὃ διάφορον τοῦ ἔο 
Εὐαιόλως Φιαπιστοῦται ὅτι, θὰν ιλάδε ε- περιοχΏ περιξχγι ἕνα τουλὰ- 
χιστον σημεῖον τοῦ 5(6Άτοτε θὰ περιέχη καὶ ἄπειρα σημεῖα αὐτοῦ Ἂς 


- { ε . 1} .] ( , 
σηµειωθη ὅτι τὸ Σ. δύναται ἡ ὄχι ν ανῄιτ εἰς τὸ σύνολον 5. 


ι ' , -- ο. ε 
3. Κβεισια σὺνοᾷα. Ένα σὐνοᾶον 5 ααδεῖται ι«Φειστόν, ἓαν ἅαδε ὁρια- 
υ - ι { ι ἑ 
τὸν του σημεῖον ἄνηιάπ εἰς αὐτὸ. Π.κ. Τὸ σύνοᾶβον µε |Σ-Σο|Ξ ΕΜ, 20 


ι 
εἶναι αᾶξιστον. 


4 Φραγμμένα σύνολα. Ἕνα ὑποσύνοᾶον 5 τοῦ ῷ θά μαβεῖται ῥραγμένου 
ἔὰν δυναταὶ νὰ εὑρεθΏ µία σταδερὰ Μ20 τοιαὺύτη, ὥστε νὰ Εχωώμεν 
Ι2]« Μ διὰ ιάδε ζΖε5δ. Εὰν δὲν ὑπάρχηΏ τοιαύτῃ σταθερὰ Μ 20 ποὺνα 
πἀπροῦται ἡ ἀνωτέρω σχὲσις, τότε τό σὐνοᾶον υαβεῖται µή φραφμένον. 


ο ε υ ᾽ . ῃ », -ᾱ 
Ένα αδβειστὸν ααὶ φ«ραγμενον υποσυνοᾷον τοῦ Ὁ ααβεῖται συμπαγες. 


" - ' . -- , τ { 
5 Ἐσωτεριμὀ σημεῖα. Ένα σημεῖον Ζο μαλεῖται ἔσωτεριιον ὀνός συνο- 


Π ς . ν . - ν . -- -. { ͵ 
ου 5 ἐὰν Ὁπαρχτι µία ε- περιοχη τοῦ Ζο παντα τα ση/µειαστης οποι- 


} . , 

ας αν ΏὨικουν, εἰς το 5. 

Π.χ. Θεωροῦμεν το σὐνοᾶσν |Σ|-ε1. Ἕνα τυχὸν σημεῖον ἆ αὐτοῦ δὰ εἷ- 
ὼ ’ [ -- -- Ἱ . Π ν 

ναι Έσωτεριιον, ξὰν εἶναι |Ἔ] «1, ἓνῶ τὰ σημεῖα ἄ-κι η ἃξξί Ὦ γενι- 


μώ5 τα σημεῖα |3|-1 δὲν εἶναι ἐἔσωτεριμάὰ σημεῖα αὐτοῦ. 


6. Σύνορον ενός συνόᾷου: Ἐὰν τάδε περιοχΏ τοῦ σηµείου 3, περιέκτι 
σημεῖα ἀνήιοντα ιαὶ μὠ ἀνῄικοντα εἰς τὸ σὐνοᾶον 5, τὸτε δά Δἐχω- 
μεν οτι το 2ο εἶναι συνοριαιόν σηµεῖον τοῦ 5. Τὸ σύνολον τῶν 
συνοριαιῶν σηµειών τοῦ 5 ιαβεῖται σύνορο» αὐτοῦ. 

Π.χ. τὰ σηµεῖα τῆς περιφερείας |1|-ή ἀποτεᾷβοῦν τὸ σύνορον τοῦ συνόὀ- 


ἃσυ |7]-«1. Ὁμοίως τὸ σύνορον τοῦ συνόδου |Σ/ 554 εἶναι ἡ περιφξρεια |] 51. 


7. Ἐξωτεριμὰ σημεῖα, Ἐὰν ἕνα σημεῖον δὲν εἶναι ἔσωτεριιόν Ὦ συνο- 
ριαιιόν ἑνος συνόᾷου, τὸτε τοῦτο θά μαδλεῖται ἐξωτεριιιόν σημεῖον 
τοῦ συνόλου, Ἡ ἰσοδυναμως: Ἕνα σημεῖον δὰ εἶναι ἐξωτεριιιόν ἕνος 
συνοᾷου ἔὰν ὑπάραχτι µία περιοχη αὐτοῦ μή περιξχουσα ἔσωτερι- 


πι { - - « 
υἀΠσυνοριαμα σημεῖα τοῦ συνοᾶᾷου. 


{ ' ἐ ͵ υ ώς ) : , }ὸ 3 -- α 

θ. Ἀνοικτὰ σὐνοᾶᾷα. Ἕνα συνοᾶον δὰ ιαβεῖται ἀνοικτόν, ὂὰν τοῦτο ἄπο- 
- 2 2 4 - μ ' υ τν . 

τεβεῖται ἀπὸ τὰ ἔσωτεριµα του σηµεῖα ιαὶ µονον αὐτα. Π.χ.το συνο- 


Ώον |] «1 εἶναι ἀνοιατον. 


9 θΠιωη ἕνος συνοᾶᾷου. Ἡ ἕνώσις τῶν σηµεὶων ἕνός συνόᾶου 9 µετα τῶν 
συνοριααῶών του σημείων μαδεῖται θηιαγι τοῦ συνόλου: Οὕτω, ἐὰν πα- 
ραστΏσωμεν μὲ 5 τών θπαΠ τοῦ 5 μαὶ μὲ Γ τὸ σύνορον αὐτοῦ τότε 
Θὰ ἔχωμεν Εξ ὁρισμοῦ ὃς 5υΤ. Προφανώς, ξὼν τὸ σὐνοῖῦον 5 εἶναι 


4 { . ο. 
Ἀδειστον,τοτε Γς5, ὅτε 555, 


. ι Π -- ο. 3 ο 
10. Ἀνοικτον χωρίον ἤ πεδίον. Ἕνα σὐνοᾷον αςῶ υααθεῖται ανοικτον κω- 


ν΄ ι - υ 3 ; - ο ῃ 
ρίον η πεδίον͵ ξὰν πθηροῦνται αἱ ιάτωθι συνθηήωαι: ἰ) Κάδε σπ- 


ππτεσρα, Ψπτκστταπνππρτηβντ η 


μεῖον τοῦ 4 έίναι ἔσωτεριιον αὐτοῦ τοῦ ουνόλου ἰὶ) Λὺο σημεῖα τοῦ 
δύνανται νὰ ἔνωθοῦν διὰ μιᾶς πολυχωνιαῆς γραμμῆς πάντα τὰ σημεῖο 
τῆς ὁποίας ἄνηιμουν Εντός τοῦ α. 

Δἰόοντες τὸν ἀνωτὲρω ορισμὸν τοῦ πεδίου ή δευτέρα συνθύιη εἶναι 

ἡ συνθηιη τῆς συνεωτιιότηιτος τοῦ πεδίου. 

Παραδείγματα /{3/ Τὸ σὐνοᾷον τῶν σημείων |] 2) 1 ἀποτεᾶεῖ ἕνα πεδὶον, 
45/ Ἡ ε-περιοχπ τοῦ σηµειου 2., ὁπὰ, ἡ |Σ-Ζε] κε ἀποτεβεῖ ὄνα πεδὶον. 
8/ Τὸ σὐνοᾶον τῶν σημείων |Σ-7ο]-«4 δὲν ἀποτεᾶεῖ πεδίον Ἐπειδή πάντα τὰ 
σωμεῖα δὲν εἶναι ἔσωτεριιά 43/ Τὸ σύνοβον τῶν σημείων | Σ 8.41 δεν ἀτιστε- 
Δεῖ πεδίον, διότι. δὲν πἀηροῦται ἡ δευτδρα. συνθύιη. 93/ Τὸ σύνοᾷον τῶν 


σηµεὶων [7/4 αὶ |5-4|-«2 δεν αποτεᾷεῖ πεδὶον. 


Κάειστον χωρίον. Ἡ δµιη ἕνός ἀνοιιιτοῦ χὼρίου ή τεδίου ικαδεῖται κάει- 
- 4 { ς τσ ͵ 
στὸν χωρὶον, Π.κ. θεὠροῦντες τὸ πεδίον /2-ς { τὸ ξξ αὐτοῦ α4ειστον 
χωρίον εἶναι το |τ 1. 
μ [ Δ 4 [ σι αμ . . π 
χρησιμοποιοῦντες αατωτθδρω την ἂξξιν “χωὠριον, ἄνευ επιθέτου Θὰ εννο- 


οὔμεν ἀνοιιτόν χωρὶον ἤ πεδίον. 


Ἀποστασις: Ἡ ἀπόστασις Ρ{3, 2.) δὺο σημεὶων 3, μαὶ 3, τοῦ μικαδιαοῦ 
Επιπέδου 6 ὀρίδεται ὑπὸ τῆς σχέσεως ' 

ρ (ἄι 2.) - |,- Ζτ] 
Εὐωόλως διαπιστοῦται, ὅτι ἡ ἀνωτέρω σχὲσις πρἀγματι ὀρίδει μίαν ἀπόστασιν, 


Ἰμῆμα: Εαν ἔ,,5, εἶναι δὺο σημεῖα τοῦ {, ὑπὸ τὸν ορου τμῆµα [2ι,2.] 
Εννοοῦμεν το σύνοᾷον τῶν σημείων τῆς μορφῆς: 

Ξς(!-3) ἐκὲχι 
ὅπου ἓ πραγµατιὸς αριθµος μαὶ 0151, τὰ σημεῖα ᾱι,ὰ, παβοῦνται 
ἄμρα τοῦ τμΏματος τσταν 
Παραθξτοµεν ἂνευ ἀποδείξεως τὰ ἁάτωδι θασιμα θεωρήματα: 


θεώρημα 1:-2:1 (Μεἰρηςῖταςς- Βοέχαπο). Κάθε φραχμένον ἀπειροσὺνο- 
Δον ἓν {6 Έχει ἕνα τουβάχιστον ὁριαιιόν σημεῖον. 

Θεώρημα 1-2-2 (Ηείπε- Βοτοί) Ἔστω ἕνα συµπαγες σὐνοᾶον ζνποδε- 
τομεν ὅτι ὑπάρχει µία οἰμογενεια ἀνοιατῶν Φίσιιων, του ιαλύπτουν τὸ ᾱ. 
Ίοτε τὸ  δύναταινᾶ μαλυφὸΏι ὑπὸ ἑνός πεπερασµένου ἀριὸμοῦ ξὲ αὐτῶν τῶν Φίσκων Κι 


δπλ ὑπάρχουν οημεῖα πι, Ίεὶη τοῦ 6 ὥστε να ἔχωμεν Ὡς ῦ κ... 
Θεώρημα [-2-8 (ζαπἰογ. Ἀρχὴ τοῦ ἐγαλωθισμοῦ). Ἐὰν Κα,η 3! εἶναι µία. 


ῃ 2 « - ν ῃ ος ον ῃ - 
Φθίνουσα ἀαμολουδία συμπατῶν υαὶ διαφορών τοῦ αενοῦ ὑτιοσυνόδων τοῦ α͵, 
/ απ " νὰ ω { : { Γ [ᾱ ᾽ - 
τοτε ἡ τοµη { Κ εἶναι ἕνα συµπαχες ηαὶ µη Ψενον ὑποσυνολον τοῦ α. 


53 ΑΚΟΛΟΥΘΙΑΙ ΜΙΓΑΔΙΚΩΗ ΑΡΙΘΜΩΗ 

Εἰς τὸ Κεφὰ ἂαιον Ἡ τοῦ πρώτου τοµου ἔμεδετῶσαμεν τας ἀμοᾶουδίας πραγ- 
ματικῶν ἀαριδμῶν μαι ἠσκολήδημεν μυρίως µε Φιαφόφρους ἰδιόοτωτας μα! ἀρι- 
τηρια συγιᾶίσεως αὐτῶν. Εἰς τὴν παροῦσαν ἃ δὰ ἀσχολδηδῶμεν μᾶ ἀμολου- 


θίας μιγαδιιῶν ἀριδμῶν. 


Ὀρισμός 1-3-1. Μία ἀιιολβουδία {δ.] ΠΕΝ μµιγαδεικῶν ἂριθμῶν ὀρίδε- 
Ὅται ὡς µία µονοσημαντωος ἀντιστο/χία τὴ» µορρτὶδ: 
Ἀθη--- μες, 

Τὰ σημεῖα (οἱ µιγαδιιμοὶ ἀριθμοὶ) 3,,Σ.,--. Ἔ,,::: μαβοῦνται ὅροι τῆς ἀλο- 
ἠουθίας’ εἰδιιιώτερον τὸ σημεῖον 2., μαδεῖται η-- στός ἡ γενιιιός ὁρος τῆς ᾱ- 
μοβουθίας {3}, ΠΕΝ. Παντοῦ µατωτέρω µε {Ζ,],πε ἠ [λε] πξ! ἢἡ ἁπᾶῶς μὲ 
[τα] δἀ συμθοᾶίδωμεν μίαν ἀμολουδίαν μιγαδιιῶν αριὸδμῶν. 

Ὀρισμός 1:-3-2. {έψομενοτι τὶ ἀικοβουθία τῶν κιγαθιιιῶν ἀριθμῶν {2 η) πιεΝ 
συγι«βένει πρός τόν κιγαδιικόν ἀρ/ὃμόν Ἔ., α”λως τείνει πρός τόν Ἔο καί γρά- 
βοµεν Εἰπι ἂνς Ἐο Ἡ Ἐν, --νἐο, η] νοο,τότε μαί µόνσν τότε, ἐὰν ιά κάθε, ἓ »ο 
ὑπάρκει εἷς ἀκέραιος Νς Ν (8) τοιοῦτος, ὥστε διά πὸ Μ(ε) νά ἰσχύη: |3.-ἒε|ςε 

Ὁ ᾱ, υαδεῖται ὁριον ἵι ὁριαιιόν σημεῖον τῃς [απ]. 


Συμφώνως πρός τ’ ἀνώτέρῳ, ὁ ἔ, 9α εἶναι τὸ ὅριον τῆς ἀμοδουθίας [έν], η»! 


1 [ ' -- Π ' - ιν -- ας. ἃ ͵ 

ἔαν μάθε περιοχη τοῦ 2ο περιεχη τελι]λῶς παντας τους ορους τῃςαιολουδίας {9}. 
Γεωμετριιῶς αὐτὸ σημαἰνει ὅτι ὅλα τὰ σημεῖα, Ζ.,τὸΝ 

μεῖνται εἰς τὸ ἔσωτεφριιον ἕνὸς πύι.λου αέντρου 2ο μαι ἀμτῖ- 


νά / - 
νος Εε, ὅπως δειανυεται εἰς το ἕναντι σχΏμα.. 


4 ς ας / ΄ 
Ἐάὰν 2.50, τότε ἡ (Ση],τ6θΒ μαδεῖται µπιόενιωτι ἀμολου- 


δία.Οὕτω,πκ, ἡ ἀιολουδια Ἔο-ζ ολλ εἶναι µία µτιδενιατι 
ἀμολουδία. μιχαδιιῶν ἀριομῶν. 
Ὅταν µία ἀιποᾶονυδία δὲν συχαλίνη ἓν 6, δὰ λἔγωμεν ὅτι ἀποκᾖήίνει. 


Ὀρισμός 1:-3-3. Μία ἀιο Λουδία μιγαδιιῶν ἀριθμιῶν [29] ,ηΣ1 δά ἄέ- 
γωμεν ὅτι εἶναι ἀμοβουδία τοῦ ΟαµςΠι) η Θασιµη ἀιολουδία. ἐὰν σιά τάδε 
ε»ο ὑπάρα» εἷς ἀιιέραιος ΝΞ Ν{Εε) τοιοῦτος ὦστε |3,- ἒ|ςε διά πτηΣΝ{ε). 
Ἡ ἰσοδυνάμιως ]Σε-Ζρικ] τε δια Ὢ2 Ἠζε) τκαέ κ.ὶβ,-.. 

Ὀρισμος 1-9-4. Λία ἀικοβουδία [39], πεΒ μαθεῖται ῥραγμέυῃ, ἁαριδέ- 
στερον ἀποθύταις «ραγκένη, τότε καί μόνου τότε, ἂν ὑπάρχη δετικός ἂ- 
ριθκός Μ τοιοῦτος, ὥστε ὅιά αάδε πεΝ νά ἰοχύη: | Σε Μ. 

[ξωμετριιῶς αὐτο σημαὶϊνει ὅτι τιάντες οἱ ὅροι τῆς φραγμἔνης ἀμολουδίας 


- } ῃ ς {ε , ῃ ε ' 2 ι ον } Π 4 Π 
[11) μεῖνται εντός ἕνος ἁυμλου μὲ Ίεντρον την αρχην τῶν ἀξονων καὶ αμτινα. Μ. 


Προτασις [:-3-1. Εάν { Σε),πεΝ εἶναι µἰα συχιᾶίνουσα ἀμολουθία μιχαδιμῶν 
ἀριθδμῶν, τοτε Ἡ 139],πε Ἡ εἶναι Φραχμενη. 


Ἀποδειινύεται ὅτι; 
θεώρημα 1-3-!. (Βοέζαπο- Μεἰθτςῖτας»). Κάδε φραγµενη ἀμολουθία {[2.], 
8 3 ες ν.. ο! ͵ ς , ) αὺ 
πεΒ μιχαδμὦν αριὸμῶν εχει ενα τουΔάχιστον ὁριααον σημεῖον. 
ο Ὁ ὁρισμός τῆς συγιᾷίσεως μιᾶς ἀμοβουδιας μὲ μιραδιιιοὺς ὅρους εἶναι «τυ- 
πιιώς» ὁ αὐτός ὅπως μαὶ δί ἀαολουδίας μὲ πραγματιαοὺς όρους. Επομένως 
ς ἐ έ { . -- - 6 Π ῃ , υ] β Ἆ ' 

οἱ γνωστοί μανόνες ὑποβογισμοῦ τῶν ορίων διὰ πραγµατιµας ἀμσλουθὶίας Ισχυ- 
συν ιαὶ ἐνταῦθα, Ὥτοι: 

άν, Εἰπι Ἔ,- Ἔο μα Εἶπι ννν- Μα, τὀτε ἰσχύσυν: 


α) ᾖἐἶπι (2,5 Νή) - Ἔος ξίπῃ Ἔμε Εἶπη νήν 
Ά-νσο -- ---υ 


ϐ) ζιπῃ κΚσ,.-κα.Ξ κ. Μίπη εα. ὅπου Κ τυχὼν σταδε 
}) βίτη (2) 5 ἂν Ἡ. Ξ Ξξίτη ἆν λμι κ. 
δ) δίνη ὂπ . δο - Εύπῃ Ζπ 


η-..ορ Ὑγ Νο ϐ η γη ν/π 3 ὅταν μι λα. ο, κο Πε . 


ιχαδ. ἀριᾶμιὸς. 


Προτασις [:-3-2. Ἐάν Ἔρ-χιεὶ ή πεἩ εἶναι µία ἀιολουδία μιγαδιω ὦν αριθ 
μῶν αὶ Ἄος χογίη,, τὀτε αἳ ιάτωθι προτασεις εἶναι ἰσοὀθύναμοι: 
κ κ. 
4) 


η ψοο 


Εἰπι χμτας ἅαι (ην 5 Ὁ, 


Αποζειξις: 


Ὁ) Ξ--, Ι{). Ἔσιτω ὃτι ἡ ἀμολουδία { 2η], πε Έχει ὅριον τὸ Ἔο, τὸ- 


τε, συµφώνως πρός τὸν ὁρισμον Ι-3-3 Έχομεν διὰ μάθε ε2ο ὑπάρχει ΝΞΝ (ε) 
- οι ᾿ ο σι 
οισῦτος, ὥστε δια ΏΣΝ νὰ Ἐχώμεν: |ᾳ- ἔο]ςε 


Ἀδβα: |2,-Σε|- Υ(αι-κο αν) μαὶ ἐξ αὐτῆς Έἔχομεν τὰς σχέσεις 


[κ Χο] Ξξ δν] ΄ 


ὸς Ὁν [Ξς | 2 Σο | Ωω 
κο. [δις 2ο | Ξ |Χν-Χο[ ος | ς | ς) 
Ἓιι τῆς (1) Δαμθάνομεν: 
[χκ- χο] Ξς |ὔι-θο|«ξ, |ὴ,-Ψ.] 5 Ιτα-2ε]-«ε δια ἆάθε ΏΝ 
πποι: 


ϊ Ξχ ἱ Ξ 
πι θ νσαν 


, , [ [ [ ς υ 

[) Ἐν). Έστω {ἰτηχηξ«χο μαι Φίτη η Όρο) τοτε δια ααδθε Ξ2Ο Όπαρχει ἣς (8) 
σου η νου 

τοιοῦτος ὥστε ὅια ΏΣΝ να ἔχωμεν: 


ἱου,-αο]κ-ᾱ- , Ἰψ-υ-ἕ- 


(3) 
Τότε ὅμως Δόχὼ ιιαὶ τῆς (1) Έχομεν ' 


| 5 Ἡο| 5 1 Χο[ ας] ὴ Νε ] τα. Ξ-- ε δια μάδετι»Ν,΄ 


ασ ν 
Ώτοι : 4ἰτη ἆ ης, 
ὔν ο οφ 


ἥροτασις 1:3:3 {(Κριτηριον τοῦ ζαμςπι). Ίνα μία ἀμολουθία [19], τεὶλ 


εἶναι ουγιιἈίνουσα,πρὲπει ιιαὶ ἀρμεῖ αὕτη νὰ εἶναι µία ἀμολουδὶα τοῦ ζαιςπυ(Θα- 
σιάη ἀμοβουθία). 


Ἀπόδειξις: Τὸ οτι πᾶσα συγιὀίνουσα ἀιολουδὶα μιγαΦιιῶν αριδμῶν εἶναι 


ἑασιιιή, ἔπεται ἔμ τῆς προηγουµένης προτάσεως ιμαὶ τοῦ ἀριτπρίου τοῦ σαμάιν 
δ αμολουθίας πραγμστιιμῶν ἀριθμῶν (6λ. θεωρηµα πΠ-0-1 Ἱομος 1, σελἰς 239), 
Ἀντιστρόφως Ἔστω [ἔ,],ηεἩ μµὶα ἀμολουδία ζαωςην (Δασιαπ αιιολουδια) µι- 
γαδιμῶν ἀριδμῶν, ὅπου Ἔπταο γἰὺη. (ως 1λ,...). Ἰότε συµφώνως πρὸς τόν ὁρι- 
σµον 1-4-3, ἔχομεν: διὰ μάδε ε»2Ο ὑπάρχει ἕνας ἀμέραιος ΝΞΝΖ(ε) τοιοῦ- 
τος, ὥστε ὃα υάδε ΠΣΝ καὶ τὴ να ἰσχύπ: 
πι ο α- ) 
ἊἜχομιεν Ομως: 
Ελ ων ο πώ 
ὁπότε, λόγω τῆς (1) ἂαμθάνομεν: 
ἱχ,-Χπ]ςκε λμαὶ |) Όπιςε 

διὰ μάδε ηΣΝ αὶ τηΣΝ, τοι αἳ {χω]ιπεΝ, {Όν] Πε εἶναι ἀμολουδίαι 
ζαωεῇῃν πραγματικών ἀριθμῶν ιαὶ ὡς τοιαῦται συγμἈίνουν, ἔστω δὲ Εἴηχε«ὰο 
μαὶ ίση ν, Φος 

Τότε ὅμως συμφώνως πρὸς την προτασιν 1-1-2, ἀμολουδια [2,01,π6ΙΗ 


συγιαδἈ]ὶνει εἰς τὸν µιψαδιαὀν ἀριθμόν Ἔς- ποπὶνς. 


Τὁ ἐπ ἄπειρον σημεῖον (αρ) τοῦ μιγαδιμοὺ Ἐπιπέδου. 


Ἂλς δεωρήσωμεν μίαν ἀμολουδίαν μιγσδιιῶν ἀριομῶν {χ.),ὈΣ1 τοιαύτη, 
ὥστε διὰ μάθε Ὀετιιόν ἀριομον Μ20 να ὑπάρχη ἕνας ἀμεραιος Ν ποιοῦτος 
ὥστε νὰ ἔχωμεν |. 5 Μ διὰ ηΣΗ. Αὐτη τι εἰδιτ περιπτωσις τὴς ἀποᾶυτως 
αὐξουςας ἄνευ φράχµατος ἀιολουδίας ὁωμιουργεῖ ὡρισμὲνας δυσχερείας. 
Ἀπαββασσόμεθα ἀπό αὐτὰς τὰς δυσχερείας διά τῆς εἰσαγωγῶς τοῦ μιγασικοῦ 
ἀριθμοῦ 2--οο..Ὑποῦετοντες ὅτι μάθε ἄνευ φράγματος ἀπολύτωραὐέρυ» κοκθ)ον. 
δία συγιᾶΐνει πρὸς τον µιγαδιιὀν ἀριθμὸν «ο, διὰ τον ὁποῖον Δέγομεν εἰς τὸ µι- 
γαδιιιόὀν ἔπιπεδον ὅτι ἀντιοτοιχεῖ τὸ ἐπ ἄπειρον σημεῖον αὐτοῦ. 

Οὕτω εἰσάγεται ααὶ ἡ Έννοια τοῦ ἔπειατ εταµενου μιγαΦιιοῦ ἔπιπξόου ἄπο- 
τεβουμεένου ἀπὸ τό σύνηθες μιχαθιιὀν Επίπεδον τισαὶ ἑνός εἰς ἄπειρον ἀπάστα; 


σιν σΏμµείου (ότῆ. τὸ στμµεῖον 3 ορ). 
Ἄς σηµειωδῆ ὅτι ὁ μιγαδιιὸς ἀριθμός οο δὲν εἶναι ὠρισμενος ἔπειδη το 


πραχµατιιον καὶ τὸ φανταοτιμὸν µέρος αὐτοῦ ὁὲν εἶναι ὠρισμενα. Ἐπὶ 

πᾶὲον οἱ ὅροι μιᾶς ἀπολύτως αὐξουδας «ἀμολουδίας τείνουν πρὀ τὸ ο 
ἀνεξαρτητως τῆς Φδιευδύνσεως εἰς τὸ ἐπεωτεταμένον µιγαφδιιὀν ἐπίπεδον, 
Ἐάν µία ἀμοᾶουδία {Ἰν] π51 συγιᾶΐνει πρός τὸ μηδέν, τότε ἡ ὄικολου- 


δία ᾖ,---- θὰ συγιιἂἰνηι πρὸς τὸ ο. 


Ἓ.. 
Διὰ τὸν µιχαδιμον ἀριθμὸν οο Φεχόμεθα ὅτι: 


το ααὶ ὃς Ξο, |ο0|-οο, ᾷ.οοΞ-οο ἔαν εἶναι Ἅφο, ἄφοο-σοο ὃ- -ο 


διὰ Ἔ4οο- Ἔοο διὰ Ἐνοο, 0 αἱ Σ:5-9ο διά 340. 
Ἡ πραξις -ᾱ-- εἶναι ἀπροσδιόριστος µορφή, Ἄς σηµειωδῆ ὅτι τὸ οὐ στε- 


ρεῖται τπροσηΏµου 


Ὀριομός 1:-3-5 θά «έγωμεν ὃτι µία ἀιιοι]ουθία μιγασιιιών ἀριδμῶν 
{αι} πε, ἔχει ὁριον τό 9ο τιαί δά γράφωμεν θἴπῃ Ἡν- οο σα ο», τό - 
τε μαί µόνον τότε, ἄν διά αάδε πραγκατιιιὸν ἀριθμὸν Α ὑπάρχει ᾱ- 
ρ/δµμιός ΜΞΜ(Α) τοιοῦτος, ὥστε: 

[5.5 Α ὅιά τάθε τι 5 Ν 

Τὸ Ἐξώτεριαον Ε ἑνός (αὐθαιρέτως μεγάδου) αύιδου μὲ ἀέντρον την 
ἀρχών τῶν ἀξόνων ααδεῖται περιοκΏ τοῦ ἀπείρου Εάν τό Ε θεωρεῖται ὧς 
ἕνα σύὐνοᾶον εἰς τὸ ἐπεωτεταμένον ἔπίπεδον (περιξχει τοῦτο τὸ ορ). 

Συμφώνως πρὀς ταάνωτέρω δὰ εἶναι πι 59ο ἐὰν, μάδε περιοχη τοῦ ἀπείρου 
περιέχη πάντας τοὺς ὄρους τῆς ἀμοβουθίας {2,1 Εατὸς ἑνός πεπερασµένου ᾱ- 
ριὸμσῦ Ξξ αὐτῶν. Ν 

'Ἡ σφαῖρα τοῦ Βἰθπιαπη. 

Κατωτερω Θα Φείξωμεν ἕναν τρόπον 
παραοτάσεως τῶν µιγαδιωῶν ἀριδμῶν 


6 , - ͵ - , η 4 
Ὅπο τών σῳωμειαΝ µιας σφαιρας. Προς του- 


τοις θεωροῦμεν μίαν οφαἰραν (Σ) ἐφα- 


πτομενηΏν τῆς ἀρχῆς τῶν ἀξόνων τοῦ 


Σχ. Λ 


μιγαόιιμοῦ ἐπιπὲδου (Θλ.Ζχ.Ι). θεωροῦ- 


Ὦ ' ' .. ἤ ' . : ώ, τε τς ῃ : 
-μεν την διάµετρον της σφαίρας των Φιερχομένην Φιὰ τοῦ Ο μαι Ώ οποια τεµνει 


ταύτην εἰς τό σημεῖον Ν (θόρειος) πόβος τῆς σφαίρας. Έστω Ώδη ἕνας τυ- 
{ έ ΄ , .) -- π . με -- - δ 
νων µιχαδιιιὸς αριθμός 3 ἀντιστοιχῶν εἰς το σημεῖον Μ τοῦ μικαφιιοῦ ἕἔ- 
{ ͵ [ 2 - ς ᾗἉὉ [ ι Π - ”ῷ 4 
πιπεόου. Φξρομεν τον ευθειαν ΝΜ,τὶ Οποἱα τεµμνει των σφαῖραν εἰς ικαπο!ο 
- έ Π ἵ ἐ μα ν 
σρμεῖον, ἔστω Μ΄. Οὕτω υὰδε µιγαδιαός ἀριὸμος ἀντιστοιχεῖ εἰς ἕνα ση- 
- - ͵ / οι , - - ͵ 
μεῖον τῆς σφαίρας. Ἀντιστρόφως, ἔστω ἕνα τυχὸν σηµεῖον Μ΄ τῆς σφαίρας. 
Ι ῃ ο κ , ' ο. 5 ῃ μάς . / 
Φερομεν την ΜΜ΄ π οποια τεµνει τὸ ἔπἰπεδον εἰ5 τὸ οηµμεῖιον Μ αι εἰςτο 
{ ας 3 πα 5 ῃ Γ ῃ 3” . ς , ἀ 
οποῖον ἀντιστοιχεῖ ὁ µιγαδιωός ἀριθμός, ἔστω. π.. Τέβος ὁ πὀᾷος Ν ἀντι- 
σιοιχεῖ ἀμφιμονοσημάντως με τὸ στιμεῖον Ζ-οο τοῦ ἐπειτεταμένου µι- 
Ι μα 2 { ε] ' ῃ α) ἴ Ὀ 
γαδιιιοῦ ἐπιπέδου. Οὕτω Έχομεν ἐπιτύὺχει µἰαν αμφιµονοσηµαντον ἀντι- 
οτοἰχισιν μεταξύ τῶν σημείων τῆς σφαίρας (2) μαὶ τῶν σημείων τοῦ ἕἔ- 
Ι ; -«ὃὸ ῃ ῃ -- - - 
πεωτεταμένου μιτγαδιμοῦ επιπξεδου. ἡ ἀνωτξρω σφαῖρα ααβεῖται σφαῖρα 
τοῦ βἰθππαπη μαὶ Ἡ ἀμφιμόνοστιμαντος αὔτῃ ἀντιστοίχίισις µεταξύ τῶν σημείων 
τῆς σφαίρας τοῦ ΒἰθπιαπΏ καὶ τῶν σημείων τοῦ ἔπεμτεταμενου μιγασικοῦ 


ἐπιπεόσυ ααλεῖται στερεογραφιωή προθοδή. 


Ὦ4. η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΣ 

Ἔστιυ ὅτι α εἶναι ἕνα τυχόν, μὴ αενόν σωμειοσύνοᾶον τοῦ μιγαδιµοῦ Ἐπι- 
πόου 6, Ὥτοι ας 6. Ἐὰν τὸ 2 συµθοδίδη ἕνα οἴονόθποτε σΏμεῖον τοῦ α, τὸ- 
τε τὸ 2 ααβεῖται µία μιγαδιωῷ µεταθὂητη μαί τὸ  μαδεῖται πεδίον µε- 


ταθοῦᾷῦ»ς τοῦ ᾳ. 


Όρισμός 1Ι-4-1. Καβοῦμεν (µονοτιμον) συνάρτησιν ὁ τῆς μιγασιας 

μµεταδόμτῆς 3 ιάδε µονοσήµαντον ἀπειιόνισιν τῆς µορφ””5: 
' αθα-ὁ «ν-άες 

τὸ ᾳ ιαδεῖται τότ- ἀνεξάρτωτος µεταδβητη, τὸ Ν ἔξηωρτημέεντι µετα- 
βΊηττι, τὸ ᾱ πεδίον ὁρισμοῦ τῆς συναρτΏσεως, τὸ 4, εἶδος τῆς συναρτΏσεως 
μαὶ τό 4) πεδίον τιμῶν τῆς συναρτήσεως. 

τὴν ὧς ἂνω συνάρτησιν δἀ συμθοδίδωμµεν συντὀµωώς οὕτω: 

γνξά(), 2εα. (ν 


[ δα ση Π « . 
Ἡ παράἀστασις (4) υαδεῖται ὁ τύπος τς συναρτήσεως ὅ,9 δίδων την 


ξΕπρτηΏµένην µεταθᾶηωτων Ν/ ξι τῶν τιμῶν τῆς ἀνεξαρτήτου µεταθᾷηττς 3. 

Δια μεταθᾶτιτάς ἀνεξαρτήτους Ώ εξπρτηωμῖνας αρησιμοποιοῦμεν συνήθως 
τὰ γράμματα: Έ,ν/ 5 µε δείατας η χωρίς δείατας διὰ µιγαφιαας μεταθβτητάς 
μαὶ τὰ α,ϕ,α,υ ξ,Ώ διὰ πραγματιμὰς µεταβλητέις. 

Ἐὰν τὰ ᾷ μαὶ κ Ὑραφοῦν ὑπὸ τῶν µορφήν ᾱ- χείν, νΝςαγὶυ, ἡ (1) ἔπι- 
δέχεται ἐπίσης τὴν ἑρμπνείαν ὅτι εἰς τὸ 5εῦγος τῶν πραγµατνα ὦν ἀριδμών 
κ΄ τιαἰ ν ἀντιστοιχεῖ µέσω τῆς { ἕνα νεο ξεῦγος πραοψματιαῶν ἀφιθμῶν 
Ὁ. μαί υ. Ἐμφανίδονται οὕτω τὰ μᾗ μαὶ Ὁ ὡς Ξδεῦγος πραγματιαῶν συναρ: 
ῄσεων τῶν δύο πραγματικών μεταθἀττῶν κκ ααὶ ν. θέτοµεν τότε: 

| υπα (α 9), ὋΞξ ο (χι) 
μα επομένως ἡ (4) πράφεται 
{(απίυὶς (αι) γἰ υ (Χν) 
όρστε μία μιναδι τη συνἀάρττισις5 3865, .δεαςς παρίσταται πάντοτε ουτω: 
 (ϱ)ξ (αυτί υ (αυ) 
μὲ αᾱ- ααὶ 0 πραγµατιιᾶς συναρτήσεις ὡρισμένας διὰ μάθε πεα. 
Ἡ συναρτησις Ίκ(κιὴ) ἀντιστοίχως υ (α,) ααδεῖται τὸ πραγματιωόν ἀντι- 


στοϊχως τὸ φανταστιτιὸὀν µέρος τὴς συναρτήσεως ϱ (2). 


] Παραδειγα: Ἰὰς ικαθορισωµεν το πραγματιιιόν ααὶ φανταστιμον µέρος 
τῆς συναρτήσεως ὁ (2) μὲ τύπον: 
(1) 5 πλ νθαι- ας. 
λύσις: Ἔχομεν: 
| (ασ) εἶυ(α 9) Ξ4(2)- (ανν) «δίανἰν) 4 

τ 

ας α(χκυ)-α-υ γ3χ υ(,ν))Ξ 2χ .90. 

Ὁμοίως, ἂν ὁ(2)- στ) - (ανν) 5 αἲ-υ εἶσκν, ἔχομεν: 

(ας, θ)σα -υ., υ(αιν)Ξ2πη. 

Στημείωσις: Ἐωτὸς τῆς ὧς ἄνω ὁρισθείσως μµονοτίμου συναφιήσεως ἔχο- 
μεν αἱ τὰς Δεγομένα» πβειοτίμου»ς συναρτήσεις, ὁτλ. ἐμείνας εἰς τὰς 
οποίας εἰς ἑάάστην τιµτην τοῦ 3 ἀντιστοιχοῦν πἀείονες τῆς μιᾶς πυμαί τοῦ 


Ν, πχ. ἡ συνάρτησις νν- αγᾷᾳα, 240 εἶναι πΆειότιμος, ἀμριθέστερον ἀπει- 


Γ:ρότιµος συνάρτησις5, ααθ᾽ὅσον ἄν ϐ εἶναι ἕνα ὄρισμα τοῦ 2, τότε 
μαἱ ὁ θ:2ΚΠ, ΚΞΞ1Α..., εἶναι Επίσης ἕνα ὄρισμα τοῦ 5. (θλ.Τομος πρῶ- 
τος σελίς Ιο8). 

Ἀξιόλοχος παρατήρησις. Εάν ιλλς ΡΕ ιαὶ ό(λὰ)ς6, τότε ἂεχομεν οτι ἤ 
4 εἶναι µία µιψαδιαἠ συνάρτησι» πραγµατικῆς μεταθδητῆς, γράφοµεν 


δὲ τότε ὡς τυτον ταὺτως τον: 


Υ/Ξ4(49) Π ΥΞΝ(8) 54 (8) διὰ αἆαθε Εελὰ. ο] 
ἀλθα ν/ (4) - (8) εἰ Ὁ (8), ὅδεν ὅ τύπος (1) ἀναδύεται εἰς: 
ωξα(, υ-υ(8) δια Ώαθς Κελ. (2) 


ῃ { ε ῃ ε ς εν 
δρίξονται οὕτω δύο νεαι πραχµατ! καί συναρτΏσεις,Ώ ἁ(8), ἐε-λ. ιιαὶ Π υ(8), 
ἐεθὰ., παβοῦνται δε τὸ πραγμµατιιόὀν ἀντιστοίχως τὸ φανταστιιιόὀν μέρος τῆς 
"μιγαδιαῶς συναρτησεως ἩΝ(Ε), ξε-.. 


Δίόδομεν τώρα τοὺς υάτωθι ὁρισμούς: 


Ὀρισμός Ι-4-2. Φά Ἰέγωμεν ὅτι ἡ µιγασιµή συνάρτησις πραφωατι- 
κῆς μεταθῶζητὴς ΝΞΝ(Ε) 5 α (9) υ (1) παραψωγίδεται͵ ἂν υπάρχσυν 
αἱ α4), υ9 μαύ )σκύτι: 

Νωπ(αῶνίν(ϐ)Ξε πω νῳ. 

Ὀρισμός [-4-8. θά Φέγωμεν οτι ἡ µιγασιιτή συνάρτησις πραγ- 
µατιτιΏς κιεταθζητΏς Υςγν (1) (4) ευ) ὁ Ἰοιι2Ώροῦται͵, ἄν ὑπάρ- 
χουν τά ὁἀοιάπρώκατα (ἀόριστα Ὁ ὠρισμένα) μα! {υφαϊ καί ἰσχύη: 

{ωφαξ- [Γωθνιυζρ]άϊσε [ωρατνί [νίθαῖ 
αντιστοίχως: ε - ΜΗ μάς ὁ , 
Ίνραι Ξε ] [α( εἰ υ(9 Τσο [μῳαί γί πῷ αἲ. 


α ᾱ. α. 
65. ΟΡΙΑ ΚΑΙ ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΗΑΡΤΗΣΕΩΗ ΜΙΑΣ ΜΙΓΑΔΙΚΗΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ 
Ὀρισμώς 1:5-1. 'ἔσιτω ν”-5 (2) µία µονότιμος κιγαθίιαη συνάρτησι5 
ὡρισμιένη εἰς ἕνα σημιειοσύὐνοῦον ἆ τοῦ μιγαδιικοῦ Επιπεσου, ἑωτό», 
ἰσως, εἰς τό σημιεζον Ἔοςα. 


΄ «/ , ΄ , “. , ο 
Θά ἰέγωμεν ὅτι ἡ (3) ἔχει ὅριον τόν Μος, ταν. τὸ 3 τείνει εἰς 


(6 Ζο ααΐ δά γράφωμµεν τότε: 
Εἴτη ἑωςνς Ἡ (2) --νο,όταν ὔ-- Ἔο 
δέο 
58 ι ΄ ς ΄ , Γ , σα εό Π 
εάν ὅία καθε ε2οΟ, 9πᾶρα ενας αριθκκός ηΞ- η(ε)290 τοιοῦτος, ὥστε να 
ἴσχύγιι 
|4(1)-ννο]κε διά ιιάθδε 2ες µέος|1-2ο|«η. 


ο Παράδειγμα: Δείξατε ὅτι: 


τι 
1-2 


, - , 6 : / ῃ - ΄ 
ἀπό τὸ σημεῖον Ἔ-οἱ. Ὁ ἀνωτέρω ὁρισµός δὲν ἀπαιτεῖ ὅτωςτι 4(5) εἶναι ὅρι- 


Λύσις: Παρατηροῦμεν ὅτι Π συνάρτησις /(3)- ὁρίδεται παντοῦ ὄωτος 
σµενη εἰςτὸ 2-0ἱ. 
Ὅθεν δια ᾷΦ2ἱ ἔχομεν: 
[ὁ)- αἱ |--|2-οἱ|. 
Ἐάν Δάθωμεν. Ο-|2-2ἱ/κε-π, ἔχομεν: 
Ιό()-αἱἰ]κε διὰ ιᾷθε χες μὲ ος]|α-οί]ςκπ. 


«/ 
, κα 
ὀθεν’ δρ δα 


ἕνα ἐ-σῖ” 4ἳ 


Ὀριομός 1-5-2. Ἔστω {(5) µία μιγαδιαν αυνάρτησις ὡρισμέν} εἷς ἕνα σγιµείο- 
σὺνοῖον α τοῦ μιγασιιιοῦ Επ)πέδου Σωτός, ἴσως εἰς τὸ σημεῖον 2. τοῦ ᾱ. Θὰ Λέ- 
΄ωμεν ὅτι ἡ 4(3) τείνει εἰς τό οο, ὅταν τὸ 2 τείνει εἷς τό 3. ιιαί δά γράφω- 
μεν; 

Εἴπῃ ολο η Γ(2) --- οὐ, ὅταν Ζ--- Ἔς 
ἔαν, όταά ικάθδε Α 20, ὑπάρκτι ΏηΞη(Α)»0 τοιοῦτον, ὥστε: 


Ι4Φ)|»Α σιά κάθε 36 µέ ος]2-τε[«π. 


υ 


' ΄ . 1 
Παραδειημα; κο 
Ὀρισμός 1:5-3 θά Φεχώμεν ὅτι ἡ ν-4(2) ἔκει ὄριον τὸ ΝΝ,εᾷ, ἄταν το 
α τείνει ες τό ο καί δά Σράφωμεν: 


Φίτη { (3) - νο π δ(3) --» ννο, όταν Ζ-ν οὐ 
3ο 


΄ [ί , Π »λύ. ΄ ΄ Π ΄ , } 
τοτε μαι µονον τότε εάν, ὅια καθε ε2Ο, ὑπάρχ» πραχγµατιιιός αριὸδµός 


:Μ5 Μ{(ε)ςγου τοιοῦτος, ὥστε νά ἰοχύγ: 


ΙΦ(3)- Νο]«ε διά αάδε Ζεῶ μέ |Ι»Μ(ε). 
ερ Ἓνειια τῆς ἀναβορίας τῶν ὁρισμῶν τῶν ὁρίωυ ὄΐ ἀιολουθίας ιιαί συν- | 
΄ αρτησεις μιᾶς μµιγαδιικῆς μεταθᾶητης, ἰσχύουν ιιαὶ ἐν προαειμενωώ οἵ. 


' Ίανονες τῆς ϐ3, κεφ. ης ἀφιμεῖ µόνον ν᾿ ἀντιιματασταθῃ τὸ σύὐμθολον έἰπο 


: οι τοῦ ανα αντιστοϊχως αμ 
--ᾱ 


Ἐω τοῦ ὁρισμοῦ τοῦ ὁρίου μιᾶς συναρτησεὼς συνάγεται εὐαόλως ὅτι, 
ὅταν µία συνάρτησις 4 (3) συγιδίνω πρός ἕναν μιγαδιιιὀν ἀριὸµον,τότε τό 
πραγµατιιὀν ἀντισι. τὸ φανταστιιὀν µέρος αὐτῆς συγιαΔίνει πρὸς τὸ 
πραγματι ιιὀν ἀντιστ. τὸ φανταστιιιὸν μέρος τοῦ ὁρίου της. 


Ἀμριθεστερον ἰσχύει η ἁάτωδι - 


Πρότασις 1-5-ἱ Ἔστω ν/- (4) - ἀπ) νἰυ(1) µία μινασαη συναρ- 


τησις οριδομένη εἰς τὸ σημειοσύ νοᾶον 4 που ϱ ξωτός ἴσως εἲς το σημεῖον 
Ξ τοῦ ᾱ, Τοτεαἵ ἁατωθδι προταᾶσεις εἶναι ας αιμοσοι. 
Ὃ να αν ανα, νο ρσπις Ένας ισοωυναοι: 


Ὁ θἴπῃ ἆ (3) Ξ γνο ἀο9 ἵ-υς (!) 
υἱ) θίπη μ(ά)ξ ο μαι μα Ὀ(3)ξ ος (2) 
π»ός 


Παρστηρηοις Συμφώνώς πρὀς τὸν ὁρισμόν τοῦ ὁρίου μιᾶς πραγµατι- 
μῆς συναρτήσεως Φύο πραγματιιῶν μεταθᾶητῶν (βλ.Μαδημ.Αλ. κ:φῖ δ.1) 
αἱ σχεσεις (2) δύνανται νὰ χραφοῦν ὡς ἕξῆς 


Λη . κ 9) - 6 2 ζην (9)” Όο 3 
Όνῆο ῳ Όο 


μαι ὁπᾶοῦν 6 ὅτι: διὰ τάδε 83ο, υπάρχει ἕνας ἀριθμός πΞη(ε)Σο τοιοῦτο», 
ὥστε να ἰσακύουν: 


[μ(αιν)  Ἠο]σε υαὶ |υζαν)-Όο[τε ἐν, 
διὰ μάθε (α,ι)εᾷ μὲ ος γζα-χο) α(9 ὐο) -«π. 
ο ουτοτρόπως, δὀύναταί τις νὰ χκρτισιμοτιοιῇ τας ἰδιότητας τῶν ὁρίων μιάς 
πραΥµατιμΏς συναρτησεως δὺο πραγματιιῶν μεταθᾶτπτῶν διὰ τὴν µελξ- 


την τών ἰδιοτήτων τῶν ὁρίων συναρτῃσεως μιᾶς μιγαδιιῆς μεταθᾶητῆς. 


Ὀρισμός 1:-5-4, Έστω ἕνα σύνοῦον αςο, έοεᾶ υαέ /.6-- ὢ µία. 
µιγασιι) συνάρτησις µιγασιιΏς μεταθθητΏς. Θά ἠέγωμεν ὅτι τὶ {- εἶναι 
συνεχής εἰς τὸ σημεῖον 3ο τότε καί µόνον τότε, ἐὰν ὑπάρκη Ἠ ὁριανιή 
τική τῆς συναρτήΏσεως διά ἃ-ν το τιαέ ἐσοῦται μέ τήν τιμήν (43ο) τὴς 
{ εἷς τὸ 3ο, ἦτοι ἔάν: 

ο ό (4) - ὁ (1.). 

Ισχύει, ὡς καί διά Πβαν ἠατιμᾶς συναρτήσεις, ἡ πκάτωδι: 

Προτασις 1-5-2. Εάν δ: ἄ--» ῷ με τὺπον νν-{ (4) μαὶ Σ.ε-, τότε αἱ μἁ- 
τωδι προτασεις εἶναι ἰσοφύναμοι: 

) ἡ ξ εἶναι συνεχής εἰς τὸ Ζᾷοεα. 

ἴ) διὰ μάθε ε»ο ὑπάρκει δετιωὸς ἀριθμος πςΞπ{(ε,Σς) τοιοῦτος, ὥστε 
νὰ ἰσχύπ |4()-1(1οἱςε διὰ μάθε τεᾶ με |ὁ-ᾶο] η. 


5 ͵ { / - - ΄ 
Ορισμός 1:5-5. Θα Τεγωμεν οτι 1) Μ5ό(2),Ξ2εᾶ εἴναισυνεχκὴς ἓν 4 
͵ ͵ [ ω - ͵ , , 
τότε, ιιαζ µονον τοτε, ἄν αὐτῃ εἶναι συνεχή» δια κ«αδε πεα. 


΄Προτασις 1:5-3 ἘΕὰν αἲ συναρτήσεις ὁ (Ξ), 4 (5) εἶναι ὀρισμᾶναι ἐπὶ 
τοῦ α ααι συνεχεῖς εἰς τὸ σπμεῖον Ζοεᾷ, τὸτε αἱ συναρτήσεις: 
{()4{(3), δ(5)4(4), Κ:(3) (Κισταθερα), ο... με (6(1.)40) 
εἶναι Επἱσης συνεχεῖς εἰς τὸ σημεῖον Ἔς - 
Ἡ ἀπόδειξις, ὡς εὐωοᾶος, ἀφίεται ὡς ἄσωπσις εἰς τον ἀναγνώστην. 


"Προτασις Ι-5-4. Ἐὰν η 4 (2) εἶναι συνεχΏς µε {(ᾷο)- Μο μαι μαι ἐαν ἆι) 
εἶναι συνεχης εἰς τὸ γνο, τότε ἡ (σύνθετος) συνάρτησις τιος, )) εἶναι συ - 


νεχὴς εἰς τὸ Σο. 
Ἀποδειεις: Ἐα ὅσον ἡ α(νν) εἶναι συνεχής εἷς τὸ ν/ δὰ ἔχωμεν δτδια 
μᾶδε εΣο ὑπάρκει ε-ε(ε)»0 τοιοῦτον ὡστε: 
|α(ν)- α(νὼ]-ε, ὅταν νο - ε΄. 
Επίσης ἔφ ὅσον Φ(2) εἶναι συνεχής εἰς τὸ Ἄο, ὑπάρκει ἕνας θετιικος 
ἀριδμός ηξΞη(ε’))Ξή (ε) τοιοῦτον, ὥστε: ι 


|ό (4) -ο| κε’ ὅταν [Σ-ᾖοιτη. 


Θέτοντες ΜΞΦ(2), δαμθάνομεν ἔα τῶν ἄἀνωτερω ἀνισοτητων: 
ἱα 04) -4(6( 19) |ε, ὅταν |2-2ε/ 3. 


κ υ ι οι ον -- ' 2 ή 
'οπερ σηµαινει ὅτι π 4(4(3)) εἶναι συνεχηΏς εἰς το Ἔο, 


' Προτασις 1:-5-5. Ἔστω ὁ: ᾱ--- 6 µὶα(µιγαδιιτ) ουνἀρτησις, συνεχής εἰς ἓν 
᾽σημεῖον Ζοεᾷ. Τότε δια ιἆθε ἀμολουθδίαν {2,],πε] τοῦ 4 μὲ ἆπ-γὰο ἰσχνει. 


θἶτη 1 (29) (39) 


Ἀπόδειξις : Ἔςφ ὅσον η ὁ (2) εἶναι συνεχΏς εἰς τὸ Ἔο,ἔχομευ: 
44) - (19 πε δια αάδε τεᾶ μὲ |3-3ο]- π. 
Εξ ἄλλου, ἔπειδη Ζρ-- 2ο, ἔχομεν: 
|1,- 2. «η διὰ αάδε φυσιμὸν ἀριδμόν η µε η ΣΝ. 


π) 


Όθδεν 4 (19) - {(19)]-ε δια μάδε ην 


«ἲ η “ ι. 
ὃπερ σηµαίνει, ὅτι Ἡ ὁ 21) ---{ (29). 


ο Ἔχοντες τώρα ὑπ ὄψιων ααὶ τπν πρὀτασιν 1-4- 1, ἀποδειανύομεν εὐκο- 


λως τήν ιαάὰτωθι : 


΄Προτασις 1-5-6. Μία συνάρτησις ὀ(7)- 4 ϱ.) Εἰυ(α, 9), ὥριομενη ἐν α, εἷ- 
ναι τότε, ααί µόνον τότε συνεχής, ἔὰν το πραγµατιόν Ίααὶ φανταστιικόν μἒ: 
ρος εἶναι συνεχεῖς συναρτησεις εν α. 

αἸαραδειγμα: Ἔστω ἡ συνἀαρτησις µε τύπον : 


κά 
’ 


1". ξὰν ᾖα-εὶ 


Σ(1)5 


[ ” κ... [η 
Ἐξετάσατε ὡς πρὀς την συνέχειαν ταῦυττν. 

Λὺσις: Παρατηροῦμεν ὅτι Εἴγπι {(1) -ἰ --ᾖ.Ἐξ ἄλλου εἶναι Φ()Ξ-Ο. Όθεν, 
ξίπῃ Ε(5)4 ὁ(ἱ) αΏαί ὡς Εμ τοῦτου η Φδοδθδεῖσα συνἀάρττσις ὁὲν εἶναι συνεχής εἰς 


τὸ στημεῖον ΖΞἰ. Δυνάμεδα ὅμως, νὰ ἔπιτύχωμεν την ἄρσιν τῆς ἀσυνεχεὶας 


έ 1 ( Ι η ' [ ' 2 ᾿ ῃ ω 
Π ὡς ἀΐγομεν ἔχομεν "αἰἱρομενην ἀουνέχειαν, ἐὰν εἰς τὸν τύπον τὴς 


συναρτησεως ἀποδόσωμεν διὰ 3 εἰ εἰς την συνάρτησιν την τιμήν -4. 


Ὀρισμός 1:5-6. Θά Δέχωμεν ὅτι µία συνάρτησι» ᾗ ὡρισμένη ἐπί τοῦ 
χωρίου εἶναι ὁμαδῶς συνεχής ἐν Ε, τότε ιιαί µόνον τότε, ἄν ὅιἀ ιιὰ- 
δε ε}λο ὑπάρχη πραγματιιός ἀριθμός η(ε)»0 (ἐξαρτώμενος μόνον 
ἔα τοῦ ϱ) τοιοῦτος, ὥστε διά κάθε 3,ε8,Ἄ,ες ἡὶ σκέσις 

3:15 η(ε) ----- |ὁ5))-ὁ(σ]ςε. 

Παράδειχµα: θεώροῦμεν τήν συνάρτποιν ὁ: Δ-ν μέ τύπον ὁ(2)- 33 
ιαὶ Δ-ίτες: ο ο. 

θά Φείξωμεν ὁτι ἡ ό(2) εἶναι ὁμαβῶς συνεχης Ἐπι τοῦ Δ. 

Πρὀγματι, διὰ αἀάδε 2, μαὶ ᾱ, τοῦ Δ Έχομεν: 

Εκ ο 4 ο... 
ἔφ οσον Ος/2|51. Ἐὰν τώρα Δάθωμεν ὡς πΞη(ε)-., τὸτε δια ιιάθε όύο 
οημεῖα Ζ,,5ι τοῦ Δ οὕτως, ὥστε [2,-2.| «τι θά Έχωμεν πάντοτε: 
[4 (11)- Φ(21)]πε 
Ὅδεν ἡ 6(3)5Ξ 2” εἶναι ὁομαλώς συνεχγης ἐπὶ τοῦ Δ. 


Παραθέτοµεν ἄνευ ἀποφείξεως τὸ μάτωθι θασιµόν θεώρημα. 


θεώρημα 1Ι:-5-1. Ἐάν ἡ 4(3) εἶναι συνεχής εἰς ἕνα ιΔειστόν μαἱ φραχμὲ- 
νον χωρὶον ά, τότε αὗτη εἶναι ααὶ ὁμαβῶς συνεχής ἐπ'αὐτοῦ. 
(61. ἀπόδειξιν θιθλίον “ Οοπρθεχ Απαιθγσὶς νή/ὴ ΑρρθἰςαἸίοης, ὑπὸ τοῦ 


Κἰςηαγά Α. 5ἰΕνθγτπαη). 


86. ΠΕΡΙ ΤΗΣ ΣΥΝΕΧΕΙάΣ ΤΟΥ ΠΡΩΤΕΥΟΠΗΤΟΣ ΟΡΙΣΜΑΤΙΟΣ αι 2 
Ἄς Θεωρήσωμεν τὰ στµεῖα τοῦ μιγαφιµοῦ ἔπιπέδου 6 τὰ ὁποῖα ἱιανοποιοῦν 
την σχέσιν α|3]4Ο (1). Ἡ σχὲσις (1) ἰσθδυναμεϊῖ μὲ τὸ να δεωρήσωμετὸ ο 


3 κε ” { . ! 3 Γ : - ι π -- - ' Γ 
εφ’ οσον ἆπο συτο Εεξαιρεσοµεν τὰ σηµεῖα τὰ ὁποῖα πάπροῦν την σχεσιν ᾷ9:|-ο () 


Ἡ. δὲ σκξσις (2) γράφεται: 
οσα εἰι-ο ϱ0) 
Ἵνα πᾶπροῦται 61) ἀριεῖ “5ο, ὅτε αὗττι γίνεται: 
αξ-/αἲ κε ο (3) 
Λόγω τῆς (38) ἀριεῖ νὰ Εξαιρέσωμεν ἔμτοῦ ᾧ τὰ σημεῖα τοῦ ἀρνπττιιαοῦ 


ἄξονος συμπεριἀαμθανομένου τιαὶ τοῦ µτι- .9 


δενος. Τὸ σὺνοᾶον τῶν σημείων τοῦ µιγα- 
διαοῦ Επιπέδου ποὺ ἱιανοποιοῦν τὴν (ι) - 


μαθεῖται πρωτεῦον χωφρὶον (Σχ) . 
θεώρτµα [-6-!. Τό πρωτεύον ὁρισμα σχ.Λ 


ατα ᾱ, ὅπου ὁ 3 πεῖται Επὶ τοῦ πρωτεύοντος χωρίου, εἶναι συνεχής συνὰρ- 
τησις του 2. 
Άποδειξις: Κατ ἀρχάς ἄς ἀάθωμεν 1.5! η 
Ἐατω δὲ 2 ἕνα στμεῖον εντός ἑνός αύιιλου 
ἀμτινος ὃπ{ μαὶ αέντρου 2.-Ί. Έστω ἐπὶ 
πᾶεον θς αγᾳ 3 τότε ὈἘσυνθςχ»!1-Φδ2ο(6λ.ΖχΧ 2). 
δεν, θ---- τκαὶ ἐπί πᾶεον | « δ. 
Ἔστω ε ἕνας ὀοδθείς θετιιιός ἀριθμός. 


Σκ. 2 


ηδη ἵνα ἔχώωμεν: 


1-δ 
το συνάρττισις απο είναι συνεχής εἰςστό σωμεῖον ἆφ. 


"Ἔστω Πότπ ἕνα αὐθαίρετον σημεῖον 2ς εἰς τὸ πρωτεῦον χωρίον ᾿ όια ὁ ἄφ- 


ατη1-0|5|Θ|Ξεφ[θ|-/3Ι «-ὃς κε, ἀραεῖ να ζάθωμεν τα Ὀδεν. 


4 { ᾗ ᾗ ͵ εν. .. ͵ ͵ Π 
τουντως µΜιιρον μαί διὰ τὰ ἃ τὰ ἱμανοποιοῦντα τὴν σχέσιν |3-3.| «ὁ ὀδυνᾶ- 


µεθα νά επιτύχωµεν [ατα ε. Γκ π-- {αγά 2ο |. 


« ῃ . / [ Γ. ο - ( , 
Δια τὰ ἆ τοῦ χωρίου |37-2.]ς ὁ τὸ απο αγ -ᾱ- εἶναι ἕνα τῶν ορισµατων 
- .. ι ε. πε . κ. ᾠ : / 
τοῦ 2 καὶ επειόη |ατᾳ-ξ [αγ Έοισπ Π- Ππατᾳξ- {αγ 2. «Π, Επεται δια 
τὸ πρωτεῦον ὁρισμα τοῦ 7 Θά ἔχωμεν': 
αγ ὁΞ αΓΦ 3ο Ἡ ανα --- (0) (6λ.σχετ Κεφ, 51 ). 
[” 


Ἐαν θδέσωμµεν ο ο νο τότε τοῦ 3---Ἔς το Ν --νΛ. 


Ἐιμ τῆς σχέσεως (1) Δαμθάνομεν. 
ἱ ε. Τη ο ας ὶ 
μα αταζ- αἴρ2ος μα ατῃ ᾱ-Ξατρξο” Εἶπη ατην/- ατᾳ3ο3 Ο. 


ος μ ε [ [ ) Ἄ η ! 
0θεν, ἔίτραχφ: -απάᾖο. Ἠτεβευταια σχέσις αποδειανύει τὸ θεώρημα. 


57. ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟΙ ΣΥΜΑΡΤΗΣΕΙΣ 


Ἔστω ἡ µονότιµος συνάρτησις Ν-ό(3) μὲ πεδἰον ὁρισμοῦ τό 4 μαι πεδἰον 
τιμῶν τὸ Ε. θεωροῦντες τὸ ἆ ὡς συναρτησιν τοῦ Ν αὗὑτη η συνάφτηωσις γρὰ- 
Φεται: σΞ{ (νν)Ξ ς(Μ/) ααί ἡ ὅποια ἔχει πεδἰον ὁρισμοῦ τὸ Ε. 

Ἡ συνάρτηαις Ξ-φ(Μ/) παδεῖται ἀντίστροφος τῆς δοδεἰσης, Λῦτη ἓν γενει 
εἶναι µία πθειοτεμο» συνάρτΏσι»5 ἀπειμονίδουσα ἕνα σημεῖον νῳ 
τοῦ Ε εἰς πείουα τοῦ ἑνός (ἐνδεχομένως ιαὶ ἄπειρα) σπμεῖα τοῦ ᾱ. Ἄς ση- 
µειωθη οτι ἡ ᾱ- Φ(ν/) εἶναι µία µονότιµος συνἀρτησις, ἐαν μαὶ µόνον ἐάν,δια 
5,45. εἶναι 4 (3/4 4(3.). Εἰς αὐτὴν τὴν περίπτωσιν ἡ 54 (3) μαὶ τι ᾱ- Φ (ν/) ὁη- 
μιουργοῦν μίαν ἀμφιμονοσήμαντον ἀπειαόνισιν µεταξύ τῶν πεδίων 6 μαι Ε. 

ΠαραΦειχµα: Ἡ συνάρτησις νή-Ι3! εἶναι µία µονότιµος ἀλδα τὴ ἀντίστροφος 
της εἶναι µία πᾶειότιμος συνάρτησις. Πράγματι, διά ΝΞρ2»0 ἔχομεν τὰςτιμάς 


τοῦ 5 πού δίδονται ὑπότῆς εξισώσεως |Σ|Ξ ϱ͵ όπλ.τά σημεῖα τῆς περιφερείας(ο,ϱ). 


Συμπᾶπρώματα μαὶ ἀσωήσεις: 


1. Προσδιορίσατε τὰ σημεῖα συσσωρεύσεως τῶν αάτωθι συνόᾷων, ὅπου τη»: Λ. 
{) βμτις 2, (ας λή”, 1) ΙΕἱ21,0ςατασς-- ἰν) (18) (α-λ)/α 
Απανι, |) δὲν ἔχει ἱ) τὸ 0Ο ἵν). τ (1. ἰ). 


1. Εύρετετὸ πραγματιιὸν ααί φανταστιιὸν μερος τῶν αάτώωδι συναρτήσεων : 


Γ. 
Σ--] 
νί) νι 5 2317-5441, 


) νο, ἰ) νξυτστὶν, ) ν- 


3-1 


ὢ) νσ αι 


1 


4 
ο, σπα. 


4. Ἔαν 2-3,:21:Ξ0Ο ααί |Σ,]- |Ε.]|5]29]-1, τοτε τὰ στιµεῖα 3,,2.,Ἔ, εἶναι αἱ κο- 
ρυφαὶ ἑνός ἰσοπβεύρου τριγώνου ἐψγεγραμμένου εἰς τόν μοναδιαῖον αὺ- 


μᾶον. 


μ. 


Νά γίντ χραφιαἡ παράστασις τοῦ συνόλου τῶν τιμῶν τοῦ 2 διὰ τὰ ὁποῖα 
ἔχομεν : 


ι) τὰ] 5 τος αἱ) βοι-ς ἵν) ατησ-ς αρ ος 4-0. 


. έ - ῃ -- ῃ « ς - Π 3 ῃ - ε νά - 
Επι τῆς σφαίρας τοῦ Κἰρπιαπγι νά εὑρεθοῦν αἱ εἰαόνες τῶν χα)ρίων τὰ ὁποῖα 


ς [ ͵ κ. [ 3” { 
ὀριζονται ὑπό τῶν ἀιοδούδων ἀνισοτήτωγ. 
9 0320, η) ἄπρςο, ἰίὶ κοΣξΣ0Ο 


ὑ) βοᾶζςο,ν) Ἱλς. , νι) 554 


Δίόεται ἡ συνἀάρτησιςὁ μὲ τύπον: 


ια. ἑ 
εκ. λος .κο 
ο , ἐὰν αΞ0Οο 


[ η, [π - ( α ᾗ ας 
Δειξατε οτι αυτη εἶναι συνεχτι» εἰς το σηµεῖον ᾷ-ο. 


εξ ὁ απ ἃκθε 
σι 21 2 112 αι 


εἶναι πᾶσαι συνεχεῖς διά 340. Ποῖαι ἀπό αὐτάς δύνανται νὰ ὁρισθοῦν εἰς τόση- 


Αι συναρτήσεις 


μεῖον ἆ-9, εἰς τρόπον ὥστε ἡ /«Ἐπειτεταμένη, συνάρτησις νά εἶναι συνεχή 
εἰςπτο στου 
Δείξατε ὅτι, ἡ συνάρτποις 4{(2)- 2" εἶναι ὁμαλῶς συνεχἠς ἐπτοῦ πεδίου |2]-ς 1. 


Δείξατε ὅτι ἡ συνάρτησις 4(3)- τρ δὲν εἶναι ὁμαᾶῶς συνεχήςεις τὸ πεδίον |Σ]κ« 1. 


Δοθεντος ὅτι, α-2.-ΕΟ αρτσιμοποιοῦντες ποβιιήν µορφήν,δεϊξατε ὅτι βαίΣ,Ξι)Ξ 
[5] ]3.ἱ ἐὰν ααί µόνον ἐάν,θ'-Θ,.- 2Κκη(Κκ-ο,Ξ1/12,...), ὅπου θ,-ατφ 1, ααὶ 


θ,- ατα... 


Δοθξέντος ὅτι 2, .1. 3 Ο, χρηΏσιμοποιοῦντες τὸ ἀποτεβεσμα τῆς προηγουμενής 
3 { 1 αι 

ἀσωτισεως όειξατε Οτι: 

ἱσετ, | «|: ]4.|, ξὰν ται µόνον εάν,θι-θΘ,.- 2ΚΛΙ ὅπου κΞΟ/Ι 2... μαὶ 


θι-ατᾳ , θι:στᾳ ἐ.. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΗ Ἡ 
ΣΕΙΡΑΙ ΜΙΓΑΔΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΗ 


6/. ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΣΥΓΚΛΙΣΕΩΣ ΣΕΙΡΩΒΝ 

Ἔσπω ἡ ἀμολουδία {1.1,ηε Ἡ τῶν μιγαδιιῶν ἀριδμῶν. 

Τὸ συμθοᾷιιόν ἄδροισμα: 

επ ο. . 0) 

τὸ ὁποῖον συμθοᾶί δοµεν συντομώτερον ὡς νὰ -. 
μαλεῖται σειρά μιγαδιιῶν ἀριθμῶν μὲ γενιιιόν ὅρον τό 29 

6«Ειαστον άθροισμα : 

η να 1). ν Σι 


κξα 


μαδεῖται μ«ξερειιὀν ἄδροισμα τῆς οειρᾶς (1). 


ορίο ὣς Π-1-{. Θά Δέγωμεν ὅτι ἡὶ σειρά 53. συγιῶίνει πρός τὸν ἀριδ 
μον 5 ιιαί ὃα γρά φωμεν αι. 5, τότε τιαί μόνον τότε, ἄν υγ ἀικοσᾶδουδία 
{5.],πεβὶ τῶν κεριιῶν ἀθροισμάτων τῶς (1) συγιιΏίνει πρός τόν ἀριθμόν 5, τοι: 
τα Ξ Ῥεοο» Είτη εκ 
τό 5 ιιαδεῖται τότε τὸ ἄθροισμα τῆς σειρᾶς (1). 
Ἐι τοῦ ἀνωτέρώ ὁρισμοῦ συνάγεται ὅτι ἡ σύγιδισις μιᾶς σειρᾶς ἀνάγεται εἰς 
τὴν σύγιᾶισιν τῆς ἀμολουδίας τῶν μεριιῶν της ἀδροισμάτων. 
Ἐάν ἡ ἀμοβλουδία {5ν], πε δὲν ἔχτ ὅριον ἡ ἔχπ ὅριον τό ο», τότε Δέγόμεν 
ὅτι ἡ σειρὰ (1) ἀποικάϊνει. 
σ Παραὀειγμα Νἁ µελετηδῆ ὡς πρός τήν σὐψιμάισιν ἡ γεωμετριαΠ σειρα: 
5 Γαλ... 
ητο 


Λύσις: Ἔχομεν: 


1] 


ι-Σ 


ο ο λα ομε 24! 
τότε: 4 µ 
. τπτ αν δή 
αι κ) 
πι ο γι 
. ἂν αἱ» 


Ἔστω ἡ συγιδΔίνουσα σειρὰ δες ος | (9) 
ς-- 


« : Π . . Ξ 
Η διαφορα. Άνςσ-δ.-τηι Ε ἅριε:::  ααδεῖται ὑπόλοιπον τῆς συγωᾶι- 
νούσης σειρᾶς (1’) τάξεως η ) 


Προφανώς, ἵνα ἡ δ.. συγαδινπ,πρέπει ααὶ ἀρμεῖ: Είτη ἄν ο. 
στη ο. 


ο Ἔχοντες ὑπ ὄψιν τήν πρόὀτασιν ]- Ι-2 αἱ τούς συμβολιομούς τῆς σεβλίφος {03 
τοῦ πρώτου Ἰόμου ἀποθειμνύομεν εὐιόβως την πάτωθι σαουδαίαν πρὀτασιν, 
ἥτις ἀνάγει τὴν σὐγιᾶισιν μιᾶς σειρᾶς μέ μιγαδιιούς ὅρους εἰς τὴν σύχγιαᾶισιν 
σερῶν μέ πραγματιαούς Όρους. 


Πρότασις Ἱ-{-{, Ἔστω Π σειρἀ δα με ἆ,Ξπης ιν, 


ῃ ᾗ ' , ͵ 
Αἱ πάτωδι προτασεις εἶναι ἰσοδύναμοι : 
οο 


9) Σ 21559 


ὢ  ὁ Βθ(1,)Ξ Κα (9) μαὶ ὃ ἵπη (σε) -ἴπι (5) 


Πρότασις Ἱ-1-2, ᾿Ἐὰν . 3-5 ααὶ ὃν, ΞΤ τὸτε ο (2 ενν,)|-95τ αἱ 
ηντι οτι απ 
5 Κ.ἐωΞΚ.5 (κς σταθερὰ): 


τε 


Ἡ ἀπόδειξις ἀφὶεται ὡς ἄσωπσις εἰς τὸν ἀναχνώστην. 


ο Μία ἱμανὴ μαὶ ἀναγιαία συνθδἠµη συψμαλίσεως σειρᾶς μέ μιψαδιµούς όρους 
' προμύπτει ἀπό τὸ αριτήριον τοῦ (αµςΠν (6λ.πρὀτασιν Ι-1-9) δί ἀαολουθὶ- 
/ας μὲ μιγαδιωούς ὅρους. 


| - 1 / ῃ Π 
| Σχετιαὢδ ισχύει π ἁπάτωθι: 


Πρότασις Π-!/-Δ. (κριτήριον τοῦ ζαωςΠυ διά σειρἀς). Ἀναχμαὶα μαὶ ἱμανὴ 
συνθήµτη διὰ νά συχμθϊΐνπ µία σειρὰ αν μιγαδιἀὤν ἀριθμῶν εἶναι. διά α- 
δεε2ο ὑπάρχει ἀμέραιος ΝΞ Ν(ε) γαίδύτος, ὥστε νὰ ἰσχύη: 

[5,5 |Ξ |, « 2) νι] Ξ δα, |-ε δια πηλπΣΝ.Ἀ [5.5..|ε διά π2Νβ)καὶ κε... 

Ἀπόδειξις: Ἡ πρότασις ὅπᾶοϊ ὅτι ἡ ἀμοδουθία {50],πεν τῶν μεριιῶν ἀθροι- 
σμάτων συχιαΔίνει εάν, ααί µόνον ἐὰν αὗτη εἶναι µια ἀμολουδία (αµςΏυ.Τσῦ- 


τοόµως αποτεβεῖ τὸ περιεχόὀµενον τῆς προτάσεως 1-2-3. 


Ἐμ τοῦ ἀριτηρίου τοῦ ζαµςβη ἐξάγεται τώρα εὐμόλως ἡ αάτωδι' 
Πρότασις Ι-!-4. Ἀναχμαία (ἀλλ) ὄχι ἱαανή) συνδηωπ. διὰ τὸν σὺγ- 
-- -- --] - - - . 
αβισιν τής σειρᾶς Σ 3, τῶν μιγαδιιῶν ἀριδμών εἶναι: θίπῃ 2. -Ο. 
ιτ] νου . 
Παρατήρησις: “Ἡ ἀνωτέρω πρὀτασις διατυποῦται ιιαὶ οὕτω: ἓὰν ξίτῃ ἆ νεο, 


οσο 
τοτε τι Σα, ἀποιβᾶίνει. 


γις4 


Ὀρισμός π-!-2. Θά ἠέγωμεν ὁτι ηὶ σειρα Σ5 (με μιγαδιαούς ὅρους) συγ- 
κάΐνει ἀπολύτως τότε, ιιαζ μόνον τότε ἄν ἡ σειρά (μὲ πραγματιιούς ὅρους) 
» 2] συγαένη. 

"Ἰσαύει υαί ἐδῶ ἡ ἀντίστοικος τῆς προτάσεως ΠΠ -3-! τοῦ Πρὠτου Ίόμου, ἡ - 


- 
τοι η: 


Πρότασις Ἱ-Ι-5. Ἐὰν µία σειρἀ μιγαδιαῶν ἀριθμῶν συγαδίνη ἀπολύτως, 
τότε αὕτη συχιιᾶίνει ιαἱ ἁπλώς. 


Ἀπόδειξις: Ἔστω ὅτι ἡ σειρά 53, συψιᾶΔίνει ἀπολύτως, τότε συμφώνως 
πρός τὴν πρὀτασιν ἩἹ-ι-3, δἀ ἔχωμεν: διὰ αάδε Εε2Ο ὑπάρχει ἀμέραιος 
ΝΞ Β(Ε) τοιοῦτος  ὡὦστε νά ἰσχύη: | 

νο ο δια πι» η ΝΜ. 
Λαδά 
κο τσ αλα 
μαἱ συνεπώς ἔχομεν: 
τοι "2η Όη]πε διά τη η » Ν 


Ὅδεν, ιιατὰ τό ἀριτήριον τοῦ ζαµςΠΑ, ἡ σειρά Σε συγαδίνει. 
ση : 

' “ ͵ - Ὕ « . ο , 2/ ο 
Παρατήρησις: το ἀντίστροφου της ανωτεραω προτασεως δεν ἴσχύει, πτοι γι 
: 9ο π : : : ν ' . 5 --- 
σὐχωδισις τῆς ὁὸ Ἄν ὁὲν συνεπάγεται πάντοτε τὴν σὐγιᾶισιν τής ὃ |Σ.|, ὡς ἐμ- 

ασι 1] 


Φαίνεται ἀτιό τήν σειρὰν 5 ους ητις συχαᾶϊνει ἀπβῶς, ἀλλὰ οὐχί ἀποδύτως. 
Ύνση ἔ 
Προτασις Κ--6. (Κριτηριον συχαρίσεως). Ἐάν |1.[Ξ|Μ/Α| διὰ μάθε η Νο 


ν { ' ; , µ 5 μ ο 9 ῃ ε 
ιαύ τὴ σειρα μὰ  συχικᾶὶνει αποΆυτωδιτοτε ὥσειρα Σ 4, συχιαᾶϊνει ἀποβύτως. 
ΑΞ1 ης. τπτ 


; [ ο - 4 ” μ | 3 υ 
Ἀπόδειξις: Ἐφ ὁσον ἡ σειρἁ Σ Νή συγιᾶϊνει ἀπολύτως Θἀ ἔχωμεν : διά ιικ]- 


ν5ί 


[θε ε»Οο ὑπάρχει ἀμέραιος ΝΞ:Νς τοιοῦτος, ὥστε διὰ μάθε η πι»Ν νὰ ἰσχύτ; 
.. μι εν «ῇ λα] 8. 
Άλλα 


τη 1] ἒκνν ο | όν η ...... | δια τὸ Ἡο 
η 
09εν: 
.... εντ «ς1όρρε διὰ αάδε η2ἠ 
μαὶ συνεπῶς ἡ σειρα 3, συγιᾶίνει ἀπολύτως. 
ο Διά σειρας μὲ μιγαδικούς ὅρους ἰσχύουν, ὡς εὐμοβως δύναταί τις νὰ ἀπο- 
' Φείξᾳ, αἱ αντίστοιχοι τῶν προτάσεων π- 5-4 (µριτηριον τῶν ριδῶν τοῦ ζαμςΠὶ) 
μαὶ ῇ-5-2 (αριτηριον τῶν ἂοχων τοῦ Ὁ΄ Αετηδειἳ) τοῦ Πρώτου Τὸμου. 


α Π 3 { πα.) ᾽ -ῶ ῃ να ' ; 1 
Επίσης ἰσχυει τι αντίστοιχος τῆς προτᾶασεως ΧνΠ-!-Ί τσὺ Πρωτου Τομου Πτοι 


| π πρὀτασις: 
Πρότασις 1 -1-7. (Γινοµενον σειρῶν µατα ολ 
"Ἔστωσαν αἱ σειραίἱ ο. ον. ὑποθετομεν ὅτι 
[ [ [ [α - έ ! 
ΙΝ/ Ἡ σει συχαᾶϊνει ἀποᾶύτως (ματᾶ συνεπειαν μαὶ ἁπάὦς) Έστω ὃ 
) ἹἩσαρὰ ἄν, ον ) ἔσσῳ δὲ 


. 


πιξέ 


3/ Ἡ σειρα ο νο συχιᾶϊνει ἁπβῶς ιαὶ Έστω 5 στ, 


Ίνσή 
τι 
8/ Ἔστα) ο, 5 Σ΄ ᾱκ νε, τς ἄν Σ κ ννω-ι Ἡο Έναν Ας ὄ νε, στὰ, 
κΞξα 


Τότε: ὃ ο,- 5:Τ 


8) 
Δια µίαν ἀπόδειξιν τῷ» ἀνωτερω προτάσεως παραπεµποµεν τὸν ἀναγνώστην 


εἰς τὰ ιάτωθι θιθλία. 


ϱ Κ. Κπορρ, Τῆθοιἡ απαά ΑρρειςαἸίοπ ο) Γπβίπιῖο 9ϱΓἱ65,ΡΡ. 146-147. 


ϱ) Φ Βασιλείου, Ανώτερα Μαθηµατιµά, Ίομος ἁ τεύχος 6 σελ. 415-476. 
) ϱ 


Ἄσκησεις 
ῃ 8 ν ς ' ῃ ͵ σι 
... Ὑποβογισατε, 8Φ ὅσον υπάρχουν, τα ματώὠθι ορια: 


αλα, . { 2 
0) επαὶ” .. ὄἶπη ερ, 9) ζυπῃ [ος /) στ] 


| Ώ) 1 να ο. 2η 2πι : 
ιν) θίπι θιτη ν ο πο ςς 
) τίπη σππ ν ν) Εξω πῃς ν Ν) πι πας 
2. Δείξατε ὅτι, ξὰν ἆκ--να,π]όο τότε 
ἔννη σαλανα. ο ὃς 


8. Νὰ εὑρεδοῦν τὰ ἁάτωθι ορια 
: νὶ ιν τος ν Ὃ 31 : 
ὐ Ζ,--Ἡτ Αα πτ- 4) Υπ τί π.α. (Ι4/ι). ἀἲ) Ζ,.να εἶτμη (α29)' 
4. Νά Εξεισσθοῦν ὧς πρὀς τὴν ο. αἱ αἀτωθι σειρα: 


υ ὃν ὼ ἔπλ, ου ὅπιτνΣ ιν ) 


σι 
νιί) μον νι) Σι, ικ) πα ον σας σι σος 

6. Ἔστω {ᾳη],πεἩ µία ἀμοάουθὶα μιγαδιαῶν ἀριομῶν, ἔστω δὲ ὅτι ὑπάρχει 
τὸ μι Ὁ/ε.! - 6. Δεὶξατε τότε ὅτι: 


[ο 


{ οο ! { 
ἱ) εαν ἔ-α, π ἄν συγαδινει αποῦντως 
54 


) ἐάν δι,  ὃα ἀποιᾶϊνει. 


Τι συµθαϊνει ἐὰν 5-1; 


62. ΔΥΝΑΜΟΣΕΙΡΑΙ- ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΟΡΙΖΟΜΕΝΑΙ ΔΙ ΑΥΤΩΝ, 
Ὀρισμος Ἱ-2-{. Καλοῦμεν ὄυναμοσειραν μέ µιψαό. (ιούς συντε]εοταΣ 
μέντρου ἄο υάδε σειρἀν της µορβής: 
5 Ον (ᾶ-εο)"ς 08, (1-9) κ Ον (1-29) 1. ο 
ἔνδα 3 νο ας μιεταΦ/ωτή ιιαί 2ο,οι,όι,..: εἶναι σταθεροί µιγαδι- 
ιοί ἀριθμοί, Οἱ ἀριδμοι Ον,π5οΊ::' παλοῦνται συντεδεσταἰ τὴς ὀυναμο- 


σειρᾶς (1). 


Διά τοῦ μετασχηματισμοῦ νν-Ξ-ᾷο τῆς μεταθβητηῆς α τὴ δυναμοσειφα 


. μὲ ἀέντρον τὸ σημεῖον 7ο ἀνάγεται εἰς µίαν δυναμοσειρὰν τῆς μεταθᾶητης 


ΨΝ) μὲ αέντρον τὸ 0. 
Προφανῶς πᾶσα ὀυναμοσειρά συγιᾶίνει πάντοτε εἰς τὸ ἀέντρον αὐτήὴς. 


Πρότασις Ι-2-1. (θεώρημα τῶν ΟαυςΠυ- Ηαάατπανά) 

Κάδε όυναμοσειρὰ τὴς μορφής (1) ἔχει µία "ἀωτῖνα συγαἈίσεως, Ἡ τοιαύ- 
την, ὥστε: ὅταν Οςβ«4οο ἥ σειρά συγωᾶίνει ἀπολύτως διά |3-2οἱς Β καὶ 
ἀποιδίνει διὰ |Ύ-τε|» ΑΒ. Όταν ΚΞΟ ἡ σειρὰ συγιᾶϊνει μόνον δια Ἔ- Ἔο, - 
νῦ ἄν Ἀ-κοο, γ σειρὰ συγιδίνει διά πάδε πεθῦ. 

Ἁποδειξις: Ἐὰν ααθέσωμεν απξοι (3-2. Έχομεν: 

ν ορ ” - ν 11 -Σοὶ 

βίπιδιργ/]α»] - Εἶπιδαρι/]ο.Ι- 11 -2οἱ513- Σε]: ΕἰπηδαρνΊον] 

1ἱ 4 
ε Ξ. 

ο ππν 


Ἡ σειρα (1) Δοιτιόν, συμφώνως πρὸς τὸ αριτΏριονυ τῶν ριδῶν τοῦ ζαιςπΏ, 


συχαᾶίνει ἀποβύτως ὅταν 15 Ες {, ῥηβαδή ὅταν |2-3ο] «8 ιαὶ αποιἉΐνει 


ὅταν -ᾱς 55). 51, ὁηᾷαδἡ ὅταν |1-7ο) ΣΕ. Όταν Κ-0, ἡ σειρα 9ὰ συγαδίνΏω 


µόνον δια ἆ- ο. Τεᾷος, ἄν ἘΞοο, τότε Ἡ σειρά συγιᾶίνει ἱ ὃᾶας τὰς τιμάς τοῦ. 


Παρατήρησις :. Ὅταν Ο-« Κς«οο,-ώτεό αὐμᾶος |3-3ε|- Β ιαθεῖται αὐικᾶος 
συγιᾖίσεωςν τῆς δυναμοσειρᾶς (1), ὁ δὲ θετιιός ἀριὸμός Ε, μαθεῖται, ὡς Ελ ἐχδη 
ἀνωτέρω, “ἄιιτίς συχωήίσεως, τῆς δυναμοσειρᾶς (1). Η ἀνώτερω Προτασις [-2-! 
μᾶς πᾶτπροφορεῖ ὅτι αὰδε ὄυναµοσειρα τὺς μορφῆς Σο, (2-39). συγαᾶϊνει ἄπο- 
λύτως εἰς ιάδε σημεῖον µείμενον εἲς τὸ ἐσωτεριιόν τοῦ πὐιᾶου συφιβίσεώς 
της μαί ἀποιδίνει εἲς αάθε σημεῖον μµείμενον εἰς τὸ ἔξωτεριαον τοῦ αἱ) - 
μᾶου συμαδίσεως αὐτῆς. Ὅπως παρατηροῦμεν, ἡ πρόὀτασις οὐφεμίαν πΆπιρο- 
φορἰαν παρέχει περὶ τῆς συγιἀΐσεως ἡ ἀπομᾶίσεως τῆς σειρᾶς εἰς τὰ συνορι- 
αιά σημεῖα τοῦ ἀὐμᾶου συγιβίσεως. Πράγματι ἡ συμπεριφορά τῆς σειρᾶς 
διὰ τὰ σημεῖα αὐτὰ ποιαἰλει ἀτιὸ τῆς μιᾶς περιπτώσεως εἰς τήν ἄλλην, ὅπως 


βἀέπομεν ἀπό τὰ ἁάτωδι παραδεἰγµατα, εἰς τὰ ὁποῖα ἡ ἀατίς συγιΔίσεως [5]. 
ν 


Παράδειγμα {37 Ἡ σειρά 5. εἶναι ἀποιΔίνουσα ὅι ὅὃἃα τὰ συνοριαα 


Ὑπο 


σημεῖα. 


| , Π ου ͵ , ἤ - ς. ' 
Παράδειγμα 319/ Ἡ σειρα 5 -ν συχαᾶίνει δια µαθε σημεῖον τοῦ αμ υμλου 
ττ 
συφιΔἰσεώς της. 
͵ σο ͵ ' 4 . ς 
Παράδειγμα 383/ Ἡσειρα Σ ᾱ-- συγιΔίνει δια 3--4 ααί ἀποιλίνει δια 


σ-ᾖ. 


Ἐφαρμόδουτες τὸ ἀριτήριον τῶν ἂόγων τοῦ Ρ’ Αξεπορογῖ παρατηροῦμεν 


ὅτι ἔὰν το : Είτη | οση | ὑπάραπι, τότε ἡ ὀυναμοσειρά (1) θά συψιδᾶίντι, ξὰν: 
πα η 
|ὰ πο θίτη η σαπο κ1 
«μὲ ῃ 2 4 
και αποιᾶινει εὰν 


. ἵ Οι 
.. Ἄο] έἶπ ] ο 21 


θέτοντες: 


Ε.-- θἶπι | (2) 
προ Όση | 
παρατηροῦμεν ὅτι ἡ ὀυναμοσειρα Σ΄ Ομ(ᾳ-29)”. συγιαᾶὶν ει͵ ὅταν |7-Σε- αι 


ἀποιδίνει, ὅταν |3-7./2 Β. Ὀδεν ἡ ἀμτὶς συγιαδίσεως τῆς (1) δίδεται ααἱ ὧπο 

- Π . ἓ ο - ῃ 3 ͵ 
τοῦ τύπου (2), ὅταν τὸ ὁριον τοῦ δευτέρου μέλους ὑπάρχη. 

ῃ ῃ Π Ί ” ς ι ( 2 ια] -- ῃ ῃ ' Ὑ µ 

ρΕὰν το Εἶτ Ίο] ὑπάρχτι,τὸτε αὖτο ἰσοῦται µε ὍὉ Εἶπη δρ. /]0] (01. Ἴομος 
Πρώτος, πρότασις Π- 6-ί)}) 

ὀ κ . , - [ ὼ ' ς ͵ ὦν ε 

Όδεν, ἡ ἀμτῖνα συχι Δϊίσεως τῆς (1) ὄϊδεται επίσης υπο τοῦ τυπου: 


ανω ρα 
νν Ἠνεος Φ) 
ητνοο 


ὑπό τὺν προὐπόθεσιν, θεβαίως, ὃτι τὸ ὅριον δεξιά ὑπάρχει. 

Πα βατορποις : Ἔα τοῦ ορισμοῦ τῆς ἀμτῖνος συγιᾶΐσεως μιᾶς Φυναμοσει- 
ος 5ος «33. συνάγεται ὅτι: 
διά υάδε ἆ µε |π]ς« κ ἡ σειρὰ |ο.-Σ"] συγιαᾶίνει, ὁηλαδή ἡ σειρά δν 


συγιαθὶνει ἀπολύτως, οπότε αὗτη συγωδίνει μα ἁτδῶς, 9ρἰξεται ὅδεν µία συν- 


ἁρτησις : . 
ὅ(α)Ξ 2» ἆ”, διά μάθε ὰ μὲ ὶ1ἱ« Α. 


[ 
. 63 ΝΕΚΘΕΤΙΚΗ ΣΥΜΑΡΤΗΣΙΣ 6ἳ 


Εἰς την προηγουμένων παράχραφον ἐλέχὃη οτι άδε ὀυναμοσειραά τῆς µαρ- 


φῆς : - .. 
203” ἀντιστοίχως Σ Ον (τ-5.)” 
Ὁ τῆς ὁποἱας ἡ ἀμτίς συγιβισεως εἶναι «20, ὁρίδει διὰ αάθε χεο μὲ |5ἱ-«Ε ἂν- 
τιστοίχως διά μάθε 5εζ μὲ |7-2ο]ς Α μίαν μιγαδιιὴν συνἀάρτπσιν : 
{()- Σο, 2" αντιστοίχως 4 (2)Ξ δν Ον (1- 3ο). 


Ἆξο 


Ας Θεωρησωμεν τώρα τῃν ιναμοσειρὰν : Ἀ. πιο ὅπου ο-- !, μαι 1) -1. Αύτη, 
ὡς εὐιόλως εὑρίσμομεν, Έχει ἀιτῖνα συγιᾶΐσεως Κ---οο, ἄρα συμφωνως πρός 
τον πρὀτασιν Π-2-1, αὐτπ συτιᾶινει διὰ μάθε σπεθ, µἀᾶιστα δὲ αὗττι συχαδί- 


Γ  Ἰ ἐ ω/ « ῃ ͵ 
νει παὶ αποᾶντως, μοθ) οσου συγιΔᾶϊνει πάντοτε ἡ σειρα. 


πα κ.) πι: ισι 
Σ.. πο σσ ο τς 


Δυνᾶμει τώρα - τῶν νο Ἡ Φυναμοσειρα : . στ ”. ὁριδειδια πάδε πες, 


μιαν µιγαδιιήἠν συναρτησιν ὁ (2), την οποίαν παριστῶμεν με 93, ήτοι: 
Ξ 5, ᾖ κ -----, 
πο ο πι πσ οπρὸ- τρ 


ντο 


μαιτην μαδοῦμεν Ἐκδετιαην συνάφτπσιν. 
θὰ Ἰόωμεν τώρα µεριιάς παραυτηριστιµᾶας ἰδιότητας τῆς Ἐαθετια Ώς συν- 


αρτήσεως ϱ" 


Προτασις 1: 8-{, Εάν 5,-α,εἰηι μαὶ ᾱ,-κικίυ, εἶναι δὺο μιχαδιμοὶ ἀριὸ- 


Γι 4 6 
μοι, τότε ἰσχυει : 
Ἡ, Σας 


ο) (03) 


. « , ͵ ι Π .. 
Ἀποδειξις5: Δια 253:,3, αἱ δύο σειραί (1) συγαλίνουν ἀπολύτως, αρα 


συμµφώνως πρός τήν πρὀτασιν ἹΙ-4-ᾖ εἶναι: 
3 3 να - 
ιά... ο ο. 0) ο. ατ ων ο) α. 
Σ 3 .. 
«1.5 ος. δι ο ο ἐπ 
ο -ν . ἆ : : 
ρα η φι. ο] πτννι η 
ον ΣΣ πποπια .: '|- Σ. πιο. (σι) 3ἳ .ς] 
νο ξο ψνστο 
οο 
- το ο ολόὁ, οι 
ο Σακω" 9. ἓ. δ. 


το 


ΠαρατηρησιΣ: θΕτοντες ἅιΞᾷ υαὶ 2,Ξ-ξ ξἒα τῆς (2) λαμθάνομεν: 
-ᾱ ᾱν 4 
6 πο (3) 
Πρότασις 1-3-2: Εάν 5-κγὶὴ, τότε ἶσχυει: 
θὲς ϱ”. (συνη νἰπμφ). (4) 
Ἀπόδειξις:. Ἐὰν ἆ- χγὶυ͵ ἀόγῳ τῆς (2) ἔχομεν : 
οὓς αὶν. ος, οἳν 
Ἐν τῆς (1) διά ἀαθαρῶς Φανταστικον ο. (ἡξ πραγματικός) Ἐχομεν: 
ἱ 5 νυ.Σ 
οἳ- πο να Ὕβσηι-ᾱ 
Ἠ χκωρὶδοντες τοὺς ο... ταὶ .α.. Ἓρθυς: 
οἳ,- 4 
Ξ(ι- -ᾱ- ερ” πε) φὶ (η- ασ νἩ- ἃ- τη γι.) 
Ἔκοντες τώρα ὑπ' ὄψιν τὰ μα κ ν. ματὰ Μαςξαἁγιπ τῶν συναρτη- 
σεων συν καὶ Ὥμι (6λ. Ἰόμος Πρῶτος, σεᾶὶς 643) εἰς συχιἈίνουσας δυνα- 


μοσειρᾶς ἂαμθάνομεν : 


μαὶ ἔπομενως: 


οἳ-- ο Ἡ- εἲ (συνυ-ἰωμυ) . 
Σημείώσις: Ἐνά τὴς ο δια Ό-π μαὶ 0-2 Δαμθανομεν: 


πεοή. αι ὅ αξ 


9 Ἡ σχὲσις (5) παρέχει . τρόπον (ἐαθετικῆς) παραστάσεως μιγαδιιοῦ 
ἀριθμοῦ: ΞἌΞρ(συνθτίπμθ)-ρ οἱῦ. Εαίστς ἐμ τῶς (5) δὲ ἀλβαχὴς τοῦ ν εἰς 
-η προαύπτει; 
ϱ' Ξσυνυ - ἵπμῳ (6) 


Ἐιμ τῶν (5) ται -- το. τοὺς τύπους: 


ο 3 αἱ | σι 


τοὺς ὁποίσω5 - εἰς τὸ Κεφἀὰᾶαιον τῶν Διαφοφιικών εξισώσεων. 


Πρότασις ἴ-3-9. άν Ἡ-αγἰν, τότε Ἰσχύουν΄ 
εἲφο διὰ μάθε σες (8) 


ϐ)  Ιεῦ]-{ ααὶ |93ἱ-ε” (Έ-ανίν) (8) 


1 


ο σπιθατνώππσς 


ἵ) Ἀναγααῖα μα μανη συνδφιη, ἵνα ϱἳ- {, εἶναι ὅτι Ξ-2Κπὶ (ὅπου Κ εἶναι ᾱ- 
περαιος ἀριὸμος). 
Ὁ) Ἀναγμαία μαὶ ἱαανη συνθήιαῃ, ἵνα οἳ.- 93. εἶναι ὅτι: 5,-ὲ,- 2Κπὶ, ὅπου κεΖ. 
Άποδειξις: ἵ) Χρησιμοποιῶντας την (2) ἔχομεν : 
οἳ. ο «ο --4 


! « [ - { ὡς η 2 ῃ - . 
:Ἐφ ὅσον τὸ γινοµενον εἶναι διάφορον τοῦ µηδενὸς, οὐδείς τῶν παραγοντων 


ἡ εἶναι µηδεν ααὶ ἕπομένως ϱἳ-ο διά μάθε 5. 


{) Ἔια τῆς (5) Δαμθάνομεν: 
ο) ] τι /συν ν πμ 5 
ἸἘπίστις ἔι τῆς (4) Έχομεν: 
ΙΕ] ΞΙ6”|:|εν]-Ιε]--ϱ”, 'αῦ ὅσον ϱ”2ο. 
ἄλ Ἀναγιαία .Ὑποθξτομεν Οτι εἷ-{, τότε 
οσυνη-{ μαὶ οχημυ-ο 
Ἐι τῆς δευτἑρας, ἐφ᾽ Όσον 93-Ρο, ἔχομεν. ημυςο. Όδεν Ό/-ηπ, ὅπου η ἀμέραιο». 
Ἰλθά συνηπ-(-1)1 Ἐφ' ὅσον ὅμως εἲ »ο, δά εἶναι : ϱ”(-!)-{ µόνον ἂν χΞΟ ναί ὉΞ1κ, 
ΚεΖ Επομένως: 
ᾱ- χι Ξ 01 ἶτππ- οκπί 
Ἱωανη Ὑποδέτομεν ὅτι Σ-2Κπὶ, κεζ. Τότειλόγω τῆς (5) Έχομεν : 
οἳ- οἱ «συν (1Κπ)νἰπμ(οκπ)Ξί 
ἵ) Παρατηρήσατε ὅτι: 
οΐ1«ο3. ἐὰν, μαὶ μόνον ἐὰν, ο” "4 
ιαὶ ἀμοδούδως Εφαρμόσατε τὴν (ἱἱ9). 
Παρατήρησις. Πολήἁιις θέτομεν ααριν εὐιοβίας : 


646. ΛΙ ΤΡΙΠΩΗΟΜΕΊΡΙΚΑΙ ΚΑΙ ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΑΙ ΣΥΗΑΡΊΗΣΕΙΣ 


Ὀρισμόὸς Π-4-1. Δοθέντος ἑνόσ μιγσσιιοῦ ἀριθμοὺ 3 ὀρίδομεν: 
ἶ τὰ : ἴ ο-ἱ 
Έα μαι ημα- ---τα--- ον (ὸ 
λαμθάνοντες τὸ Ἔ ὡς πραγμµατιιὸν ἀριὸμόν ἀαμθάνομεν ἀμέσως ἔµ τῶν ἀνω- 


συνα- 


τέρων τύπων, τούς τύπους (7) τῆς προηγουμένως παρογράφου. 


ἛἜω τῶν (1), χρπσιμοποιοῦντες πρᾶξεις μὸ μιφαδιιιὰς σειρἀὰς, Ἐχομεν : 
ἕ  σ 


ανν ο ρσ (1) 
3 5 


; { 
μαθως -αι 


ϱ'- συν σα γἰημσ ) (4) 


Αἱ συναρτήσεις εΦΣ μαὶ σφΣξ ὁρίδονται ὑπὸ τῶν τύπων: 


έτος οως ιει πάν ππ, πε Ζ (5) 
συν θε ὁ Ρλ : 
' εί . 
σᾳὃ ιΣ Ξὶ κ. ) 2 Ώπ., πε 7, (6) 


Ὀρισμός ἵ-4-2. Δοδέντος ἑνός μιγασιιοῦ ἀριὸμοῦ ἆ ὁρίξδομεν: 


. ., ο-ᾱ 
ζο5Ώτ -- δυνίκ--ξ .8 


. 9 , ε ο. 
δίΠΠΣ --ἰπμιεξ τε 


ἔαπηα- ο στοξ. ν ο α -ρς :, Ἕοπί 


τὰ ἀναπτύμματα εἰς σειρὰν δυνάμεων τῶν (05ΗΏ3 μαὶ οίπῃα εἶναι: 


κα 4“ 
(ο5Η5 - { «-ᾱ-- κ -- 


ποτ σι ο 
ο η δι όρος 


Ἐπίσης, ὀυνάμεθα εὐιόδως φἀ ἀποφεἰξωμεν τοὺς αάτωδι τὺπους: 
ζο5/ 4 -- δἰηης -- ! 
ΦΙΠΏ (3,1 2) Ξ 5ΙΠΏΣ, «05Η 3, Ο05Ώ 3, 5ΙΠΠ 1, 


ζοδη(1/:5:.) Ξ οο5Π 8, «Ο5Πὲ.« 5ΙΠΗ ᾱ, 5ΙΠΗ ἃς - 


᾿ 4 
65. Η ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΝ ΣΥΜΑΡΊΗΣΙΣ οφ : 
Εἰς την 63 ὀρίσαμεν τὴν ειθετιιΆ συνάρτησιν ϱ3 'Ἠδη πρὶν ὀρίσωμεν τῶν συνάρτη- 


κ 1 ' ! ῃ ' ' 
σι» ϐοφν εἶναι απαραϊτωτον νὰ παραθεσωώµεν το ματωθι; 


ὧν ὃ «. η ” { Π [ σι 
θεώρημα Ἱ- δ-/. Εάν ν/ εἶναι ἕνα µιχαδιωος αριΌµος 49, τοτε ὑπάρχει ἕνας μι- 


|) Εις την 8 3 τοῦ Κεφ δὲ Ἐπανέῶδωμεν σι εωτενεστέραν μιεβέτην. 


ο ο να ο ος 


ομος ἀριδμός 5 τοιοῦτος,ῶστε ϱ”5Υ/ (1). Ένας τοιοῦτος µι σδῶς ἡρόμος 2 


"εἶναι ὁ ἀριὸμος 
ζοα ο. ατάν” 


μαὶ ιιάδε ἆλᾶος 2 Δά ἔχει τὴν μορφην΄: 
! ἔος [νο] ἶ- ατα ν :2 Κπὶ, ὅπου Κάικέραιος 
Ἀποθειξις: Ἔστω απον -θ. Ἐπειόπ ο ον σον - ϱ{σ)»! ϱθ Ξ |Μ]{συνθνιημθ) - Ν/ ὃα 
ἔχωμεν ἔ- (ος |νν | ίατο ν, ὡς µίαν ἀὖσιν τῆς εξισώσεως οἳ-ν/ Ἐὰν , εἶναι μαὶ 
μία ἅλᾶτι λὺσις τῆς (1) πὸτε ϱ3- 63: εξ ἦς 2-,- 2 κπὶ, κ: ἀμξραιος. Ὅδεν ιάδε λν- 
οις τῆς (1) 9ά εἶναι τῆς µορφτις : 


θοφ/νε/ ἰ-αταν/ να κπί, Όπου κ:αµεραιος. 


. Π ὑ ., - . , ῃ ες [π] 
θρισµος Ι-5-1. ἔστω ν΄ Ἔο ἕνας μι]αδιμὸς αριὸµμος. ἔαν ἆ εἴναι ένας µ/γα- 
διιός ἀρεθµός τοιοῦτος, ὥστε ϱ"- Ν (1), τότε ο 2 ιιαδεῖται Ίογαριδμος τοῦ 


Ἱν ία µερ/ιή ἠύσις της (1) δίδεται ὑπό τοῦ τύπου: 


ᾱ- νο (2) 


. µαί Ἱ οπσία μαβεῖται πρωτεύουσα τιμη τοῦ Δογαρίιμου του ῳ και δί αὐτὸν τὸν 


Ξ Ζράφομεν Ξ- (ο Μν/ Καιωτερω αντι τοῦ Χ/ δα θεωρσῤμεν το 3. 

θεώρημα Π-5-2 Ἐάν 2,:3.... ἓν Ἔο τότε (οη(3,Σ.... ἐς) ο εν θοηἒνν”- θοᾳ τι  ἀκπί 
ὅπου Κ: ἀμεραιος: 

Ἀπόδειξις: Εἶναι ζοα (8: ..- ἔλ)- ἔοα 7, μα. ἐ, [η ἔατα (2:31... 3) -. (ου Σὴ) (αλ; - 
ἐα 1.1 . [αχᾳ ο, απᾳΣ. 1. απο. : 2κπ]ς(ζοφ |11] κ ἶ-απα ἐ:) -(ζοφ |. απ.) η... 3 
(6ου [2.1 ἱ-ατα κι) «αΚπὶ- (οφ Σεν ἔοφ2ιν'' ἲ ζοφἐνν2ΚΠΗ. 

Εφαρμογή: Νὰ εὑρεδὴ ο ἔοφ(/5ἰ). 


Λὺσις: Εἶναι |11ἱ]5ν2, ατφ(ηνἱ)- α΄ δεν, η πρωτεύουσα τιµτι τοῦ Λογαριθµου εἶναι 


(5 ἐοᾳ νο νὶ ἱ-ᾱ- υαὶ αάδε αλλη τιμη αὐτοῦ εἶναι: έοψ(19 ) 5 θοαν2»ἰ ος» ακπί. 


Συμπᾶπρώματα εαὶ ασικῆσεις 


{. Εὔρετε τὴν ἀωτῖνα συγαᾶΐσεως τῶν μάτωδι δυναμοσειρῶν ' 


ο ο 
Ὀ) σαν, ι8) ο πάση ο ο ποσο σπττεῖςο 9) ας Σ3, »24 (1-2), νι) Σι 23. 
ἤ ο] ος τ. 


2. Δείξατε ὅτι αἱ αἁάτωδι ὁύο σειραί: ᾿ 


, -- : ι 95 ο” πη 
) ΣΣ ααὶ ) ΣΣ πες 
πο λσο 


2! ΄ ͵ , ͵ ' 
ἔχσυν τὸν αὐτὸν αὐιμᾶον συγιβίσεώς. 


8 Ἐαν 6χΡΣ συμθοᾶίδη τό ϱ3, δείξατε τὰ τιάτωδι: 


Ὀ εχρᾶ « ΕΧΡΣ 
ἰ() οχρ(ητ)- (0χρ1)’ διά µαδε πεζΖ 
εἷϊ) |εχρ(λὶῖ)] --ε διὰ μάθε λε] 


ὑ) Εάν ἴπ(α)»0, τοτε: |εχρ(ἶπ)] κ Ί. 


4. Ἐὰν ὰ- χεὶν, δείξατε ὅτι: 
Ὁ)  Ππµυς ἰ εἶπην , συίν- ζοσπυ 
μες τμε, 6υνΣ- δύνΣ 
1). 6υνΣ - ςυνχζοσην -ἰημχ- 5 ΠΏν 


ἱ)  Ίπνς]ς 5ἰπῃννπμ'χ 


5, Δειξατε ὅτι : 
. εως 3 τ5ι) ἓν Ξι) 
συτ,- σουνε(ξ- 2: πμ (ποξ πμ (3.3. - 


6. Δείξατε ὅτι: | 
εος Πμοχγὶ 5ΙπποΝ 
συν)χαζοδπ 1 
1. Ἐὰν 3-χεὶίν, δείξατε ὅτι: 


ὃ σἰπη(ἱ1)«ἶπμτ, δυν(ἰ1)- ζο5ς. 
ἰ0. |5ίπητ{ « πμῖν εν δίπΠ χ 
πἱ) ζο5Ώ2|-- συν νε δἰπῃκ. 
ϐ. Δεἰξατε ὅτι: ἐὰν {απ (κεἰν)- αγίυ, ἔνδα χ,ψια,υ εἶναι πραγματι αοι ἀριθμοὶ, 


τότε ἰσχύει: 


µ---  3ΙπΠ2Χ Ός -ημαν 
(ο5π1χγςυν19 Οο5δπ2Χν συν2ν 


' ’ ο κε ο. ο Π ε Ἁν 
4, Δεὶξατε ὅτι αἱ ρίδαι τῶν Εξισώσεων ημἤ” Ό, συνΞ-Ξ0. εἶναι πραγµατιμοι αριὂ- 
μοὶ μαἱ εὕρατε αὐτουύς, 


ϱ. Νὰ εὑρεδοῦν οἱ ἀοχάριδμοι τῶν ἀριδμῶν α) Ι-ἰ ϐ) 299ὶ ὅ) -Ί- 


ΚΕΦΑΔΑΛΑΙΟΝ ᾖτῃ 
” ΔΙΑΦΟΡΙΣΙΣ ΜΙΓΑΔΙΚΩΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΗ 


«61. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΜΙΓΑΔΙΚΗΣ ΣΥΜΑΡΙΗΣΕΩΣ 


'Ἡ παράχωγος μιᾶς μιγαδιμῆς συναρτήΏσεως ὀρίδεται τιατ ἀνάβογον τρο- 
-πον μὲ τὸν παράγωγον μιᾶς πραγμµατιαῶς ουναρτἠσεως (6λ.σχετ. Ἰόμος Α 
Κεφ. Σι). 

Ὅρισμος Π-]1-{. Ἔστω ἡ µονότιμος μιγαδική συναρτησις 4(3) ὡρισμένῇ 
εἰς ἕναν τόπον τοῦ μιγαδιικοῦ ἐπιπέδου Ὁ, ὁπου ας 5. θά «έγωμιεν ὃτι 
Ἠ ὁ(3) εἶναι ὀιαφορίσιµιος ὅτι ἔχει παράγωγχον εἷς τὸ σηµεῖον 2εες; 
ἐὰν ὑπαραγ το ὁριον 

ο μ... 
ἀνεξαρτήύτως τοῦ ὀρόμου ιαατὸ τὸν ὁποῖο» τὸ ἃ--Σ. ιιαί εἶναι τοῦτο 


(τὸ ὅριον) πεπερασµενος ἀριδμος. 


Ἰὁ ἀνωτέρω ὅριον τὸ συμθολίξοµεν οὕτω: Φ{39) ἤ .ἑἹ 


ιιαὶ ἀαβεῖται 
παράγωγρος τῆς μιγαδιαῆς συναρτήσεως ὁ (3) εἷς τὴν Όεσιν 3-3. 
Τό ὅριον (1) γράφεται μαὶ οὕτω: 


’ αν ὅ (2.Δ3)-ὁ (7ο) ς μα. Ξ-ᾱ-- 
4 (5) Ξ Επι τν σ (1) ὅπου ετεΌη Δ2-2-3ν 


λΕὰν διὰ υάδε 2εο ὑπάρχη ἡ παράγωγος τῆς ὁ (3) εν α, τοτε Ἡ ὐ(3) παβεῖ - 
ται διαφορἱσιµος ἓν 4 μαὶ η παράγωγος συµβθοᾶιδεται οὕτω: 43) θα) 
υ 2 ς - 
Ὀ9εν, εξ ορισμοῦ 
(5 Εἶπι ὁ 4.δθ) -δ 8) . (3) 


2 ῃ ᾽ - 7 ἡ κ! ι { ὦ ἤ Π ῃ 
Αποδειινύεται εντελώς αναλογως οπως μαι εἰς τὰς πραγµατιαας συναρτή- 


σεις ὅτι: 

Προτασις Π-{-!. ᾿Εὰν ἡ µιραδιµΠ συνάρτησις 43) ὡρισμὲνη εἰς τὸν τὸ- 
πον 4 διαφορίδεται εἰς τὸ σημεῖον ἄ.εα, τότε αὕτη εἶναι αμαὶ συνεχὴς εἰς τὸ 
σημεῖον 2ο. 


ϱ Ἔἔσιω ὅτι ἡ συναρτησις ὁ(2) διαφορίδεται εἰς τὴν Θὲοιν 2- ο  Ορἱδοµεν 


τὴν συναρτησιν : 
(1) 9 (39) διὰ ιάδετεα ιαὶ Σ 2ο 
α(: 7ο) -- ὰ Σο µ, 
ο“ (αι) ὸ Ἔξδο 
ἛἜι τῶν ἀνωτξρω ἔπεται ὅτι; 
(1) -ὁ (1ο) ν (3 -2.) (2,39) δια πεα (3) 
Λοψω τῆς κατασµευῆς τῆς 4 (3,39) Ἐχομεν: | 


ἔνπι Φ (2/3. - εἴπι «ενω - 41.) (4) 


κ. 


υ -ᾱ 2 { [απ 
Εια τῶν ανωτερω Ἐπεται ἡ Προτασις: 


Προ τασις Π-- 1-2. ἵμ ἵμανὴ λχιαὶ ἀναγιαὶα συνθγηιαγι ἵνα 43) Φδιαφορὶ Ξε- 
ται εἰς τὴν Όξσιν :-5. εἶναι νὰ ὑπάρχτι εἷς πεπερασμένο» µιχαδιιιός ἀριδμος οωσὶμία 
συνάρτησις Β (2,39) ὠρισμένη ἐν ά υαὶ συνεχής εἰς τὸ σΏμεῖον 2οεα μὲ 
Εἶπῃ Β(5,3.)- ο (ἡ Β(2.,5ς)Ξο) τοιαὐπιῶστε νὰ Έχωμεν: 

{(2) τὸ (19) (2-9). ον (3-29) Β (3,39), (5) ΕΜ 

Προφανῶς  εὰν η (3) εἶναι διαφορἰσιµος εἰς τὸ σημεῖον 2-2ς.,τότε ὁ (29-5ς. 

Δια τὴν διαφορίσιµον συνἀρτησιν 4(3) Θέτοντες 3-5.9Ώ μαὶ ἀαμβάνοντες ὑπ' 
ὀψιν τὸν τυπου (5) Ἐχομεν: | 

4 (ος) ὁ (39) «Ἡ ὁ (9) ΥΠ: Θ (1ο) (6) 
ὅπου σντη Ω(5.,1)5-0. (ετεὂτ Θ(2οΠ)Ξ (ΣοςΠ, 29) 


έσω ααβεῖται ἀναβυτεικτ Ἡ ὁ Λόκιορρος εἰς τὸ σημεῖον 2. ξὰν ὑπάρχη 
μία περιοχη |2-2.]-« ὃ, ὅπου δί ὅᾶα τὰ σημεῖα ταύτης ὑπάρχει Ἡ 4 (3). 

Ἐάν η Παραγωγος 44) ὑπάρχτ εἰς τιὰθε σωμεῖον 2Ε8,τότε ἡ ὁ(3) ἃα- 
Δεῖται ὀναλυτιμΏ Ἠ ὀᾷομορφος συνάρτησις εἰς τόν τόπον α. 

Ὅπως ααὶ εἰς τὰς πραγµατιιάς συναρτήσεις οὕτω ααἰ διὰ τὰς μιγαδιιὰς τοι- 
αὗτας ἰσχύουν οἱ μἁτωδι αανόνες παραφωφγισεως. 

) Εάν ό παἱ ᾳ εἶναι δύο µιχαδιμαί συναρτησεις τῆς μιμαδὴς µετα- 
ῥᾷητὴς Ζεα ιαὶ διαφορίσιµοι εἰς τὸ σημεῖον 3, τότε ιαὶ αἱ συναρτησει5 
ς4{,εεά, ὁ 39, ας µε α(2)4Ο ἄναι διαφορἰσιµοι εἶστο 3 μαὶ Ἰσχύαν; 
ας). -ᾱ πο. να. ος 1.9 α’. στττ] ) - ος 9 αμο. 


2 


ί)  Ἡ παραχώφος σταδερᾶς εἶναι μηδὲν. 
ί) Ἡ συνάρτησις «(2)Ξ2 εἶναι διαφορίσιµος δια κάθε ἆ τοῦ μιγαθι- 


μοῦ ἐπιπεδου τιαὶ ἴσχυει: (2) - 


ἰν) Ὑ παραχωγχος τῆς {()- 2. εἶναι : τν. κι. 


ν) Ἐὰν Π(ν) εἶναι µία συνάρτησις ὠρισμενη διὰ αάθε κνεό (6) ιααι δια- 


ν ῃ 5 { σος. “ [ ς Π 
Φορὶσιµος εἰς τὸ σημεῖον ν/- {:(2),τοτε μαὶ Ἡ σύνθετος συνάρτησις ιού 


εἶναι δια αφορίσιµος εἰς πο. Ζ μαι. Ίσχυει: 


αν. 
αν- (πο) (2) «απ ον 


ΠαρατΏρΏησις: Ὑπάρχουν τιαὶ συναρτήσεις αἱ ὁποῖαι δὲν εἶναι ἀνεαιἈυτι- 
μαὶ. Ἕνα χαραιτηριστιμόὀν παράδειγμα εἶναι Ἡ συνάρττισις ὁ (2) Ξ3 ἡ ὅποια 
δὲν εἶναι ἀναάυτιαπ διὰ μάδε πες. 

, 3 ς μμ . Π δ/ 

Πράψµατι, εξ ορισμοῦ τῆς παραφῶὠφου Έκομεν: 


ἀπ ϱί ανλΣ -ᾱ 
«πο -- Τι ο ςςς 4 
αξ ο. 4 π 1) 


θέτοντες Ζ-αγφίν͵ ὅτε ὅ-α-ἰν ααί δὲ-δχςἰδν, ἡ () Ὑράφεται: 


4  ρίπῃ α-ἰψεδχ-ἰδὺ-(κ- ιν). θἱπ -Δὰ-ἰδυ (2) 


4ξ  Δδχ-νο δχγιδυ Δχο ΔΧΥΙΑυ 
δη .ο δυ-νο 
αχ ᾽ . { [αι [ Μι Δχ ολ 
Εαν Δὺύ-ο0, τοοριον (2) γίνεται ιτ το πο. 
Εὰ . . ψ ο κα 
ν ΔΧΞΟ,τοτετο Οριον (32) γινεται; «ἰπῃ] δα σον 


θΗ νο 
Παραττηροῦμεν ἄοιπόν ὅτι, τὸ ὅριον (2) ἐξαρτᾶται έω τοῦ ὀρόμου ατά 
τὸν ὁποῖον τὸ ΔΖᾷ--.ο μαΐ ὡς ἔω τούτου ἡ συνἁρτησις 4 (5) - Ἐ δεν ἔχειπα- 
ρἀχώγον διὰ μάδε Ζε5,, ἤτοι δὲν εἶναι ἀναθυτιωτι Ώ ἄλλως ὀδόμορφος συνᾶρ- 
τησις. 
Μία συνάρτησις ὁ (2) ααᾶεῖται ἀπείρως ο... εἰς Ένα πεδὶον 


«ἀ 1 5 τε} Η )-35 63) : 
αν ασ. όια 


ας Σὰν ὑπαάρχουν αἱ παράὀτωγοι 4 (1), ὁ (1) 5 τνθ--- λα, 
μάθε σεα. 
βραδύτερον θὰ γνωρίσωμεν συναρτήσεις οἳ ὁποῖαι εἶναι ἀπείρως ὁἱα- 


φοφρισιμµοι, ὅπως αἱ ὁ(3)- ϱ3 (2) -τμᾖ, α.τλ. 


62. ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΗ ΜΙΓΑΔΙΚΗΣ ΣΥΗΑΡΤΗΣΕΩΣ 


Ἔστω ἡ Φιαφορίσιµος συνάρτησις ν -ό(2). θεωροῦμεν τῶν Φδιαφορὲν: 
δν Ξ (2 1Δδ3) -ᾱ (3) (.. 
Ὑποθέτομεν ὅτι π ϐ(5) εἶναι διαφορίσιµος διὰ ιιάθε Σεᾶ 56. Ἔχοντες 
ὑπ ὄψιν τόν ὁρισμόν τῆς παραχώχου, ἡ σχόσις (!) ὀύναται νὰ γραφῆ : 
δν -ὁ (2). Δ74 ε(σ).δΣ (2) 
ὅπου εί:)--ο ιαδώς τό δΔἜ--ο. 
Ἐξ ορισμοῦ π ὄμφρασις: 
ὀνν- ὁ (5): δε (3) 
υααβεῖται διαφοριιόν τῆς νΞό(3) εἰς τὴν θὲσιν 4. 
Εάν νν- ἆ, τότε (1)Ξ 1 αμαὶ Αόγω τῆς (8) ἔχομεν: 
ἀπξή.δΣΞΔδᾷ (4) 
Ἡ (9), ἀόχω τῆς (4), γράφεται: 
Ανξό (2) ἀὲ (5) 
Ἐν τῆς (5) Δαμθάνομεν ιαὶ τήν ἔμφρασιν τῆς παραγώγου ὡς πη Άϊικον 


- .. 
διαφοριιωῶν , πτοι: 


{ω. ἂν αἆά (2) 
ῶταται «ϐ 
ἍΝ (2), ἂόχω τῆς (8), γράφεται. 
δν ἀξ (1) ε(2): ΔΣ (4) 


63. ΑΙ ΣΥΗΘΗΚΑΙ ΤΗ σΑαςΗΥ- ΕΙΕΜΑΜΗ. 
Κατωτέρω δὰ ἐξετάσωµεν ὁοθείσης μιᾶς µιψαδιιῆς συναρτήσεως ποῖαι 


συνθπιαι πρέπει νά πἀπροῦνται, ὥστε αὕτη νά εἶναι ἀναδυτια ή. 

θεώρημα Π-3-Λ, Ἔστω ἡ συνάρτησις ὁ(2)Ξ 4 (χι) Σἰυ(α,ῦ) ὡρισμέντ εἰς τόν 
τόπον ἄξς τότε, αἱ πάτωθι προτάσεις εἶναι ἰσοδύναμοι.. 
α) Ἡ ό(3) εἶναι ἀναβυτιαη εἰς τὸν τόπον ᾱ, 


ϐ) (Συνθηυαιτῶν (αωςΏν- Κἰοππαπη) «Ὑπάρχουν αἱ μεριιιοί παρώμωγοι . , αν Ὁς, 


υ. ἓν 4 ιιαὶ εἶναι συνεχεῖς εἰς τὸν τόπον ἄ ααὶ ἐπὶ πᾶέον ἰσχύουν αἱ συνδήμαι.. 


ν 
ω,- Ὁν, ἂν --Ὁς 


"᾿Ἀπόδειξις: α---ν 6. Ὑποθέτομεν ὅτι ὑπάρχει ἡ ᾧ (2), τοῦτο σηµαίνει ὅτι ὑ- 


πάρχει τὸ αάτωδι ὅριον. 
Γον ρῖν ὁ(11Δ2)-ό(5) ορ. μ(χ4ΔΧ)9 ΔΝ) γἰύ(χνδΧχ,ννδν)- αυ) γιυα ) 
ὀ)κρυη 25 -. Εἶτ σσ ἀχιν δν) αωννἰωα 6) 
όυνο : 
μαί τὸ ὁποῖον εἶναι ἀνεξάρτητον τοῦ ὀρόμου ιατὰ τον ὁποῖσν τὰ ΔΧ,Δν τεί- 
νουν πρὸς Ὁὁ µηδεν. 


α) Ἐὰν λἀθωμεν Δι-οΟ μαί Δχ--ν ο, τὸ ἀνώτέερω ὅριον (1) ααδίσταται: 


πι ς ἀνδαυήτω(αν) νι. [εαν λκ) υαν) [-θεει ὃν, (3) 


δχ-9ο ΑΧ 


ϐ) Ἐὰν Δάθωμεν ΔχΞ-Ο ααὶ Δυ--ο, τὸ ὅριον (1) ααδἰσταται: 


να [η ννδ)-ωίαιν νοωνιν) ον) δα ε 
ο η το. σι του δη ἳ ὃν δν - (5) 


͵ ἳ , ι ῃ 5 , . 
Διά νὰ εἶναι Δοιπόν ἡ ὁ (3) ἀναδυτιωη αρωεῖ τὰ ὃρια τὰ διδόµενα ὑπό τῶν 


ῃ ῃ τη ὼι η 
ἰσοτήτων (2) ααὶ (3) νά εἶναι ίσα, Ὅτοι: 


Θα 9ν.. 
ειτε ο 


ο ν ι ς 1 ος χε 
ἵνα ισχύτι γι (4), ἀριυει νὰ Ἐχώμεν 
θα ὃὂυ Ό ο 


Όχ ὃν, » ὃχ ου 


6---'α.Εξ ὑποδεσεως ἔχομεν ὁτι αἱ συναρτήσει5 υ (αν) μαὶ υ(αιν) ἔχαν 
µεριμάς παραχώγους ὡς πρὀς α μαὶ Ὁ) συνεχεῖς συνετῶς διναµεδα νὰ γρα- 
ψωμεν: 
α(ακδα,υτδν)-α(χη) δα. ας -δΝ Ὃν ΚΠΕ (η) {5 
μαὶ υ(αγδα,ὐ«δύ)-α (αυ) - δχ: υ ν δὴ «νι Ει(π) (6) 
ὅπου Ἡ- Υ(Αχ)Ε(Δ) μαί ει (η) ---ο, Ει(π)--ο ἀαθὼςτὸ Ἡ--ο (8λ. 
σχετιιιώς Ίομος Β’ σελ.5!, ἀπόδειξιν). 


Ἔχοντες ὑπ ὄψιν τὰς σχέσεις (5) μαὶ (6) δυναµεθα να γράφωμεν: 


(1 Δ7)-δ (2) ας α(α.δχ,ν1δ94)-μ(αν) η ἰ {υίχηδα, υγδυ)-υίαχ, ν)) 
δὰ Ἓ 


δπηὶἰδυ 


. ὁχ κ ςδὺ μμ δα υςὶ δΟ: Όν 1 η΄ δα μεεον. (3) 
δαφπίὶ δη 


Ἐξ ὑποδεσεως ἔχομεν ὅτι πλπροῦνται αἱ συνθῆι αι τῶν ζαιςβν- Κἰθπιαπη 


π πο. Ἱ ι ἳ 
Πτοι α. Ξυμ, άμ--υ, αἱ ὧς Εα τούτου ἡ σχὲσις (3) γραφεται;: 


(2483)-ό (3) Ω-Ει(η) , Π.Ε (π) 
ΔΣ ω «ττυςν ων ΑΗ ΨΤ ϱ) δαΧσιδυύ (8) 


Παρατηροῦμεν ὅτι, ααθώς το η--ο δά εἶναι: 


Είτη πο μπτη [ει(ν) νε, (9) | -Εἴτω ον ει (1) ε ει(β)|- Ο. Ἐω τῆς (8) Λου 


πον Δαμθάνομεν: 


θίπη 88) ὁ8) Ξ(α)-α εἰυ. ο τπτ 


η. ως -τ ' - [ - 
Τό 9ριον τοῦτο εἶναι ἀνεξάρτητον τοῦ ὄρομου που ἀιολουθεῖ τό Αά--» ο 
[ [ 
μαθως το η--» Ο. 


Σπουδαία παρασηρήσί: ΠἈηρουμένων τῶν συνθηιιῶν τῶν ζαμσην- 


Εἰρηιαηη ἐμ τῶς σχεσεως (9) Ἰ ἔχομεν: 


(5) - μιτίυς 


π Π | - Ξ ! ἂν ͵ ο) ᾽ 
Αι σχεσεις (10) εἶναι σπουδαῖαι, ααὸ οτι δυνάμεθα νὰ εὔρωμεν τὴν 
, - - 1 9 - - . 
παραχωγον μιᾶς ἀναδυτιμΏς συναρτἠσεως ἔα τῶν μεριιῶν παραγώγων 


τοῦ προγματιιοῦ μαὶ μιψαδιιοῦ µέρους αὐτῆς. 


Γι Ἐφαρμογαί 13/. μὰἁ εξειασθηΏ,εαν ἡ συνάρττισις 4(3)- ϱ3 ἶγαι ἀναᾶυτι- 
μπι υαἱ νὰ εὑρεοῃ ἡ παράγωχος ταύτης. 
λὺσις; Ἡ δοθεῖσα συνάρτησις γράφεται: 
ο Φ(1)ς εἳ - ον -ρἩ [συνν ἰπμυ] - ϱσυνυνίε" ημι. 
᾿Εἶναι δὲ πα" ϱ” ουνὴ, ην--ε ημυ, ὑκ- "ημυ ὉΞΘ συν, 
Ἓωι τῶν ἀνωτερω σχέσεων διαπιστοῦμεν ὅτι: 


ο πα ον 


νο» 
- - - . ... Π ͵ 
ὁπλ. πἠτροῦνται αἱ συνθῆμαι τῶν ΟαμςΒυ- ΚίετηατπΏ ααὶ ἐπί πξον αἱ συν- 


αρτήΏσεις 4.9 Ὁς, ὐ, εἶναι συνεχεῖς. 


Ὃδεν, ἡ συνάρτησις (3) - θ” εἶναι ὀναᾶυτιιη ὁάά αάθε τες. Ἡ δὲ παρα 


γώχος αὐτῆς Θά εἶναι : 
αἀθῖ 1ι ἡ ο. ο οα -.-] . . 
ᾱς "ας τιν, - Ε συνν νἰε"ημυςε” {συνη νι ημυ] 5 


«ο, οἱν - οκ τιν 


Ξ ϱ3. 
635/. Δείεατε ὅτι, ἐὰν ἡ 4(4) εἶναι ἀναδυτιαήὴ εἰς ἕνα πεφίον  ιαί ἐάν | 
' ἄναι σταθερά Εντός τοῦ 6, τότε ἡ (3) εἶναι σιαδερα Εντός τοῦ αι. 
... Άποδειξις: ἸΕὼν |) Ξο Ἐν α, τε προφανῶς 4 (2)Ξ0 Ἐν ᾱ. Ἔστω ἡ- 
ὅπ Ι4(Ώ|Ξ ΜΣ ο ἓν ἄ, τότε ὃα εχώμεν: 
Ιός) ια αι) κυ οφ μῖ  () 
ὅπου 4(3) - α(α )εἶυ (κι). Διαφορίδοντες τήν (4) ὧς πρὸς α μαὶ υ Δαμθανομε:. 


δα ο ασ | 
(2) δια (κυ)εα 
ια ον υ9ὐ ο 
δη ου 


Αἱ συναρτήσεις τα μαὶ υ δεν δύνανται νὰ µηδευΐδονται συγχρόνως 

7 η ς ι { - ε ῃ 

ἓν α επειόπ αυ - Μο. Ἡ ὁρίδουσα Δοιπόν τοῦ συστήµατος (2) δά 
πρεπει να εἶναι -- 0ο Ώτοι: | 


οἱ, οὃυ ου ου... 
δε δν ὂδυ ὃν 5 (3) 


.. ῃ ῃ πα [ { - 
Εξάλλου π (4) ὡς ἀναᾶυτιωπι Θα ἱιανοποιῇ τάςσυνθηωας τῶν 


, ., 
ζααςΏυ- Κιετπαηηπ. πτοι: 


- τη ἳ δν --ν- (4) παντοῦ ενα. 
ἸΕα τῶν (3) ααὶ (4) ἀαμθάνομεν: 
(στ) (8) -ο 6) 
Διά να ἰσχύτι γι (5) δἀ Πρέτιει νά Ἐχωμεν 


| μαὶ Δόγω τῶν (4) ααὶ τῶν (6) ἀαμθάνομεν : 
| δύδυ... .. 
| σα ου" ο ϱἩ) παντου εν 4. 
| λογω τῶν (6) μαὶ (1) ἔχομεν: 
α(κυν)-ςθι μαι υ (ία υ)Ξς, παντοῦ εν ᾱ, ὅπου 5,6, σταθερο πρασ- 


ματιιιοί ἀριδμοι. 


Ἂρα Φ(5)- ω(α ο) νἰυ(α,ϐ) - Οιἰ:Οι (σταδερα). 
μα ο ., αθᾶ ͵ , ν - ῶ Π ς |) 

ο λαµθανοντες ὑπ΄ οψιν οτι,-ας ᾶ τοὺς τύπους τῃς 6 4 τοῦ Κεφ. τους Ορἰδοντα 
1 υ , , / ’ ͵ - Π 
τους τριχώὠνοµετριωαους ἀριὸμοὺς μαθώς μαι τους µανονας τῆς ποραγχωγισξ- 

. . 4 -- [ο] ο 
ὡς εὐποΛως διαπιστοῦμεν ὅτι: 
. : .. 4 
) σπμε - συν2 ἰ() ---. «-ημε ΙΙ) 453. 


ἰν) μα. ο εοσομα ν) ἄζοδῃτ «αἰπῃΣ υἱ) ἀταπηΣτ { 


64. ΣΥΖΣΥΓΕΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
Ἐὰν ἡὁ ό8) Ξω(αα) εἰυ (α.9) εἶναι ἀναᾶυτιωπι συνάρτησις, τότε αἱ π(αν) 
μαὶ υ(2ειν) παβοῦνται συδυγεῖς συναρτήσει5 οΕπειόπ αἱ συναρτήσει 5 


ἁ(α,9), υ (αν) ἱαανοποιοῦν τὰς συνθπιας τῶν ζαςΒὺ -Κιβπιαπη, θά ἔχωμεν: 


δα. υ ὂα . υ 
δα δυ ου [ον 


Ὅδεν, 
δα. θα θα θυ. 
θοἳ θαδυ ου" Όπου 
Συνεπώς: - ὅ α 
δα δα (- δυ 
| σα 'δυ: Όχου 
μαὶ ον | 
θα σα 
-.ὅ δυι ο (1) 
᾿Αναβογως ἔχομεν : δῖυ ι ο ό νο) 
δατ ' δυ" 


Ἓμ τῶν (1) ααὶ (1) συμπεραΐνοµεν ὅτι, αἱ συδυχεῖς συναρτήσεις πάν) 
υ (1, )) ἱμανοποιοῦν τήν διαφ ἐξίσωσιν τοῦ |αρέαςς,ητοι εἶναι ὠρμον]- 


μαὶ συναρτησεις. 


ϱ Παραδειχγµατα {3 Λίδονται αἱ συναρτήσεις α.-α--δχυ υαί υ-δαυ-υ.. 
ι ., -- - ὰ [ { ῃ ν α] 
δείξατε Οτι αὗται εἶναι συρυχεῖς μαι αιολουθως εΌρατε την αναλυτι- 


[ ο .. ε ! 
µην συνάρτησιν ἓν τῆς οποίας προάώπτουν 


' . ΕΤ δαµ . ι Όα .. ὂυ ΟΛ ο κο 
Λυσις: Εἰναι κ "94-39, δυ --- οκ ον .δχι) δη ον 8Η”. Δια- 


-- 4 ωά ὃς . . υ 
πιστοῦμεν ὁτι αἱ συνθτιαι τῶν (αυςἤµ-- ΚΙ6ΠηαΥπι επαάπΌευονται. Ό- 


ι. -. ' ο) πώ .- ς ς ια.) ) αν 3 
Όεν αἱ ὁοθεῖσαι σύναρτησεις εἶναι συδυχεῖς. Ἠ οριδοµενη υπ (αὐτῶν ανα» 


/ ἷ ος 
λυτιΏ συναρτησις5 (3) εἶναι (2) - αυ» ῥςἳ- 2χυ)νὺ (Αν - η”) - 55, 
ο 25 Να εὑρεῥοῦν ὀλερ οἱ ἁρμονιμές συναρτήθεις ποῦ τύπου α- Σ(χὴς υ:). 
Λυση; Αύτες δἀ πρέπει νὰ ἐπαληθδεύουν τὴν. Εξύδωώστ που ἱαρέαςς τοι". 
-μ. ο)μ. 
| Δι Έιτς ποτ ο (1) 
πο ο. καὶ ορ ἐξ Ου). θὰ ο. 


” 9 
δεκτό (ως, δι (9) (89) «δω δως ) 


ἁ . 9 / ς 
ον ος πο -ὁ (ϱ (5ο) Ο) 5 ο τε 6) 
Διὰ τη τών (4) τα . ως 
ία ων Σιν ὃν) ο ἕ 82 (9 νέ(-ο (4) 


Ἡ .. εἶναι ῷ ἐξισωση τοῦ ει ναι ὀλομληρουμξνη µατα τὰ γνώστα 
ὀΐδει την λύση», δ(95Ο, Φε γοι (5) Ὦ α.-δ(χὸν ν’)Ξ σι 6ο (κτνυ’) οι. 


 Προθᾶημα: Ἔστω ἡ συνάρτησις (κιν) - αφ. Μά ιαατασιευασοτ Ώ 


συζυχης ταύτηΏως. 


Λύσις: Ἔσιω υ(α,ν) ἡ συδυχώς τῆς δοδείστις. Αὗται θά ἱασνοποιοῦν 


ε 3 [ 
τας εξισώσεις: 


ὂδᾳ ὃυ : Όαᾳ . ου ες 

θα Ξ δυ 11αι δυ στ δακ Τι 

: δυο ͵ Θυ (1) 
. --- 1λαι -ὂυ τ ----- 

ου κ 


Ἓιι τῆς πρωτΏως τῶν (1) Δαμθάνομεν: | 
υ αν) ΞἼχυνοφ(α) (2), ὅπου φ(α) αὐθδαίρετος συνάρτησις τοῦ κ. Πρε- 
πει δὲ η συνάρτησις ὤ) νά ἐπαδηθδεύπ τκαὶ τὴν δευτέραν τῶν (!) , Πτοι: 
-αυ-- ὃς [ωχφ εφ} Ἡ ὕ 20-2υφ' (κ). 
Συνεπώς Φ΄()-9, Εξ ὧς φ(κ)-ς, ὅπου ς αὐθαίρετος σταθερά. 


Ὅδεν ἡ ςπτουµένη συνάρτησις εἶναι υ(α0)Ξ2αυγς. 


65 Αἱ ΣΥΗθΘηκΚκα! ΤΩΗ «ΑΙ 6ΗΥ- βΙΕΜΑΝΗ Υπο ΠΟΛΙΚΗΗ ΜΟΡΦΗΜ. 


Ἂς θεωρῄσωμεν την συνάρτησιν ν-2(2), ὅπου Ζ” χε. 


θεωρσύντες ποᾶιιὰς συντεταγμνας (τ,θ) θὰ Έχωμεν ὧς γνωστον: 
α-πτσυνθ, υςκΏμθ (9) 
ὅπου τ- γε νη ααὶ θ- τοξ εφ(ή,}. 
θα δυνάμεὂθο νὰ γράψφωμεν ἓν προιμειμἔνω 
ἕσανλυ- τ (συνθἰηµθ) «κ. ον (2, 
τό δὲ πραχµατιιὸν μαὶ τὸ φανταοτιιιὀν μέρος τῆς νν- δ(4)-α νἰν ὀύνανται 
νά ξυφρασθοῦν συναρτησει τῶν κ ται  Π τῶν τ μαὶ ϐ. 
᾿Εφαρμόδοντες τοὺς ιανόνας παραχωγίσεως πραγµατιαΏς συναρτγὴ -- 

σεως ὁόυο πραγματιμῶν μεταθᾶπιῶν ἔπιτυγχάνομεν ὥστε αἱ πρῶται µερι- 
μαί παρατωχοι τῶν α μαὶ υ ὡς πρὀς α μαὶ 4 νά εἶναι ουνεχεῖς συναρ- 
τήσεις τοῦ (χ,ν) εἰς ἕνα σωμεῖον µΏ μηδενίἰδον ταύτας, εὰν αἱ πρῶτοι µε- 
ριμαί παραάγωγοι ὡς πρὸς Ἐ μαὶ ϐ εἶναι συνεχεῖς συναρτὺσεις τοῦ(ζ,) 
εἷς αὐτὸ το σημεῖον ιιαὶ αντιστρόφως. ο... 


δν ον τε ο ο (ασε) "ο ὁ (ντ) ὃν .οτ συνθ-ς. τς Ὥμθ Φ. 
Καστ ἀναδοχγίαν ὃ ἔχομεν: 

ιδ ὃς τον ος τω συνθ-ῇ- Ὦν πμθ (5) 

δν πι ον ὃν Ἴµθ.ῃἝσθ ϐ 


θ 
Ἐκ τῆς Εξισώσεως τῶν Οαςβι- Είσπιατνη --ᾱὲ - η ἔχομεν ξὰν χρτι- 


σιµοποποιτΏσωµεν. τὰς (8) ιαὶ (6) : 
θες θθωνο- θες) τνονο : 


Ἓμ τῆς εξισώσεω» τῶν «αυςβυ- Βία: οὐ ----- Έκομεν, Εάν χρησµοποι- 
πσωμεν τὰς (4) ιαὶ (5): 


(τς - πο τν) ημθε (8 τν ... ο) συνθ-0ο 


τ᾽ 96 (6 


Πο]βαπβασιάςοντες τὴν (3) ἐπί συνθ ααί την (8) ἔπὶ πμθ ιαὶ προσὸειοντες 


ἀαμθάνομεν: 


ο πι ο ας κ σδ (5) 
Πολαπᾶασιάδοντες τὴν (7) Ἐπὶ -πμθ ιααὶ την.(Β) Επὶ συνθ υαί προ- 
σθἔτοντες Δαμθανομεν : 
Ὃυ ιν θα ο η ο (10) 
ὂυν στ 9ο ὃι π. Ὁθ 
ἝὭστε αἱ συνδῇιαι τῶν ΟαωςΠν-- Κιεπιαπη εἰς πολιμάς συντεταγμὲ- 


.. ς 2 Π Π : . ο Π ὦ : 
νας εἶναι αἱ εξισώσεις (9) αι (10) ιαὶ τὰς οποίας ἐιιαναᾶαμθάνομεν 
αατωτερω. 


(9) 
ο βάσει τῶν τύπων (19) τῆς 53 Έχομεν: 
{(α)ξα ευ, (1) 
Λαμθάνοντε: δὲ ὑπ ὄψιν ιμαὶ τοὺς τύπους (3) καὶ (8), τοὺς συνόξοντας 
τὰς Καρτεσιανὰς ιιαὶ δι συντεταγµέενας ιμαὶ τον τὺπον (1ο) τῶς 63 Έχομεν: 
ὁ (5) - [ω, συνθθ-τια οημθ] εἰ. [ο συνθ-π υ οηΏμθ] (138). 
Άασει δὲ τῶν .. (η) τῶν ζαμςΒὺ- Εἴθτπαπτ ἡ (13) γίνεται: 


{ 6)ς ίπ- ορ συνθ--ς ἀοημθ]» ἵ[---ᾱ- µρσυνθτης π. υρπμθ] 


( 
ολ Ὁρ' (συνθ-ἰημθ)-π- ας (συνθ-ἰπμθ) - ςνοθ-ταμθ (ρω. ν) Ξ-- (νρ- κ. 
: | ορ 
Ὀθεν. 1 (α)τ η «ζυρ-ίας). (14) 


ϱ Ἐφαρμοχὴ!: Νά εὑρεθῇ ἡ παράγωγος τῆς συναρτήσεως : 


(3) 5Ξ ἁ τρ οτε 


Λύσις: Παρατπροῦμευ ὅτι, 11 (τ)- ος υ(1,)-- 9. καὶ ὅτι αἱ συν. 
θῆμαι τῶν ζαµςΠυὺ- Εἰόπιαπη οὐς ποᾶιμάς συντεταγµένας πᾶηροῦνται ες 


μάδε σπμεῖον Ξ τοῦ μιγαδιμοῦ ἐπιτέόου διαφόρου τοῦ μηδενός .Ὃδεν, 
ὑπάρχει Ώ παρώγωγος τῆς ἑ()--σ- ο . Συµμφωνως πρὀς τὸν τύτπον (ια) 


94 Ἐχωμεν': εωςσ" 059 ή Ὢπμθι. 4. 
ποτ τς (ποίθ): σου ᾱλ 


66. Οἱ διαΦορικοι ΤΕΛΕΣΤΑΙ 


Ἔστω {(1)5ύς0)Ξυαιφείυν) µία µιχαδιιατι συναρτησις τῶν δύο πραχµατι- 
μῶν μειαθλπτῶν α μαὶ Ἡ. Ὑποδετομεν ὅτι ὑπάρχουν αἳ µεριμαὶ παράχωχοι 
δή δα ὂυ ὂύ ὃὰ -ὂυ 


ἁ ' εἰ - Ὡ Ε ͵ ς | ες Δ ή ͵ 
δκτός σσ δν 5 ση είδα μαι εἶναι συνεχεῖς. Ὡς ει τούτου υπαρχει τοοβιαον ὁαφοριαον 
τὴς ὁ(α) καὶ εἶναι: 


αξ- δὲ αχν δὲ αυ (1) 


Παρατηροῦμεν ὃτι: 
καν ἆξς ἀχιιάν μαι ἆᾶΞ- ἀχ-υάηι (2) 


ἘἘω τῶν () Δαμθάνομεν: 


ἀχ- (ἀχνάξ) μαὶ άν - ῃ(άξ- 4Ξ) (2) 


: Εἰσάνοντες τὰς ἐμφράσεις τῶν «Αχ μαὶ 49 ἐα τῶν (2/) εἰς τὴν (0) Ἀαμθανομεν. 
ἀὐ-ς (9 δς)άλνα (98 91-θ4) 4 (3) 


} 3 έ ε ᾽ { { { 
Ηότι εἰσάγομεν τοὺς τιάἀτωθι ὁιαφοριιοὺς τελεστά 5 


απ σα Ὀεειςδὴ 
ο. 2 δα ον (4) 
ο στ : (εἰ ου) 


᾿Εφαρμόδοντες τούς ἀνωτερωτεβεστὰς εἰς τὴν συναρττισιν ὁ ἡ σχὲ - 


σις (3) γράφεται: 
4 --δὲ αγ --Ἡ- τν ο (5) 


Εξ ἄλλου μὲ τὴν εἰσαχώγωον αὐτῶν τῶν ο... Π συνθΠπαη τῶν «ϱμοΏν - 


ΒιστηαπΏ πράφεται ὑπό τὴν µατωθι ἁπᾶὴν µορφηΏν 


Ό/ 
Ἡ ἰοότης (6) ἐ 


ί Π ( . ἃᾳ , ! « 
ἔμφραςδει την ἱμανην μαὶ ἀναχιαίαν συνθήκτην͵ ἵνα 
τησις εἶναί αναδυτιλατι. 


αίαᾳ συναρ- 


Ἓνεια τής (6) ἡ (5) γράφεται: 4 «δν α3 (3) 


Ἐξ ἄλλου ἔχομεν : ἄὐ- ὁ έελάΣ (8) 


Ὅθδεν, Αστω τῶν (3) ιιαὶ (8) ἔχομεν τεδιιώς: 


᾿Ἐφορμογή : Μά ξξετασθῆ, ἐὰν ἡ συνάρτησις ατᾷξ είναι ἀναδυτιωη, ὑποδέτοντας 
ὁτιτὸ 3 ιινεῖται εντός τοῦ πρωτεύοντος χωρίου: 

Λύσιδ: Παρατηροῦμεν ὅτι: (Βλ. κεφ. Ισ, δ9). 

(οφ 2- 6ος |1ἱ γἰατφς--; έοφ 3.2 ἰατη (9) 

Πνωστοῦ ὄντος ὅτι ὁ ϐ6ο/3 εἶναι ἀναβυτιιὴ συνάρτησις, θλ.σ3Ἡ παραγωχ5οντευ την 

ϐ:) ὧς πρὀς 3 Δαμθάνομεν : 
«4. νἱ θαιαξ πο- { νι-Όσιαξ 
ος- ος τι “δε π ο τι 


σε δὰᾶ 
κ ΌατΣ 
Ῥ ὃς ” Ὥοξ (2) 


ἘΕατῆς (2) παρατηροῦμεν ὅτι δὲν πᾶπροῦται η συνθηιτ (6), ααἱ ὡς ἔω τούτου 
ἢ συνάρτησις ατα δὲν εἶναι ἀναθυτιιμη. 
ο Ἐὰν ἡ συνάρτηοις ὁ (5) εἶναι αναλυτική ἔντός ἓνός πεόίου Ὁ, ὡς ἵνωστον δὰ - 
ναι παί ἀπείρως ταραγωτίσιμος ἐν Ρ,ιαί ὡς ἔω τούτου υαὶ ἡ- δά εἶναι ἀναάυτι- 
απ ἓν 2. 


. 


Συνεπῶς Θὰ ἔχωμεν: η Ξο ο (95) -ο ἡ συντόμως οεαα ων 


θα 
Ὁμοίως Θα εἶναι-ὃ. (δὲ . Ο ἢ συντὸµως ρὰς - ο. 


ϱ. Ἡὶ όιαφοριμοί τεβεσταὶ οἱ Φιόομενοι ὑπό τῶν τυπων (4) ἐφαρμοδόμενοι ὁια- 


ὁοχιικῶς εἰς των ο. 4 (4) διόσυν: 


4 δ ἱ οἱ 4 
οεώς οι δσ) --ᾱ --ᾱ -. (55 ος) σα εσαδητι (ον τπτ) ] 


--- (δή ον) (1ο) 


θέτοντες θὰ νο (ὁ Δ--ὃ” Ὁ.. εἶναιὸ γνωστός διαφοριωός τεᾶε- 
στὴς τοῦ Ιαρξαςο)) . 
ο (0) Υραφεται δάδα. πι η 
Εὖ τὴν περίπτωσιν οπου ἡ 4 (3) εἶναι ἄναλυτιικη, τότε τς Ο ιιαίώςέα 
᾿πούτου Ἐκομεν' ο. ες Ε σαν . - 


Λἱ λύσεις τὴς Φιαφοριωἠς Εξισώσεως (12) .. αἰλεχόμεναι ἁρμονιμαὶ συναρτήσεις. 


Επειδή ὀ(ᾳ)-α (αν) εἶναι) ἡ διαφ.Εξίσωσις (12) ἰσοδυναμεῖ µέ τὰς ἐξισώσεις 
Δα-ο 


δυ-ο (15) 


μ.ο ες 


6 Ὅ ΚΑΝΩΝ  Ηοδριται. 


θεώρημα Π-ῄἼ-!. Ἐάν αἱ συναρτΏσεις 4 (1) ιμαί 4 (2) εἶναι ἀναᾶυτιιαί 
εἰς τὸ σημεῖον Ἔο μαί εἶναι 4 (2) - 4(29)-0, ἓνῶ «Φ΄(29)3 0, τοτεἰσχύει: 


θμρ ὁ (8) . (1) ορ ὅ (3) 
«πα  ζρ” εἶπι -σ) 


{ ' ͵ / -- ν { 3 . 
᾽Αποδειξις; Ες οσον αἱ συναρτηΏσεις 4(4) ιαὶ 4(3) εἶναι ἀναᾶυτιμαὶ εἰς τό 


ο, συμφώνως προς τῃν πρὀτασιν 1-9-2 Ἐχομεν: 


(3) - ὁ(ᾷ9) Ἠ (3-39): {(Έε) ν (3 -ᾱο). Ε(3 3ο) 
Ξ (3 -Ξο) (5ο) (Ἐ -ᾷο) Βι(3, σ9), ὅπου ξύπηι Ε,(5,5ς)-0 . 


Ὁμοίως: Φ(2)5 (3-39) 4 (Ξο)»(1-5ο) Β.(3, 3.), ὅπου Εἶπι Ει(2-5.)Ξ0Ο 
τρ 


« ιο 2-2.) {ὁ(3..). Ε, (Χ, Σ9) 

ον ε πανος αἩ (3-ᾱο) {ᾷ (ὲ9} Ντ (3/39) 
ὁ 6.) Εἶτῃ Ἐν (13ο (19) 

σφι σος Εἶπι αν (2, ἔίτα Βε (2,19)  ΦΣ.) 


! [ ο αί ͵ - 
«᾿Εφαρμουγπ:. Να ὑποβογισθη τὸ Οριον : Εἴτη ο 
-ο 


Λύσις: Εἶναι ὁ(2)Ξ1--συνε, 43) -α' λμαί ό(ο)- ϕ(9)- 0. 
Επίσης αἱ 43) ιαί 9 (3) εἶναι ἀναβυτιιιαὶ εἰς τὸ 3-0. 


Δί ΕφαρμογΏς τοῦ αανόνος τοῦ |’ Μοσρί{αθ ἔχομεν : 
ομ 2 


αρ νεο ος 


Ἰπειόη ὅ, (Έ)-τιμΞ μαὶ 4,(2)Ξ 23 εἶναι ἀναλυτιιαὶ ααὶ ἴσαι πρὸς τὸ μηδεν 
ὅταν 2-9, ὀννάμεθα ει νέου να ἐφαρμόσωμεν τὀν κανόνα τοῦ | Ηοςρὶξα 


ὅτε ἔχομεν: 
{ἰτω-ΏάΈ . ῥίτη ουν. 
2-νο 2τ απο α. 


Όδεν, βίπι- |. ουν. ! 


μ.ή 


37ο Γὰν 


96. ΚΑΜΠΝΛΑΙ του 1Ο0β0ΑΝ- ΕΦΑΠΙΟΜΕΝΙΚΟΗ ΔΙΑΜΥΣΜΑ 


Ἔστωσαν αχίε) αὶ 43) εἶναι πραγµατιιαὶ συναρτήσεις τῆς πραγματιιής 
μεταθλητῆς ἔ, τὰς ὁποίας ὑποθέτομεν συνεχεῖς διὰ ἔ,-έ--4,. Αἱ ἐξισώσεις 
ὡς ψνωστόν, ὀρίδουν εἰς τὸ Επίπεόον Οχ μίαν (συνεχή) μαμπὺ ἂπν (γ). 
Εἰς δε τὸ μιγαδιιὸν ἐπίπεδον ἡ παραμετριιή ἐξίσωσις ἔ-χκἰν-κ(Βεἰψ(ν- 
Ξἐς8), Ἐν Ξέει ὁρίδει τὴν αὐτῶν ἀαμπύλην (3). | 

Παραφείμματα: (9// Ἡ Εξίσωσις τῆς εὐθείας τῆς διερχοµέντις διὰ τώ σΏμ εἷων 
Σι, ᾱ, εἶναι Ἔ- Ξ/1- (1.11). ὅπου 198, 

25//. Ἡ ξξίσωσις τῆς περιφερείας ιἐντρου ὅ. ιιλαὶ ἀωμτῖνος ῥ εἶναι: α-λλρς 
οπου ΟΞέ« 2Ἡ, 

Ἐὰν αἱ α(8), 9 (4) ἔκουν συνεχεῖς παραγώγους δια ἐ-{-έ, -ὅτε ιαὶ ἡ 
2(ε) ἔχει συνεχἡ παράγωγον -- μαί εἶναι ἐπὶ πᾶεον α΄ (8) ν 1) {1) 0Ο, ώς γνω- 
τὸν, ἡ ὁρὶδομένη µαμπυᾷτη ααδεῖται Φεία. 

Ἡ ααμπύᾶη ς µε ξξἰίσώσιν απ - α(έ)α-γςβ δὰ ααβῆταὶ ιιαμπύᾷω τοῦ 
πογάαπ, εὰν διὰ Εξ, ἐ, --» 5(48ἱ)  5(1.). 

Αποδειινύεται ὅτι, μάθε αδειστη ἀαμπύᾶη τοῦ Ἱοιτάαα 5 πώὠρὶδει τὸ ἐπί- 
πεόον εἰς δὺο διάφορα ἀλληλων πεδία τὰ ὁποῖα ἔχουν αοινὸν σύνορον τὴν 6 
μαὶ ἐπὶ πΏέον τὸ ἕνα Εξ αὐτῶν εἶναι φραγμὲνον μαλούμενον ἐσωτεριικόν τῆς ς 
μαι τὸ ἄλλο εἶναι µη φραγμένον μαδούμενον ἐξωτερικόν τῆς ς. 

άν 34) μαὶ ἔ (44 ΔΕ) παριστοῦν τὰ 
| ἀανύοματα δἐσεως τῶν σημείων Α ικαὶ 
8 ἀντιστοίχως (6λ.Σχ.1), τοτε ὁ ἂφγος. 

-δᾷ  5(49Α4) (4) 

δ4 δὲ 
παριστᾶ ἕνα διάνυσμα ματὰ τὴν ὀιεὑδυν- 
σιν τοῦ δᾷ- Αἀ. 

Ἐόν τὸ θίπι «δὲ 44) 


δἱ»ο ὁξ ἆτ 
ἔ τν - . ῃ α, 
τε το ὁριον τοῦτο εἶναι ἕνα ὁιάνυσμα ἕ- 


{ 4 
ὑπάρχπι,τό- 


{ η : » ' : ος π ῃ ον ΄ / 
στώ τ, ματά χην διεὐθυνσιν τῆς ἐφαπτομένως τῆς ()) εἰς τὸ σωμεῖον ἁ µαί ὁι- 


ὀεται τοῦτο ὑπὸ τῆς οχέσειως: 


ἁξ(1) . ἀχίε) ;, αὖίς) 
αἲ αγ ἀξ 


τοῦτο, ὅπλ. τὸ τ ιαδεῖται ἐφαπτομενιιμόν διάνυσμα τῆς (Υ) εἰς τὸΑ. 


Ἐάν ὦ εἶναι τὸ ατα 2(8), ὅτλ. τὸ ὄρισμα τοῦ ἐφαττομενιαοῦ διανύσματος 


... ι « ῃ ͵ ᾿ - { . 
τ (με αἠβους λογους η γωνια τουτου µετα τοῦ αξονο»δ Οχ),τοτε Όα Εχωµεν: 


Ξε Φίτη 3. 
ας αν αν 


η ἔπειόπ τοῦ Δὲ--ο μαϊἰτο Δά--ο Ἡ ἀνωώτέρωσχέσις γράφεται: 


ὠ ξ θίῃη απαΔδ3. 
δα-»ο 


Συμπἠπρώματα ιμαὶ ἀσωπησεις. 


ο. 


Με τήν θοῄθειαν τοῦ ὁρισμοῦ εὕρετε τὴν παράχὠγον ξιάσττις τῶν ἁατωδι 
συναρτήσεων : 
ἰ). (5) -3δα εἰςσ-ο9δὶ δια {-4 


ϐ) 46) οδιά ε--ί 
Ἐὸθν ν/-4(2)« ἆ)-5α' εὗρετε ἱ) Δνν, 9) ανν, ἴ)δνν- ἀν) . 


Με τὴν θοήδειαν τοῦ ὁρισμοῦ τῆς παραγώγου δεἰξστε ὅτι αἱ αάτώθι συναρτήσειΣ 
δὲν εἶναι αναλυτιιαι δια 2εζ. 
ϱ.ἑω-μοα, ἵ). Φ(1)Ξ3:Ππ62, Ἡ) (4) Ξ |. 


Δί ἐφαρμογῆς τῶν συνθηιῶν ζαµςῇι- Βἰεπαηη προσδιορἰσατε ποῖαι έα τῶν 


υμἁάτωθι συναρτΏησεως εἶναι ἀναδυτιιαὶ. 
ϱ. 4α)-το ἃ ας, ἴ) ὁα)-ς-ς.. 


Δείξατε ὃτι αἱ συναρτήσεις: ἁ--- {οφ (αν ψ),υςτοξεφ “ὰ εἶναι συδυχεῖς 
μαἱ ἀμολούδως σχεδιάσατε τὰς οἰωογενείας τῶν ἀαμπύᾶων μὲ ια: σταθ.μαὶ υ- 
σταθ. 

Κατασιευὰσατε, εὰν εἶναι ὀυνατον, την ούδυ γη ἑαάστης5 τών μάτωθι συναρτήσεων. 
ϐ (αι) - οχ(1-ὖ) ἵἃ) α(αιὐ)5- κσυνυ- όημυ Ἅᾖ) (ον) 5 δΙΙΠΧ΄πμΗ 

ν) ο ο ν) Ὁυ(α,ν)Ξ ἐοα (αυ) ΣΧ-Μ. 


63 


θα 


7 Ἐάν αι (κ,φ)τ-ὃς- ἀαὶ αι (α, 9) η δείξατε οτι : 


ὁ(1)ξ αι (3.0) -ἷ αι (5ο). 


ϐ. θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν µε τύπον : 
κ μαι (119) πας δια 440 
πω - ο ..-- 
᾿Επαᾶπθεύατε ὅτι ἰμανοποιοῦνται αἱ συνθθµαι τῶν ζ(αωσηιμ- Βιθππαηω εἶς 


το σημεῖον 2-0. Ἡ (3) εἶναι διαφορίσιµος εἶς τὸ 2-90; 
9. ᾿Ἐπαδτθεύσατε οτι ἡ 4(3)-3.365 εἶναι διαφορἰσιµος µόνον εἷς τὸ 3-0. 


4 ιν ' , ' ͵ ͵ Π - 

ΙΟ. Δειξατε οτι ͵ το πραγσµατιιον μαι το µιγαδΦιμον µερος μιᾶς ἀναδυτιιαῆςσυν- 
αρτήσεως µιγαδιμὴς μεταθλητὴς, ὅταν ἐαφραδεται αὔτω ὑτο πολιικἠν 
μορφήν, (ιανοποιεῖ τών Εξίσωσιν : 

ο. 4. ὃψι 4. ΘΨ. 6 


3- ----τν ο --- μας 


ὃν τν δι Ἡπ 96: 


(Εξίσωσις τοῦ ἰαρθαεε ὑπὸ ποᾶιιατιν µορφήν) 


ή. Ἔστω ἡ συνάρτησις ὁ(7)- α(κ0) ες ἰυ(αιυ) εἶναι ἀνα ἂυτιαπι εἰς ἕνα πεδίον 
4 υαὶ ἂς θεωρησωμεν τὰς οἰμογενείας τών ἐπιπξόων ααμπύυᾷων α(αν)-ς, 
μαι υ(α,ὴ)Ξ-6., ὅπου ο, μαὶ 6, εἶναι αὐθδαίρετοι οταθεραὶ. Δείξατε ὅτι 
αἱ οἰιιογένειαι αὗται εἶναι ὀρθογώνιοι. Ἀμριθέστερον δείξατε ὅτι, ἐὰν ζο- 
Ξ (Χο, ύο) Εἶναι Ένα αοινὸν σημεῖον τῶν ὧψο μαμπυδων α(χ,φ)-ς, μαὶ 
υ (α,ν)Ξ ο, μαὶ εάν ὁ΄ (2.)40, τότε τὰ ἐφαπτομενιιιὰ διανύσματα τῶν δύο 


[ με στ ἤ 1 
ἁαμπυλων εἰς τὸ σημεῖον (χο, ὺ) εἶναι ἁάθετα μεταξύ των. 


ϱ. Νά ὑπολογισθοῦν τὰ αἀτωθι ὅρια : 


: : η-σων ᾱ | : α-τιμ3α .. : γα 
Ὠη αν ἄαει ας πῃ Φίηη (συν 
ἰ) μμ ο ορ η) είτη- ας : 8) μμ. (συν 2) 


Ψ. ἐὖπ (απιπί) (πμ)  ν ἀι (303) ην 


ἅ ποτηπι η ένο 


8. Τί παριστοῦν ψφεωμετριαῶς αἱ αάτωδι σχέσεις 

ὃ 5-2], τι) 132-558, ἴ) |3-:.|-κ, 
ν) 11-21) 11155, ν). 1-2 -]12342ἱ23, 
ν πεἈδς, νι) Ἰππ ες, νυν) οπκΚκε(ἴπ)σ, 
ἰ απαἸφὔβ, κ). |1]- Ἀθλνῇ, χὶ) Κοξ 5ο 
χι) α) |1) «κατα», ἐὰν ΟΞ ατφςὲ «3π 

ϐ) |) -αταφς, εἂν Ός ατΣ 2π 
χίο α) κε-- -ς .. 6) Ἡπηι-α-ᾱς (οοςς πο) 
αἰ) α) βοξτ-ς, ϐ) Ἰπισὶς (-0ςοςστς). 


4 Νἁ εὑρεδΏ ἡ ἐξίσωσις τῶν αἁάτωθι υραμμῶν: 
α ἹΤῆς εὐδείας τῆς Φὀιερχομενης διά τῶν σημείων 2,-2-3ἱ μαί 3,34 8ἱ. 
ϱ)  ᾖἵΤήῆς περιφερείας. με αέντρον τὸ Ζο- 53ἱ μαὶ αμτῖνα ϱς 4. 
) τῆς εὐΔείψεως μὲ ἑστίας τὰ σημεῖα Ἔ,-- 3 υαί ἜιΞ43 παὶ µεγά- 


Δον ἄξσονα /Ο. 


ει 4 { - ϱ ἴ - 
6. δείξατε ὅτι ἡ ό(1)5 5 ἔοη (αυ )γίαταΣ, 05 απ «}ῃ έΐναι ἀναδυτικηΏ παντοῦ 
υ ῃ , έ ͵ Π , ῃ ’ 
ξατός ἀπό τον θετιιιὸν πραγµατιωον ἄξονα μαὶ την ἄρχην. 
«͵ ε/ ς [ ὼ - [ 3 / [ 
Ι6. Δειξατε οτι η συναρτησις Ὁα(Τ,θ)ξ ἔοφ τ, εἶναι ἁρμονιαπι εἶςτο πεδίον σ»ο 


0-6 «2Π. Ἐν συνεχεἰα νά εὑρεθδῆ µία ἁρμονιμπ συδυχγῶς υ. 


Π. Ἀσ εὑρεθοιν ὃλες οἱ ἀρμο/ια95 60 καρτήθεις "τᾶς µορςἈς 


| Φ ο . - ; πμ. αγ] 
. ἀπόζκ.υν, ἰώ] απτ(Ἅ), ἐκ) ασ σοκ”) ἐν) ασ (ο ’ 


ν) απ 5 ντ νκὸκ μΣ) 


8, δίδεται τι συνάρτησις Ὑ/Ξ{(3) - α(χ,)γἰυ (χι). Δείξατε ὅτι: 
δν δ, 2 5 η ς 3 {α ᾽ ΔΑ ͵ ς ῃ { 
α) Εὰν δί ο. Ξ ρα το ὃριον μα ξε στη Ί ) τοτε αἱ µεριµαι παράχωψοι µς, Ὁν 
ὑπάρκουν υαί εἶναι Ίσαι. 


« : . δν1ς : µ ν υ .- 
ϐ) Εὰν τὸ ὁριον Εἶτη [ὅπι-ᾱ Ἰναάρχει τότε αἳ µεριμαί παραχωζοι ὰμ ὓκ« Όπαρχουν 
ΑΨ:»ο 


τιαί εἶναι υως-υκ. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΗ Ἱν 
ΠΛΕΙΟΤΙΜΟΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ - ΙΑΙΑΖΟΝΤΑ ΣΗΜΕΙΑ 


βὶ ΠΕΔΙΟΝ ΟΠΟΥ ΜΙΑ ΣΥΜΑΡΤΗΣΙΣ ΕΙΠΑΙ ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΚΑΙ ΑΠΛΗ 


Ὀρισμὸς Ν-Ι-{. Μία συνάρτησις 4(1) ὠρισμέντ εἰς ἕνα πεδιον α δά ἂέ- 
ἴωμεν ὅτι εἶναι ἀναβυτιιή τιαί ἁπῆῆ ἐντός τοῦ 8, ἐάν αὑτρ όημισυργΏ αν 
ἀμφιμονοσήμαντον ἀντιστοίχίσιν μεταξύ τῶν σημείων τοῦ α εχαΐ τῦν σηιιεί- 
ων τοῦ συνοᾷου τῶν εμών της {(α)-Ε καί ἐπί πδέον αὔύτ εἶναι ανα- 
ἄντιαη ἐντός τοῦ ᾱ. 

Ἀποδειινύεται οτι; ἔὰν η ό(2) εἶναι ἀναβυτική τιαἰ ἀπᾶρ ἐντός τοῦ α, 
τοτε δἀ εἶναι ὁ (5)4 0 διά καδε σες. 


Παραθετοµεν, ἄνευ ἀποδείξεως, τὸ μπάτωθδι Θεώρημα: 


θεώρημα Ι-Ι-{. Ἔσιω ἡ ουναρτησις ν-ό(α)α (α,ὴ) ςἰυζκ,) ἡ ὁποία εἶναι 


2 ͵ ῃ α 3 -- [ [ ΄ ς 3 ! οι ε 
αναθυτιαη μαὶ ἁπᾶπ εντός τοῦ πεδίου 4 ιαὶ ἔστω ΕΞά(8) ἡ εἰαών τοῦ α διὰ. 


τῆς ὁ(2), τοτε τὸ Ε εἶναι μαὶ αὐτὸ ἕνα πεόϊον. 


᾿Ισχύει αὶ τὸ υάπωθι θασιιιόν Θεώρημα που συνδεει τάς παραγώγους μιᾶς 


αυναρτήσεως καὶ τῆς ἀντιστρόφου της. 


θεώρημα 1σ-!-2. Ἔσιω ἡ συναρτησις ν/-4(ε) ἡ ὁποία εἶναι ἀναᾶυτιατι 

μαί ἁπᾶᾷῆ ἐντός τοῦ ᾱ μαὶ ἔστω Ἑςό(ᾳ) τὸ πεδίον τῶν τιμών της Έστω δὲ ἔ- (η) 
Ἡ ἀντίστροφος ταύτης. οτε ἡ ᾱ- φ(νν) εἶναι ἀναδυτιµη καὶ ἁπᾶῆ ἐντός τοῦ Ε μαί 
ἔπι πλεον Ίσχύει.. | 
Φ(ν) - στρ 

Ἀπόδειξις: Ἡ ἀντίστροφος Ἐ- ᾳ (Νν) ὡς ὡρισὸν εἰς τὴν 67, Κεφ. εἶναι μαὶ αυ - 
τὸ µονοτιµος ααὶ ἀμφιμονοσΏμαντος ἐντὸς τοῦ Ε, ἐπειόπ ἡ νν- 4 (3) εἶναι ἀμφι- 
µονοσήµαντος Ἐντός τοῦ 4 ᾽λρμεῖϊ νὰ ἀποδείξωμεν ὅτι αὗτη εἶναι ιιαὶ ἀναδυτιικτ. Προς 
τούτοις Έστωσαν Νο μαὶ Ν δυο πυχόντα σημεῖα τοῦ Ε υαὶ 2ο υαὶ 2 τὰ ἀντίοτοι- 


χα τούτων ὑπὸ τῆς φ(νν) ἑντός τοῦ ᾱ. Ἐπειόπ ὁ 4 (2)- α (αι) υυ(α,υ) εἶναι ἀνα- 


Π ῃ . ἤ Π ον [ 
Δυτιατ͵ αἱ συναρτησεις α- Ἡ(αιν) μαὶ ΌΞυ(κν) (9, Λογω του Θεωρηματος Π-3-!, 
εἶναι συνεχεῖς μαὶ παραχωγἰσιµοι ἓντός τοῦ αι. 


αν ς, 


υς ὃν 


Εἰς τὸ σύστημα (1) Έχομεν Ἡοξ α (ςΦ) μαὶ Όοξ (Χο,ῷο) (2) 


Εἶναι δε; ο η ο ος ο 


Ὅδεν, τὸ σύστημα τῶν Εξισώσεων (1) εἷς µίαν περιοχἡν τοῦ σημείου (ὰςς, ο) επι- 
Λύεται µονοσηµάντως ὡς πρὀς α΄ μαὶ Ἠ, ἥτοι: κ χ(α,ν), υ-υ (αυ) (6λ.σχει Ἴομος 
β. σεῇ.9ο, θεώρημα Ι- 3-1) εἶναι δε ἐπί πᾶέον αἱ χ-πε(μυ) μαὶ ωξυ(α νυν), συ- 
νεχεῖς ὡς πρὸς (αν) συναρτήσεις. 

Εἶναι δὲ κχίαιυ)- Κοφ(ν), υ(ωιυ)- ἦπιφ(Μ), ὅδεν ἡ ἑ-φ(ν)) εἶναι συνεχὴς ἓν 
Ε ααὶ ἑπομένως δια Ν--- Νο ὃα ἔχωμεν ᾱ-- Φ (νο) Ξ ασ. 


π- τρ α θίπῃ / 


[4 , ς ͵ 
Ἡ Μο  αα, μπα ττρη ) ὅτιλ. υπαρχει ὮἙ παρατωτος 


Τελος φ(μς)- ἐπ τας 


-- 
ή 


τῆς ϱ(ν) δια πάδε νεξ μαὶ δίδεται ὑπὸ τοῦ τυπου: 


φ΄ (0) Ξ τεστ ι 
62. ΝΣΥΝΑΡΤΗΣΙΣ ν/- 23 ΚΑΙ Ν ΑΗΤΙΙΤΡΟΦΟΣ ΤΗΣ «ΝΑ 

1. Ἂς θεωρήσωμεν τὴν συνάρτησιν Ν«33 (1), ὅπου η ἀμέραιος ἀριδµός. Δια τν 
μεᾶέτην τῶν γεωμετριαῶν ἰδιοτητων αὐτῆς ααἰ τῆς ἀντιστρόφους της εἶναι ἀναγ- 
μαῖον νὰ θεωρήσωµεν τὸν ἔαδετιμον συμθοᾶισμον τῶν μιγαδιιιῶν ἀριδμῶν.Ἔ- 
στω ἂοιπον ὃτι δίδεται το σημεῖον ν/-τ.ς (το) τοῦ ν/-- ἐπιπεδου. Ὡς γνωὠ- 
στὸν, ὑπάρχουν τὰ. διάφορα ἀλλμάων σημεῖα τοῦ 2- ἐπιπέδου, τῶν ὁποίων ἡ εἷ- 
μών µέσω τῆς (1) εἶναι το σημεῖον νΜή. Τὰ σημεῖα δε ταῦτα, ὡς γνωστόν παρέκοντοι 
ὑπὸ τοῦ τυπου: 

2- ὃς {συν ὃ Τ.Σ, {τμ 928 ] ντ. οἱ (911) ὅπου Κξθ,1,1,...,π- 1. 


: ᾱ- Επίπεδον 
- Ρ ΗΝ ι 


Σχ. { 


} 1 [ δν Γι] , 4 - « ΄ 
Τ ἀνωτερω σημεῖα εἰς τό ἆ- ἔπίπεδον εἶναι αἱ μορυφαί 
ἑνός μανονιιοῦ η- πολυχώνου Έχοντος αέντρον την ἀρχὴν 


τῶν ἀξόνων. Όδεν, ὅταν 0-«σταξδπ (1) (8λ. Σα. {) Ἡ συν- 


: ἁριησις ν/« 33 ἀπειμονίδει τὸν ἀνωτέρω τοµέεαν (ὁωπλ.το 


πἀειστόν πεδἰον µετα τῶν συνόρων του) μαί μὲ γωνίαν μορυφῆς α--π' τοῦ 2-ἐπυπέδου, 


1 αμ , [ [ ευ [ -- 3 δα ω [ ' ) 
εἰς το Μ/- Επἰπεδον. Διαφορα ἀλβηλων Εσωτεριιά σημεῖα αὐτοῦ τοῦ τοµέως απειο- 


Μίδονται εἰς διάφορα ἀλλήβων στημεῖα τοῦ ν/- ἐπιπέδου 


ΥΝΝ/-- Επἰπεόον 


τὰ δε σύνορα 1] μαὶ Ἱ τοῦ ἀνωτέρω ποµέως ἀπειιονί- 
| δονται εἰς τὸν θετιμὸν ἡμιάξονα α τοῦ ν/- επιπέόου 


[βλ.Σὰ. 32). Οὕτω, ὁ ἀνωτέρω τομεύς ἀπειιονίδεται εἷς 


τὸ ἐπεωτεταμένον ν- Επίπεδον πό ὁποῖον ἄς παλέοωμεν Ε. σκ.ο 

Ἡ ἀντίστροφος τῆς ν- ᾱ” εἶναι ἀμριθώς ἡ 25 (3) ὁπλ. ἡ ης τν ρίςσα τοῦ ν/ ἡ ὁ- 

ποία εἶναι µία μαὶ µόνον ,µεπεδἰον τιμῶν τὸν τοµέα Οατρς-«ῃ- τοῦ 2-ἐπιπεδου. 
Παρατηροῦμεν Δοιπόν ὅτι ή συνάρτησις ὰ- ν εἶναι µονοσήµαντος ἓν Ε ιιαὶ ὡς 


ἔι τούτου δυνάµεθα νὰ ἐφαρμοσώμεν τὸ θεώρημα τἵ-!/-2. Οὕτω: 


αὐἲν |  ι υπ ολο 
ἅν ἅσ ποπ «ΠΝ η 
ἀ4τ 


νας πού ἀντιστοιχοῦν εἰς τὰς ιαορυφᾶς τοῦ ανονι- 
μοῦ ποβυγώνου τοῦ ἔχοντος η-µορυφάς (61. Σ.3). 
ὃ τομεύς -3η. πατφσς ἲ ἀπειιονιδεται Επίσης εἰς 


τὸ ν/- ἐπίπεδον ιτ]. Ὅδεν ἡ γεωµετριωτ εἰμών τῆς 


Ἡ Ἡ , ͵ 2 2 
συναρτήσεως ννΞ 2” εἶναι το ΥΝ- επἰπεόον Επαναλαμ- σκ.3 
ῥανόμενον η- φοράς. Οὕτω ἡ ἀπειμόνισις τού ᾷᾱ - Επιπέδου ὑπό τῆς ν/- α” ὁὲν ἀντι- 


σιρέφεται αμφιμονοσπμὰντως. 


ν παραστήσωμεν τοὺς ἀνωτέρω χὠνιαμούς τομεῖς, Ἑμαστος τωνίας -Ὢ ἂπ. διὰ ἄο, 
ᾱι ἄν... απ. αντιστοϊχως, τότε ὁ αι εἶναι ὁ τομεύς: 


2χη 2(Κ91) ῃΠ Ὁ ε 
ππ Ξαιφόπτ πι (4). ΚΞξ 012... Ὡ-1. 


υ 


Ὡς ελέχθη ἀνωτέρω Ώ εἰμών τοῦ ας ὑπό τῆς νν- 23 εἶαιτο ν/- ἐπιπεόον'μαιὶ ἕωα- 
στον τῶν π- πεδίων ἄ,, ΚΞοιΙ/2,...,π-1 ἀπειαονίδεται ὑπό τῆς νΞ 2” εἰς τὸ ν/- Επίπεδον. Ἰὰ δὲ 
σύνορα τῶν ἀνωτέρω τοµέων ἀπειμονὶδονται εἰς τὸν δετιιιὀν ἡμιάξονα τοῦ ἀνωτέρω ν- 
ἐπιπέδου. Ἰοῦτο ὁιμαιολοχεῖται ὡς ἀιμολούδως: Ἐι τῆς (4) ἔχομεν: 


2κῆς η. απαφξς2(Κ91)π (5) 


| 
| 
| 
{ 
| 
ᾗ 
| 
| 
| 
[ 
| 
Ι 
ἡ 
| 


| 


Επειδή ατᾷν/- αι. «τι. απαΣ, ἡ (5) γρᾶφεται: 
Ίκητατημς2(Κνι)π (6), κΞοι2,...ιτι-! 
Ἡ (6) ἰσοδυναμεῖ μὲτὴν ΟπαινΜ/ς«ὃπ (1) ὅταν ΚΞΟ2,...,π-Ί. 


Ἐν τῆς (1) ἔπεται.τὸ ἀνωτέρω ουμπέρασμα. 

Ἡ συνάρτησις ν-Ξ 2” μὲ πεδίον ὁρισμοῦ τὸ , αμαὶ πεδίου τιμών τὸ νή- ἐπίσεόον 
ἔχει μίαν µονότιµον συνάρτησιν - μαί µαβιστα. ἀναδυτιιήὴ μαὶ ἁπβῆ-- ὡς ἀντὶἰστροφον,µέ 
πεδἰον ὁρισμοῦ τό ν/- ἐπίπεδον ααί πεδἰον τιμῶν τό αι. Αὐτή η ἀντίστροφος,συν- 
άρτησις συμβοᾶίδεται διὰ τοῦ συµθόΔου ἜΞ(νν)) . οὕτω ἡ συνάρτησις ἡ θεωρπι- 
δεῖσα εἰς την ὑπὸ- 61 τῆς παρούσης 6 ᾗ 3- ν’ θὰ παρίσταται οὕτω 5- (9 Λ9)ο. Ὁ- 
ὂεν όια Κ- Ο,!,2,...,π-! ἔχομεν τὰς η τό πᾶήδος συναρτησέις, Ἆτοί τὰς υἁτωδι: 

(ὁ., (ν, «σ.σ... ο 

αἱ ὁποῖαι ὀύνανται νὰ θεωρτιθοῦν ὡς “τμήματα, τῆς πλειοτίμου συναρτήσεως 
Σ-Νην ααὶ αἱ ὁποῖαι μαβοῦνται ποτ ρίδαι τοῦ ν/ Αἱ διάφοροι συναρτήσεις αἱ ὅι- 
δόµεναι ὑπό τῶν σχέσεων (7) υαβοῦνται αάαάδοι τῆς πΆειοτιμου συναριήσεως 2«ΛΝ. 

Π. Κλαδιαα σημεῖα: Ἄφ ὑποδέσωμεν ὅτι εἰς μάδε σπιιεῖον νοσ (νο |. οἱ ὃν τοῦ νά ἔπι- 
Πέδου ξαλέγομεν μίαν τιµην τῆς πᾶειοτιμου συναρτήσεως ΙΑ ἀντιστοιχούσης εἷς τόν 


υλάδον (ΨΛΝ), ααὶ παριστωµένη τιμη ὑπο 


κα/« ἐπίπεόσν 


: ποῦ σωµείου 2.5 υπο, ανηιοντος εἰς 
το πεδίἰον ας. 

Ἰς ὑποδξσωμεν Πδη ὅτι,το μεταθλητὀν ση. 
μεῖον ν/Ξ|νν]-οἵν τοῦ ν/-ἐπιπέδου διαχραφει 


μίαν αἂειστην ααμπυᾶην τοῦ ἠοιάαη Γ 


τοῦ ν- ἐπιπέδου μὲ αρχιιὸν μαὶ τεβιιόν δὴ 
σημεῖον το Μο. Τότε το αντἰστοιχον σπ- ε 

μεῖον τοῦ 2- ἐπιπέδου εἶναιτὸ Σ-ν/ΜΙ 6" διαζῥάφον μίαν. μαμπὺᾶην ϱ εἰς τὸ ἆ- 

ἐπίπεδον. Υπάρχουν ἀμριθώς δὺο Φυνατότητες: 

α). Τὸ σημεῖον Ν/ΞΟ (ὁπλ.ἡ ἀρχη τῶν ἀξόνων) να αεῖται ἔκτὸς τῆς άαμπὺᾶης Γ. Το 
τε μαδώς διαχράφομεν τήν µαμπύᾶην Γ,τὸ ὄρισμα τοῦ στµείου Υ µεταθάλΔεται. 

Έστω ὅτι Έχει τοῦτο ἀρχιμῆν τιμήν Θ.. Όταν το / ιινηδῆ ἐπί τῆς Γ μαὶ ἐπανελὂτι εἰς 
τὴν ἀρχιμην του θέσιν υαὶ τὸ ὄρισμα αὐτοῦ ἐπανέρχεται εἰς τήν ἀρχιμην του τιμὴν 
Θο (0λ Σκ. !). Ἐντεύδεν αἱ τιμαὶ τῶν συναρτΏσεων: (Υ/ν)ο, (3), (0 8)ε, . (πλ οι δά 
εἶναι ἴσαι πρὀς τὰς αρχιυάς των τιμὰς εἰς τὸ σωμεῖον ν/Ξν/ς μαὶ µετα τήν διαόροιαην' 


τῆς ααμπυᾶτις Γ. 


ϐ). Εάν τὸ σημεῖον Μ-ο αεῖται εντος τῆς ααμπυᾶηπς ἵ (6λ. Σκ ον τοτε µίαπερι- 


φορά ματὰ µηιος τῆς Γ μαί ματα την Φο: 


ράν που εἶναι ἀντίθετος πρὸς τὴν μινησιν ν/- ἐπίπεδον 


τῶν δειατῶν τοῦ ὡροάοχίου, τότε το Θο αὖ- 
ξάνεται ἀπο Θς Έως θον 2η. Επειότ 
1η ο τοτε τὸ σημεῖον πσυ ὃ ἀντι- 
στοιχΏ µετα τὴν (πρώτην) περιφορὰν δὲν 
θὰ εἶναι, ὅπως εἰς τήν πρὠτην περίπτωοιν, Σκ,2, 
το ἔο ἀλλά τὸ στιµεῖον 3, - ὑηνιι ο (9131. ἀἆλβα αὐτὸ εἶναι τὸ σημεῖον που ἀντι- 
σοιχει εἰς τον αλὰδον (νν).., ὑπό τήν Ἐννοιαν ὅτι μάθε τιµτι τῆς Ψὰν ἐπί τοῦ αλᾶ- 
ὅου (ύἍν}, ἀλλάσσει συνεχώς µετά τῆς ἀντιστοιχου τιμῆς τῶς 4 ἐπί τοῦ κλάδου (Ἅ)ς,, 
Ἀναλόγως εὰν ἡ διαγραφη τῆς Γ γινεται ματὰ τὴν φορὰν τῶν δειπτών τοῦ ὠρο- 
λογίου, αὗτη µεταθάλᾶεται ἀπὸ τὸν αἈάδον (νι, εἶς τὸν κἀάδον (ύ).., ᾿Ἐπὶ τᾶξον 
ἕνας πεπερασµένος ἀριομός περιφορῶν ἐπί τῆς Γ µεταθαβδει τὸν αλά δον (ύ9), εἰς 
τόν υΔάδον (ΝΑ }λ,. Τὲλος πι τὸ πᾶῆθος περιφοραί ἁατὰ µπιίος τῆς Γ καὶ ἁατὰ την 
αὐτὴν φορὰν μεταφέρουν τὸ σηωμεῖον 2ο εἰς τὸ Ίδιον τὸ σημεῖον 2ο μαὶ ιατά συ- 


γέπειαν μεταφέρουν μάθε αᾶαδον (νΑλ, εἰς τὸν ἴδιον, 


Ὀρισμός 1-2-1. Ἕνα σημµεῖον 2. μιᾶς πειοτίμου συναρτῇσεως ὁ (3) δα τιαδῇ- 
ται ιΔασιι(όν, ἐαν τοῦτο ἔχγι τὴν ἰδιότητα: Μία ἁπῶρ περιφορα 1άθε τιἈειστῆς 
μαμπύᾷως τοῦ Φογααη, Ὅ ὁποία Έχει Το Ἔο εἰς τό ἐσωτεριιιόν της (συντοµκως΄”πε- 
βφορα πέριξ τοῦ Ζ.΄) µεταφερει τάδε εζὰδον της πθειοτίμου συναρτήσεως εἰς 
έναν ἆλῆον τιῇαδον αὐτῆς. 

[Εάν ἕνας πεπερασµένος ἄριθμός διαγραφών, ἔστω π͵,περιξ τοῦ 29, τιατὰ τήν αὖ- 
τὴν φοράν, μεταφέρει ἕναν αλάδον τῆς συναρτησεως εἰς τὸν ἴδιον, τοτε τὸ πάαδικον 
σημεῖον 2ο ααβεῖται πεπερασµένης τάξεως αᾶασιμον σηκεῖον μαὶ µὰλιστα. 
η-{ τάξεως. 

Συμφώνως προς τόν ἀνωτέρω ὁρισμόν τὸ ΜΞ0Ό εἶναι αᾶαφιωον σημµεῖον τῆς πᾶειο- 
τίµου συναρτήσεως α-ΝνΑ/ αι μάλιστα π-{ τάξεως. 


Ἐπειόὴὼ µία πᾷΏρτις περιστροφη µαιατῃναντιδετον 2οράν περιξ του σημµειου ν/Ξ0Ο 


εἶναι ἐπίσης µια πλήρως περιστροφ πέριξ τοῦ σηµείου ν/-οο μαὶ τὸ σημεῖον αὐ- 
͵ - υ.| υ να. ὦ , ι 
τὸ εἶναι ἕνα ιιᾶαδιιὸν σημεῖον τὴς ἀνωτερω συναρτπσεως. 


ἆλλΔα µβαδιμὰ σημεία τῆς 5- νά δὲν ὑπᾶρχόυν (διατί ;). 


ϐ9. ΝΣΥΠΑΡΤΗΣΙΣ γή:6) ΚΑΙ Η ΑΜΤΙΣΤΡΟΦΟΣ ΤΗΣ ἔ- ἐρφΜ/. 

1. Θεωροῦμεν τὴν συνἀρτησιν ν/ς ϱἳ (1). Ἔστω 3: χνἰψ,οτε κ. ϱ” ντε” ο". Ἐξ αὐτοῦ 
ἔπεται ὅτι ἡ ἀνωτέρω συνάρτησις εἶς μάδε µιγαδιαόν ἀριδμόν ἅ- χοὶψ ἀντιστοιχεῖ 
ἕναν μιχαδιιιόν ἀριὸμον τοῦ ὁποίου τὸ µξτρον εἶναι ὁ ἀριδμός 6” καὶ τὸ ὄρισμα. 
εἶναι η. (διότι τό ὄρισμα τοῦ ϱἰν εἶναι ν) Εξ αὐτοῦ ἔπεται ὅτι ἡ (εὐδεῖς) γραμμή 
υ-, τοῦ 3- ἐπιπέδου ἀπειμονίδεται εἰς µίαν γραμμήν τοῦ ν/- Επιπέδου ἡ ὁποία Έχει σταθε- 
ρὀν ὄρισμα ἴσον πρὀς 1ο μαί τοιαύτη γραμμ εἶναι ἡ εὐθεῖα ἡ ὁιερχομένη διὰ τῆς ἀρ- 


χῆς (ἀωτί5) τοιαύτπ͵ ὥστε Ο14Υ/: ο. 


ο 


ΌΏΞ- 1Η 

"χχ.Ία Σκ.Ίβ 
Ὅπως εἶναι εὐιοᾶον νὰ ἴδωμεν ἡ Δωρίς 1) τοῦ 2- Ἐπιπεδου φρασσομένη ὑπό τῶν εὖ - 
θειῶν 1-0 ιμαί | «1Ππ δὰ ἀπειμονίσεται εἷς τό Επεωτεταµενο ΜΝ- ἐπίπεφον ααί τὰ 
σύνορα τοῦ ἀνωτέρω χωρίου (Δωρὶδος) ὁπλ. αἱ εὐθεῖαι 50 μαί η-2π ἀπειιονὶ- 
ζονται εἰς τὸν θετιιόν ἡμιάξονα α90 τοῦ γ/- επιπέδου. Οὕτω μεταξύ τοῦ πεδίου 
οξυς«2Π ιαὶ τοῦ Μ/- Επιπέδου «ὑπάρχει µία ἀμφιμονοσπμαντος ἀντιστοιχία!' μα- 
τά συνέπειαν ὑπάρχει ἡ ἀντίστροφος τῆς συναρτήσεως - 6) η ὁποία εἶναι ἂνα- 
ἀυτιωτι ια ἁπᾶη εἰς τὸ ν/- ἐπίπεδον μαὶ τὴν ὁποίαν ὃα παριστῶμεν οὕτω: 

ᾱ- ἐοφνν (2) 

Ἡ συνάρτησις (2) Έχει πεδίον ὁρισμοῦ τὸ ἔπειτεταμενον - ἐπἰπεόον Εξαιρε- 

σειτῶν σωµείων ν/]ν|-ο ιιαὶ πεδίιον τυκῶν το πεδὶον του 3ἆ- Επιπξεόου, τὸ 


5 [ ς υ - Π 
οριβοµενον υποτης οχεσεως Ο.ΞΞη ς 2Π. 


Αὐτω δὲ ααθεῖται ἠομαριθμος τοῦ ΝΜ, διὰ τΤἀνωτερω πεδία ὁρισμοῦ μαὶ τιμῶν.- 
Εάν αλέσωμεν θ- αταν/ ὅπου ΟΞςΌ-ς2Π, τότε διὰ ν/Ο ἡ (1) Ίραφεται 
ο” {συνυ» ἱημυ ]- |Μ]- [συνθεἰπιμθ] (3) 
ΣΕι της (3) Δαμθάνομεν: | 
εἲ-|] μαι ’-θ π κ-θοφ|νή| μαὶ 4ΞΘ. 
Ὀδεν, ΣΞχγνὶφς- έοα |] τθ 
Παρατηροῦμεν δὲ ὅτι, Ίπᾷ-Θ- ατῳν 
Ἡ ἀντίστροφος Δοιπόν τῆς (1) δίδεται ὑπό τῆς (4) ὅπου, ὧς πεδίον τιμών τοῦ ᾖ εἷ- 
ναι π Δωρίς ος «ΟΠ, ἐπί πέον δὲ αὕτη εἶναι µία ἀναλυτιαΏ μαὶ ἀπᾶῶ συνάρ- 


τησις: Συμφώνως προς το θεώρημα Ισ-1-2 ἡ παράγωγος ταύτης εἶναι: 


άν δενθέσωμµεν τὸν περιορισμὀν ΟΞυ «Οπ,ἔμ τῆς σχέσεως (3) ἀαμθάνομεν: 
ϱἳ- || υαὶ ν-θ.2κπ, ΚΞΟ/21,32,... 
οὕτω: ἆ- χεϊψ- έοα |νή] εἰ. (θ12κπ] 
ΖΞ (ο4|νν| ας ατα ν’ (5), ὅπου ατον’-θ.2Κπ. 
Ἡ συνάρτησις ἡ ὁριδοµένη ὑπὸ τοῦ (5) ιαάεἶται Δογαριθμος τῆς Ν/ μαι συµθο- 


ἀῑδεται με ἔοφνν. 


Ὥστε: ζοα ν- ζοα|ν/| εἶ-αταν) (6) 


( ᾿ ' - ῃ , ͵ , νο ͵ , 
0 ΔογαριΌµος ἄοιπον εἶναι µία πῶξέιοτιμος συναρτησις - εἰς αυττν ττν περι” 


πτώσιν µε ἀπείρους (ἀριδμησὶμους) τιµάς. 


Εἰς την (6) τὸ ατάν- θ21κΠ, 0Ξθς2Π ὅπου κΞο/Ξ/2,.... Όδεν Έχομεν: 


[θοφνν - έος |ν]. ἰθ 9. 2κπ | (3) 


ῦ ͵ ' ͵ [ - / ῃ 
τὴν τιμὴν ὅπου ἀαμθάνομεν διὰ Κςο ιαδοῦμεν πρωτεύουσα τιµην ἤ πρω- 
/ ῃ ῶς Π ͵ ῃ Π ε , 
τεύοντα ιιάάδον τῆς ὰ- ἔοηνν, Ἆτοι ἡ πρωτεύουσα τιµή εἶναι Πη ὁιδομενη ὑπο 


τοῦ τύπου (4). 


Βάσει τοῦ τύπου (6) Φυνάµεθα νὰ ὑπολογίσωμεν τούς ἀογαρίθμους πάντων τῶν 
ἀριδμῶν πραγματιιῶν ααὶ μιγαδιιῶν. Οὕτω: 
θοα (-!) Ξ 6οᾳ!ψἰαπα(-!) νἰ Άκπς (19 2Κ) π.ὶ κΞοξ!,5 32) 
(οσ(1) Ξ ἐοφ 1] - ευ ατα: υ 2κη-Ξ ξοα!«ἰ- κίοκηπΞ - «οχκ)πὶ ΚΞΟΦ19, 


λ.. 


1. Κὰᾶδοι τῆς συναρτπσεως ἔοανν: Ἂς θεωρησωμεν την συνάρτησιν νν- 6". Παρατηροῦ- 


ω β 1. 
μεν οτι: ο” 241 -59ϱ3.6’2«1 - ἳ.ι -6ἳ 


Ἆς παραστησωμµεν μὲ 6, αι ἄ.ι6.,6..,... ἂν. Σ- Ἐπίπεδον 


τιστοϊχως τὰ πεδία (λωρίδας) αι (6λ.Σχ.3) 


ὅπου ταῦτα ορίδονται ὑπό τῆς ἀνισότητος. νΣ Ὃ ᾱ- 
ᾱι: 2κης Ίπηᾶ ς2(Κ2!)Π, κςο,Σ!,32,. 
Ἱ Αρ ων 
εἰαών ὑπό τὴς Ν/- 6) εαἁστου τῶν ἄνω- 
τερω πεδίων ᾱ, ἔἶναι τὸ αὐτὸ πεδίον αὶ σ-ι 


[ . 5 , αι 
µάλιστα τὸ ἐπεµτεταμένον ν-- επὶπεδον. 


[4 Π [ [ ς - 
Η συνάρτησις ν-θἆ µε Πεδίον ὁρισμου 


Σχ. 3 


το ᾱ, ααὶ πεδίἰον τυμῶν τὸ Ν- ἔπίπεδον 

Έχει μίαν µονότιµον ἀντὶστροφον ἡ οποἰα Ἐχει πεοίον ὁρισμοῦ το ν- ἐπίπεδον εαί 
πεφἰον τιμῶν τὸ σς, Αὕτη η αντίστροφος συναρτησις εἶναι ἀναλνυτιαη ἀαὶ ἅπ ἂι 
εἶς τὸ Υ/- Επίπεδον μαὶ δἀ συμθοᾶίδεται οὕτω; ἆΞ(6οην)ι ὅπου Κ-θ,51, 22,.. 

Εὐιόᾶως διαπιστοῦται, ὡς ἐμφαΐνηται υαί εµ τοῦ Σκ.3.ὅτι: 2- (έοηνήλ- (6οφνν)ον ἵ- 2κπ. 
᾿. Εἶναι ὅμως: (ζοᾳ)ο- ἔοφ|νγ/.ἱ.θ, ὅπου 0-6 ς 2Π. 

Συνεπώς. ἆἃ- (694ν/)ι Ξ έοφ|ν/|-  τ(θ2κη). 

οὕτω δὶ ἑμάστην τιμήν τοῦ ΚΞ9,34,33,... ἔχομεν υαὶ μίαν μονότιμον συνάρτησιν 
μὲ πεόἰον ὁρισμοῦ τὸ νν- ἐπίπεδον ιαἰ πεδἰων τιμῶν τό ᾱ,. Αἱ συναριῆσεις αται ὅπλ αἱ 

(6ο νο, (θοφ νά), , (θοφνν).,, (ο), (θοφνν).... 
µαλοῦνται ιΔάδοι τῶς πλειοτίμου συναρτήσεως ἆ- 6ο ααὶ ἑμάσττι εξ αὐτῶν 


εἶναι µία ἀναδυτιμπ, μαὶ ἁπᾶῆ συνάρτησις υαὶ ὡς ἔµ τούτου Ισχύειτο θεώρωµα 1-|-2. 


π. Κὰαδιιμά στημεῖα τῆς 3- θοᾳ Μ/. Ἔστω τὸ σημεῖον λα, τοῦ Ν/- ἐπιπέδου ᾿Εκλέ- 


Ἰομέν µίαν τιμήν τοῦ ϐοφν/ ἀντιοτοικοῦσο εἰς τόν μᾶσδον (6ος νν)ι, μαὶ παρισιωµένη 


ὑπό τοῦ σπµεὶου Ζο- (ος | νο]. {θο ἀνήμουσα εἰς τὸ πεδἰον (Δωρίδα) νι 

Ἂς ὑποθέσωμεν Ἀόπ ὅτι τό σημεῖον ν/- |. Φιαγράφει μίαν αΔειστήν μαμπὺλην 
.. τοῦ ῥογαατ Γ εἰς τὸ νν- Επίπεδον µέ ἀρχιιόν ααὶ τελιιὸν σημεῖον τό Μή.. Ἰότε τὸ 
' ἀντίστοικον σημεῖον, ἥτοι τό 3» {ο4|ν/)ἱ:θ διαγράφει ἐπὶ τοῦ Ζ-ἐπιπέδου μίαν κΆει- 
. στην μαμπύβην πραμμύ Ο, Εάν τὸ σημεῖον νν-Ο εεῖται ἔντός τὴς μπαμπύλης Γ,τὸ- 
"τε µία περιφορά περιξ τῆς Γ ματὰ φορὰν ἀντίδετον πρὀς τήν ιίνησιν τῶν Φειατῶν 
᾿ ποῦ ὡροβογίου ὁ αλὰδος | {ο Μ). µεταφερεται εἷς τόν μλάδον (6ος νν)... διότι, 

(οφ ν/- έοα Μ]εί (θ12κΠ). 

Ἐάν ἡ περιφορά περιξ τῆς Γ γίνη ματά τὴν φοράν τῶν δειιτῶν τοῦ ὡροβογίου, τό- 
τε ὁ αλάδος (0ος Μ/), µεταφερεται εἰς τὸν πλάδον ( 6ος ή)... Όθεν, τὸ σημεῖον νεο 
ἔἶναι ἕνα αβαδιιόν σημεῖον. Ὁμοίως τὸ Ι/-οο ἕἶναι ἕνα ἄλλο αλαδιιόν σημεῖον Η 
εξήγησις εἶναι ἀνάλογη πρὀς αὐτὴν τού ἐδωσαμεν διὰ τὸ ἴδιον σημεῖον εἰς τὴν συν- 
άρτησιν νλν. 

'Επειότι (έοφν) (ος νι, ------ (θοσνλι, -----'''' 
(ον), πσαςα (ἔοᾳ ή)... ---ςα (οφ ν/),. σποτ νὸ 

τὰ σημεῖα Ο μαί οὐ δὲν εἶναι πεπερασµενηΏς τάξεως ὁζαὐτὸν τὸν όχον τὰ ιμλαδιιἁ αὐ - 

' τὰ στιμεῖα ααλοῦνται Δογαριόμιαα Ἠ μαὶ ὑπερθατικά ἓν ἀντιθέσει πρός τὰ αλα- 


/ 5 γι ῃ . - ᾿ { 
. δα τὴς ΥΝ, τὰ ὁποῖα υαλοῦνται ἀθγεθριμὰ. 


64. ΑΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ αὖ και 3". 
Ι. Ἡ συνάρτησις α Εάν ὁ α εἶναι θετιιός ἀριδμός ιαί ὁ 3 φυσιιός ᾱ- 
. ριθµός, εἶναι γνωστόν ὅτι: θοφα” - 3. ἴοφα. Όθεν εἶναι φυσιαόν νὰ ὀρίσωμεν τὴν συν. 
ἀρτησιν : 
| α-ὁ ο (1). ὅπου αφο 
Ὁ α εἶναι µιγαδιµός ἀριὸμός ααὶ ὁ 2 μιγαδιαπ µεταθλητη 
Ἡ συνάρτησις 4(3)- αἳ εἶναι πᾶειότιμος μαῦ ὅτι ἡ έοφα εἶναι πᾶειοτιμος συνάρττι- 


σις. Εἰς ιάδε πεδἰον ὅπου αὐτὴ εἶναι ἀναλυτιικὴ µαὶ ἁπᾶη ἔκομεν: 


(αἲ) - (ε” 18)- ο κ οσα -αἲ έοφα. 


ε ' ͵ ' ' , ' ἐ [ - ͵ / 
Π. Ἡ συναρτησις 23 Δυνάμεθα να ἐναβᾶάξωμεν τούς ρόᾶους τῶν α μαί ἆ υαί 


οὕτω νὰ ὁρίσωμεν τήν συνάρτησιν 23 ὡς ἁμοβούδως: 
(1) ὅπου 233] 4 0. 

Ἡ (2) εἶναι µία πλειότιμος συνάρττσις ιιαί ἐάν θεωρησωμεν ἕναν ιᾶάδον τῆς 
πΆειοτίμου συναρτήσεως {οφΣ, ἡ Ἐν εἶναι ἀμα ζυτιετὶ ιιαέ ἁπδῆ εἰς αὐτόν ααί ὧς ἔα 
τούτου δυνἀάµεδα να ἔχωμεν: 

(13)’- (03 2042). ρα 3. (α .έο2)-2.α α-α απ 


Ἐφαρμοχή: Ἠά ὑποδοχισδή τὸ π | 
αώσρες εἶναι οἱ. ο ο ο. ο τν οκ : 


Διά Κ-ο ἔχομεν : ψςαρ”ᾶ. 


65. Αἱ ΑΠΤΙΣΤΡΟΦΟΙ ΚΥΚΛΙΚΑΙ ΣΥΗΑΡΤΗΣΕΙΣ 
1. Ησυνάρτησις τοξηµν/ Ἄς ιαβέσωμεν ᾱι, ΚΞ Ο!,2,... τὴν Δωρίδα τοῦ 3-ἔπι- 
πέόου ἡ ὁποία ὁρίδεται ὑπό τῆς ἀνισότητος ' 
αι (κ-σ) ης βοξ «(κ.π)Π 
Ἡ συνάρτησις Υ/- ημε (1) ἀπειμονίσει πάσας τὰς ἀωρίόας 94,6. Ἓρια-,,.-. ἓἷς 
τό αὐτό πεδίον Ε πού εἶναι τό Ι/- Επἰπεόον Ἐς ὅσον ἐξ αὐτοῦ ἀφαιρέσομεν τὰ διαστή- 
µατα (-ῶ,-1) εαί ({,«οϱ) τοῦ πραγματιμοῦ ἄξονος. Διότι διὰ Υ πραγµατιιόν, διά 
νά ἔχη ἔννοια ἡ ἐξίσωσις ν/- πμΣ θά ἠρέπει νά εἶναι |νν] «4. Οὕτω ἡ συνάρτησις 
κ Ώμα μὲ πεδἰον ὁρισμοῦ τὸ 6, μαἱ πεδίἰον τιμῶν τὸ Ἐ ἔχει µίαν µόνον ἀντὶίστροφον 
μὲ πεδίον ὁρισμοῦ τὸ Ε μαί πεδίον τιμῶν τὸ κ Η ἀντίσιροφος αὕττι συμθοῄᾷϊδεται οὕτω: 
[α(οξημννλι]) κο ΔΙ 42... 
Ἡ συνάρτησις ἡ ὁριδομένη ὑπό τῆς (2) εἶναι ἀναδυτιυτι ααί ἁπᾶτ μαί τῆς ὁποίας ἡ 


παράγωγος εἶναι: 


ἀωευμως.. Ἱ- ωἜτα,  Ἑ. ο- - ἠκὸ εὐφ., 
ἄν ἀηπμε συν γ/-ημΣε τν Σ ἀ., 
ας 
Π Π ε οἱ ω οἱξ ο ͵ ς ῃ 
λς δεωρπσωμεν την ({) μαι ας αντιµαταστπσωµεν: τπμεξ ο λλλωως, τοτε η (/) γινεται: 
ε Ἱ -οἰν). οἳἹ--{- ο (3)᾽ 


Ἡ. (3), δεωρουµένη ὡς µία δευτεροθάθµιος Ἐξίσωσις μὲ ἄγνωστον τὸν ϱὸ ἐπι- 


ὀέχετιαι ὁύο λύσεις. Ἡ µία Δύοις τῆς (3) εἶναι η ματωθι: 
οἶτ- ἵνων νν: (4) 

ἵ ἄλθπ λὺσις ϱἱἳ- ἵν/-. νΊ-ννς παραδείπεται, ἔπειδή τὸ 4 ν{-Ψ'" συνεπάγεται ἔμ 
τοῦ ντ-ν)Σ. 

Συνεπῶς ἡ ἂὺσις τῆς (1) εἶναι η Φιδομένηπ ὑπό τοῦ τύπου: 

Ξ--- (οφ(ἵν/κν -ν } (6) 

Ἡ συναρττισις αὗὑτη ιαδεῖται ἀντίστροφος συνάρτησις τοῦ ἡμιτονου μαὶ συµθο- 

ἀἶδεται µε τοξΏμνώ. Όδεν: 
ἔ-τοξτμνΞ τ οφ (ινε ν {ή ) (5) 

Αὕτη εἶναι µία τιᾶειότιμος συνάρτησις µέ πεφίον ὁρισμοῦ τὸ ἀνωτέρω ὁρισθέν 
πεόιον Ε τοῦ ν/- ἐπιπέδου μαὶ πεδία τιμῶν τὰς Δωρίδας ας. 

Παραδείποντες τὴν οταθερἀν 2ΚΠίἰ πού ἀντιστοιχεῖ εἰς τόν Δοψάριδμον,ὁ τύπος 
(5) μᾶς δίδει τὀτε τὸν πρωτεύοντα μάάδον τῆς ἀντιστρόφοι ) συναρτήσεως τοῦ ἡμιτόνου. 
Ἡ συνάρτπσις τοξπμν/ ἔχει τρία αΔαδιμά σημεῖα τὸ Δοχαριθμιμον, ΝΞ9ο ιαὶ τὰ 

τί μαὶ 2--Ί αβαδιμά πρὠτης τάξεως (ἀλχγεβριια) (διατί ;). 

Ἱ. Ἡ ουνάρτησις τοξουνν/. Κατὰ τρότιον ἀνάλογον πρὀς τὸν προηγούμενον ὁρί5ο- 
μεν τὴν ἀντίστροφον τὴς συναρτήσεως Υ/- συν ἓ. Λὖτη εἶναι ἡ πλειότιμος συνάρτη- 
σι ἡ ὁποία δίδεται ὑπό τοῦ τύπου: 

τοξσυννΗ-τ- θος (κιν) (6) 

Παραἀείποντες τὴν σταθερἀν Ακπὶ εἰς τὸν Δοχάριθμον τοῦ τύπου (6) ἔχομεν τον 
πρωτεύοντα αάάδον τῆς ἀντιστρόφου συναρτήσεως τοῦ συνημιτόνου. 

ἡ ἀνωτέρω ουνάρτησις εἶναι ἀναδύτιωτι εἰς ὁβόιαδᾶπρον το μιψαδιιὀν ἐπίτιεφον, ἐφ᾽ 
ὅσον ἔι τοῦ πραγματιαοῦ ἄξονος αὐτοῦ ἀφαιρεσωμεν τα τμήματα ἀπό --οο ἕως --4 
-μαί Ἀπο -{ ἕως Φοο. 

Π. Ἡ συνάρτησι5 τοξεςν/. Καὶ ἀναΔογίαν πρὀς τὰ Δεχθέντα διὰ τὴν συνἀρτησιν 
«ποξημΝ/ Φυνάμεὂα νά ὁρίσωμεν τήν πᾶειότιμον συνάριησιν τοξεφν/. Ἄς μαἠέσωμεν 
6 Ενας. εν τὴν Δωρίδα τοῦ Επιπέδου ἡ ὁποία ὁρίδεται ὑπὸ τῆς ἀνισότητος: 

αι: (κ-σ) ης βοσς (κας) Π 
Ἡ συνάρτησις ν/- εφ3 (1) ἀπειμονίσει πᾶσας τὰς Δωρίδας «ο,ᾶι,6-ι,ᾶν, Ο-ιο- .' εἶς το 


» 4 ῃ '. ἳῇ ! ) . δν ο 2 2 .α-. 8 ' ϱ δ μ 
αὖτο πεδἰον Ε πού εἶναι το Μ/-- Επιπεδον εφ οσονυ εξ αὐτοῦ αφαιρεσώμεν τα ὁιαστη- 


µατα του μιγαδιιοῦ ἄξονος απὸ -οοὶ ἕως-ὶ αι ἀπὸ ἱ ἕως αοἱ 
Οὕτω ἡ συναρτπσις }/- εφξ μὲ πεδἰον δρισμοῦ τὸ 6, ααὶ πεδίον τιμῶν τὸ Ε ἕ- 
χει μίαν µονον ἀντιστροφον µε πεδιον ὁρισμοῦ τὸ Ε μαὶ πεδίον τιμῶν τὸ ᾱ, . Ν ἀντὶ- 
σιροφος αὗτπι συμθοβίδεται οὑτω: 
σς (τοξ εφν). ὤ), ΚΞο/51,3,... 
Ἡ συνάρτησις ἢ ὁριδομένη ὑπὸ τῆς (2) εἶναι ἀναδυτιιιη υαὶ ἁπβῆθ ιααὶ τῆς ὁποίας 


ἡ παράγωγος εἶναι: 


αἁ(ιοξεφνν« «Τα Ὁ ἀίοξεφώκ ᾖἱ «αι 
ἀν "ο ἄεφξ ος, -Ἡ αποθήκες σαν. (3) 


ἀπ συνῖε 
( ' - 2 { οἳ , τ ι 4 ῃ εἰ } ν 
Η ἂνσις τῆς εξισώσεως εφἘ-νν, οταν το ν/ εἶναι ὅοθεις αριθµος, εὑρισμεται απο 


την σχεσιν : 


πμ 4 ο ο ο, οσι ν΄ ας. αν 
"δε οσνεε Ἴρπτ Ἡ α ππιω ὤ 


- απ - / .- ! - 5 ς 
Ἐντεῦθεν, λογω τῆς ὑποθέσεως κ/4ἰ τ Δὺσις τῆς (4) εἶναι πι αότωθι: 
/ 3 νν 
σ-ητ ου σον (5) 


6 ! ς / / - ς , , - 3 
Η συναρτησις η διδοµένη ὑπό τῆς (5) υαδεῖται ἀντίστροφος συνάρτησις της ἕ- 


φαπτοµένης υαὶ συµθοβλίδεται µε τοξεφν/. Ο9εν: 


χ- τοξεφν/---τ θος ον (5’) 


ἵπινν 
ῃ [ ἤ . Π 4 Ε - 3 [ή [ ς , 
Παραδᾶειποντες την οταθερἀὰν οκπὶ ποὺ ἀντιστοιχεῖ εἰς τον ἄογαριθμον ὁ τὺ- 


πος (5’) μᾶς δίδει τὸν πρωτεύοντα υἀάδον τῆς ἀντιστρόφου συναρτήσεως τῆς ἔ- 
φαπτοµένπς, Αὗτπι εἶναι ἀναδυτιαὴ εἰς ὁᾷόυᾶηρον τὸ Ἐπίπεδον, ἓφ ὅσον ἔχομεν ἀπο- 


υόψει ἀπό τὸν φανταστιμὀν ἄξονα τὰ τµπµατα ἀπὸ -οοὶ ξὼς --ἰ ααὶ ἀπὸ ἰ ἕως οοἱ. 


66. ΑΙ ΑΗΤΙΣΤΡΟΦΟΙ ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΑ! ΣΥΗΑΡΤΗΣΕΙΣ 


Κατ’ ἕναν ἀνάλογον τρόπον πρὸς τὰς ἀντισιρόφους τῶν τριγωνομετριιὤν συναρτη- 
Π ' ῃ μ ' 9 / - ς - ͵ 
σεὼων δυνάμεὂα νὰ εἰσαγαχωμεν τὰς ἀντιστρόφους τῶν ὑπερθολιιῶν συναρττσεων. 
Καὶ ἀρχὰς ἁς θεωρησωμεν τὴν Εξίσωσιν ΄ 


ν/Ξ σίπηῃησ - (1) 


ἡ ὁποία εἶναι ισοδύναμος πρὸς τὴν Εξίσωσιν 
εἰ. 2ν/ε--1-ο 
μαὶ ἡ ὁποία ἔχει μίαν µεριωην Δύσιν τὴν 
ᾱ- 0ο (ννκ ν 1) (2) 
οὕτω ὁημιουργεῖται µία νξα συναρτησι5 ιιαὶ τήν ὁτοίαν Θα συμθοἠίδωµεν οὕτω: 
απδίπην’ μαβουμένη (πρωτεύσυσα) ἀντίστροφος συνάρτησις τοῦ ὑπερθοῦ/ικοῦ ἡμιτὸ - 
νου υαὶ Ἡ ὁποἰα εἶναι ἀναλυτιιΏ εἰς το αὐτὸ χωρίον τοῦ Ν/- ἔπιπέδου ὅπως ιιαὶ ἡ 


τοξ εφν/. Ὁ (2) Δοιπὸν γράφεται : 
αισίηηνι- ζος (9 νν "ο! ) (2’). 
Κατ ἀνάᾶογον προπον ὁρίδοµεν: 


ατοοςῃνώ - θοα (9 γΝ/”-!)) (3) 


μαᾶουμενπ (πρωτεύουσα) ἀντίστροφος συνάρτΏσις τοῦ ὑπερθοιικοῦ συνηΏμιτόνου 


! Γον να 2 { 
Τελος ει τῶς εξισώσεως : 


ν/ Ξ ἱσπησ 4) 
λαμθανομεν την λὺσιν : ιά 
25 (1 ν/ 
επ τς (5) 


, [ [ - [ 
Μία µεριαπ λύσις της (5) εἶναι Ἡ κατωθι 
- 1:ν/ Ι 
Επ θα τρ οθδο 
Οὕτω δημιουργεῖται µία νξα συνάρτησις μαί τὴν ὁποιαν δὰ συμθολίδωµεν οὑτω: 
ατίαπΏν/ µαλουµμενη (πρωτεύουσα) ἀντίστρορος συνάρτΏσις τῆς ὑπερθοήιεὴς 


ἐφαπτομένης. Ό (5’) γράφεται : 


ατίαπῃνω ----- ο ο (6) 


Ἡ ἀνωτέρω συνάρτησις εἶναι ἀναᾶυτιωπι εἰς τό αὐτό χωρίον τοῦ μιγαδιιοῦ ἐπιπέδα) 
εἰς τὸ ὁποῖον εἶναι ιιαὶ ἡ συνάρτησις τοξεφν!. 

Παρατηρησις: Εἰδιιώς εἰς αὐτὴν τὴν δ περιορἰσδηµεν να ὀρίσωμεν τούς πρωτεύοντας 
ἁδάδους τῶν ἀντισοτρόφων τῶν συναρτήσεων ν/- δίΠῃΣ, νν- ο05ΗΣ, ν/- ἔαπηξ ιὰαὶ οὕτω ἐ- 
πετύχαμεν μονοτίµους συναρτησεις. Γενικώς ὃε αἱ ἀντἰστροφοι τῶν ἀνωτέρω συν- 


αρτήσεων εἶναι μαὶ ἔδῶ προφανῶς πἀειότιμοι ἄυναρτησεις 


67. ΕΠΙΦΑΝΕΙΑ του ΕΙΕΜΑΗΗ 

Μία ἐπιφάνεια τοῦ Βίοπιαπη εἶναι µία χενίµευσις τοῦ μιγαδιισῦ ΕπιπξΦου εἰς μὶ- 
αν Επιφάνειαν ἀποτεΔουμένη ἀπὸ περισσότερα απὀ ἕνα ΄φύλλα, Ἰοιαύτη ὦ- 
στε µία πθειότιμος συνᾶρτΏησις νὰ Ἐχη μίαν μόνον τιμην ἀντιστοιχοῦσα εἰ 
ειαστον σωμεῖον τῆς επιφανείας. Μία τοιαύτη ἔπιφανεια θεωρεῖται διαιρη- 
µένη εἰς φυᾷᾷα δια μίαν δοθεῖσαν πἀειότιμον συνὰρ 
τΏσιν, η δὲ συνάρτησις εἶναι µονότιµος πᾶξον Ἐπὶ τῆς ἔπι- 
Φανείας ιιαὶ οὑτω δυναµεθα νὰ ἔφαρμόσωμεν τῶν Θεω- 
ρίαν τῶν μονοτιμων συναρτησεων. Ως παράδειχµα 


μ ͵ , ῃ η . 2 
ᾱς Δάθωμεν των πβειότιµον συναρτΏησιν Μ/Ξ ΥΣ ποὺ εξε- 


«πσαμεν εἰς τὴν 82. Πρὸς τούτοις Δαμθάνομεν ὧς φύλ- 
ἀον ὂι της επιφανείας τὸ επιπεδον τὸ οποῖον Θεωρεῖται τεµνοµενον τλατα µτικος 
τοῦ θετιιοῦ ἡμιάξονος. Οὗτω το Ὁκ ὀρίδεται ὑπὸ τῆς σχἔσεως Ακης αταᾶς 
κ2(Κ41)π(κ-ο,δ1/42,...) (63 Σκ.1). Λαμθάνομεν δὲ ὡς ἀρχιιον πεδἰον Ὦ, το 
πεδἰον τοῦ ιιβάδου ᾖᾗο (2) τῆς συναρτΏσεως ὁρισομενον (τὸ πεδὶον) ὑπό τῆσσυν- 
ὅπαως Οκατοφσ«2Π μα ἀαἀοβούθως Θεωροῦμεν τοὺς αᾶἁάδους ὁ,(3),..., 
ὁ ) τῆς συναρτησεως ποὺ ἂαμθάνουν τὰς τιµὰς τῶν εἰς τἀπεδία Ῥ....., Ὀπ.ι 
Ἀιοβούθως Θθεωροῦμεν η ἀνάτυπα φυᾷλων ἔχοντα τὸ αὐτὸ σχΏµα µέ το κ 
μαὶ “συχαολλῶμεν, τὸ μάτω αρον τῆς “σχισμΏις, τοῦ πεδίου }ο (61.52) 
- ἡ σχισμή τοῦ ἐπιπέδου δεωρεῖται πατα µΠιιος τοῦ Ὀετιιοῦ ἄξονος τῶν κ -- 
μέ το ἄνω ἄμρον τῆς σχισμῆς τοῦ πεδίου },, ἀμολβούθως τὸ αἁτω ἄιλρον τῆς 
σχισμΏς τοῦ πεδἰου 3, μέ τὸ ἄνα) ἄμρον τῆς σχισμῆς ταῦ πεδίου Ῥ, μ.δ.µ. Αἱ τι- 
μαι τῶν ὁς (3) μαί 4, (3) ἐπί τοῦ Θετιιιοῦὺ Ὡμιάξονος (μαὶ Εντός τῶν πεδίων ὃς 
-Ρ.) συμπίπτουν. Κατὰ συνεπειαν ἔχομεν νὰ συγιολλήσωμεν τό ἄνω) ἄμφρον τή 
σχισµΏς τοῦ φύλλου Ὦςο µέ τὸ τιάτω ἄωρον τῶςδ σχισμΏς τοῦ Ὁ. 

Αἱ τιμαὶ τὴς Ψ3 εις τὰ αλλα τιεδία κ δὲν εἶναι τίποτε ἀᾖλο Ἠὶ µή ἔπα- 
ναήληψις τῶν τιμῶν τῶν αᾶᾶδων ὅο, δι... δι. 

δεν, ἡ ἐπιφάνεια τοῦ Ῥίρπιαπη εἰς την προιμειμέντην περίπτωσιν ἀποτε- 


ι , « ια ση ς ο) ͵ Γ Ἀ ῃ ν 
Δεῖται απο η- φυλῆα (6λ.Σκ.1). Αυττι εχει ὡς εᾖεχθτ καί εἰςστην 2 τα” 


, / - 
-ο υαὶ Ἔξοο μᾷασδιμα σπιμµεῖα. 


668. ΙΔΙΑΙΟΝΊΑ ΣΗΜΕΙΑ ΜΙΑΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΣ 

1. Ὁμαδλὰ σημεῖα. Ἔστω Π συνάρτησις ὁ(3) τὶ ὁποία εἶναι ἀναᾶυτιαπ εἷς το σημεῖ- 
ον Ἔοποο (ὁπλ. εἰς μίαν περιοχήν τοῦ σημείου 2ο), Ἱότε τὸ σημεῖον τοῦτο θὰ ααλεῖ- 
ται ομκαθόν σημµεζον τῆς (2). 

Μία συνάρτησις Όά ιιαβεῖται ὁμαδή ἔντός ἑνός συνόλου, ἐὰν πάντα τὰ σημεῖα τοῦ 
συνοΆου ὁρισμοῦ της ἐἶναι ὁμαᾶαά. 

Μία συναρτησις 6(2) δἀ μαλῆται ὁμαδή εἷς το σημεῖον 2-09, ἐὰν ἡ συνάρτησις 
«(3)«{(14) εἶναι ὁμαβη εἰς τὸ σημεῖον 2-0. 

Ἀποδειινύεται ὅτι : 

Ἐντός ἑνός ἀρμούντως μιαροῦ μπύμλου πὲριξ ἑνός ὁμαλοῦ σημείου 2ο τῆς ὁ(3) αὖ-- 
τη ἔχει τὴν ἁατά Ταμθοι Ἐικφρασιν, Πτοι: | 


Σ(2)5Ξ λα, (Ε-2ο)” (1) 


ηΞο ἳ 
Ἐὰν τὸ 3Ξοο εἶναι ὁμαλόν σημεῖον τῆς (2), τότε η φ(2)- 0 (7) Φύναταιν᾽ ἄνα- 
πτυχδΏ πέριξ τοῦ μηδενός εἰς μίαν δυναμοσειρὰν μαὶ αατ ἀιιολούθίαν η 63) 
ἔχει τὰν ἔιφασιν : 
ο 
{(α)-σ(ς)-ὃ α΄ {) 
στο 


Ἡ ϱ) συγιᾶϊνει δι ἀρμούντως µεγχάλας τιµάς τοῦ |3|, ὅπλ. εἰς μἰαν περιοχἠν τοῦ αυ 


Π. Μηδενἰσοντα στημεῖα. Ἕνα σηιμεῖον Ζο θά μαᾶῆται µηδενίδον τὴν 42) ἐὰν ό(29)5-0. 
Ἐὰν (3) Ξ (1-2ο). Φ(3), ὅπου Φ(2ο) Ἔ0 ααί ὁ η εἶναι ἕνας φυσιμός ἀριὸμός, τότε 
τὸ σημεῖον Ἔο ιαδεῖται («ηόενίδον ποθᾷαπᾶοτητος η τῆς ὁ(:). Ἐὰν ηΞ 1 τὸ ἐο 
δὰ παλῆται μηδενίδον ποββαπβότητος ἕνα.) 
θὰ Δέγωμεν ὅτι,το 2-99 εἶναι μηδενίδον τῆς 4 (3), ἔὰν το 2Ξ-ο εἶναι μτιδενίσον 
τῆς φί(1)Ξ ὁ(ἡᾳ). Εάν τι εἶναι ἡ τάξις τοῦ μηδενἰξοντος σημείου, τότε θά ἔχωμεν: 
(6) φ(1)- 55 (2) (), Ῥ(ο)-4ο 


ὅπου ἡ Ρ (2) εἶναι ὁμαδη εἰςτὀ 250. " 


») Ἕνα µηδενίσον σημεῖον Φέν εἶναι τίποτ’ ἄλλο παρὰ ἡιρίδα τῆς 1 (3)Ξ 0Ο. 


ο 


09εν, ὁ(α) τα ϕ(2) , 4 (ο0) Ἡ 0, 


ο Π - 7 ’ , ῃ 
οπου τ 4(5) εἶναι ἀαναᾶυτιμωείςτο 35οο. 


Π 


π.χ. τῆς συναρτησεως 4φ)Ξημα τά μπδενἰδοντα σημεῖα εἶναι οἱ ἀριδμοί κπ ΚΞΟΒΗ 2... 


“ ) ῇ ς ι ς  ν' . ο; - 
Π. Ποᾶοι. ᾿Εὰν ὑπάρχη ἕνας Θετιµος ἄμεραιος η τοιοῦτος ὥστε : 4(3)Ξ(1-2ο) «Φ(2), 
µε Φφ(2ο)0, τότε τό 2- ο μαβεῖται πόῆος η- τάξεως. Δια ὭΞ-Ί πὀ σημεῖον ὔ-2ο 
μαδεῖται ἁπᾶᾷός ποῦος. Γενιιῶς ἕνας πολος εἶναι ἕνα ἀνώμαᾶον σπμεῖον (6λ.1π). 


5 [ 4 ” Π ο. . ῃ . 
Π.χ. Η σύναρτποις ὁ(ᾖ)Ξ Ελὼ ἔχει τὸ 3Ξ2 πολον τάξεως η-4., 


Ἡ συνάρτησις ὁ (3) Ξ ------ᾱ-σεες χεις ὡς πόλους τὰ σημεῖα 2Ξ3ἱ ταξεωςτ-2 
ο 4-5)”. (1:5) 
μαι το 255 ἀπᾶὸν πολον. 
Προφανώς ἕνα μπδενιδον σημεῖον ποὰ Ἀαπλότητος η τῆς 0(2) θά εἶναι πολας τα- 


ξεως η της οι 


{ ι ι ! ͵ ς ( Π - ΄ Π - 
Προτασις 1 -δ-4. Ἡ ἀναγμαία μαι ἵμανη συνόπυη, ἵνα το 2: 5ο εἶναι πολος της 


ἀναΔυτιμῆς συναρτησεως 6 (3) εἶναι αμ 4 (2) αὐ 
το ------ 3ο 


Ἀποδειξις: Ἐπειδῃ 4(3)- (3-29) φ(3), Όπου ᾧ (29)40 ἔπεται ὅτι Εἶπη | 6ῶ)|5 --οο 


/µαν ον: Ἔστω οτι Εἴπι ΙόΦ/- 1ο, Άξχομεν ὅτι τὸ Ζο εἶναι πόλος τῆς ὁ (3). 
Πράγματι, ὀυναμεθα νὰ που έναν ἀριὸμον χΣ0 τοιοῦτον, ὥστε |4(2)]21, ὅταν 


Ος |2-3ο] «ἴ. Ἡ συναρτησις πώ στο εἶναι ἀναλυτιαω ἒἰς πάντα τὰ στιµεῖα Ζ42ο 


τα εὗρισισμενα εντος τοῦ δαµτυλίου Ος|5-Ζο]ς Ὅ αι Επὶ πᾶέον εἶναι τοπιαῶς 
φραχµενη εὶς το 2- 7ο, διότι Έχομεν: αμ πα) - μμτετ: στο Ξ0 ιαίὶ όια μάθε 


ἅ µε Ο-ς |-1ο .. ἔχομεν ΙΠ(2)|- απο 
“0δεν, ἡ π(2) εἶναι ὁμαδη εἰς το - ο μα ἐπιδέχεται τὸ 2-7ο ὡς μηδενισου ση- 
μεῖον. θά εἶναι ἃοιπον: 
Π(2)ς (1- πο) ος ὅπου Κι) 4 0 ιαὶ π κ(2) εἶναι ομαᾶλη εἰς το σημεῖον ο: 


θα Ἐχωμεν: ὁ(2)- Ξ (3-39) Φ(3), ὅπου εἶναι ϕ (Σο) "σος 3 Ο μαι ἡ φ(5) 


το 
εἶναι ὁμαδη εἰς τὸ σημεῖον Ἔς« ᾷο. Ὀδέν τὸ 2-36 εἶναι πόλος τῆς 4(9) τι-τάξεως. 


Πχ. Οἱ πόᾶοι τῆς συναρτήσεως φτπης εἶναι τὰ σημεῖα 2-κπ, ΚΞ9,41,33,... ὀιοτι, 


[ 
. 


} 


«οὐ. Ομοίως τῆς συναρτησεως ὁ(3)- εῷΣ- Εξ πὰ σηµεια 25 κη 


{ 
Έχομεν θἵπω -τι----τ τη 


ὤ-νκπ τημΣι 
εἶναι ἐπίσης ἁπδοίὶ πὸὰοι. 


Ἀποδειανυεται « ὅτι, µία συνάρτηοις ὁ(5) ἄναλυτιωτ εἰς ἕνα χωρίον 6, ης Έχη 


: πὸπολυ ἕνα ἀριομήσιμον πᾶΏὸος ποᾶων εἰς αὐτὸ τὸ χωρὶον. 


Ν΄ Οὐσίώδπ ἀνώμαᾶα σημεῖα’ Ἕνα σημεῖον Ἔςο τῆς 565) το οποῖον ὅὲν εἶναι όμα- 
λον Ὦ πολος ιαβεῖται σὐσιῶδες ἀνώμαβλον σημεῖσν τῆς /(3). 

Ἔαν µία µονότιµος συνάρτησις Έχω ἕνα ἀνώμαᾶον σημεῖων τότε τοῦτο ὃα εἶναι 
ἔτε ἕνας πόλος εἴτε ἕνα οὐσιῶδες ἀνώμαλον σημεῖον, Δί αὖτον τὸν λόγον ἕνας πὸλος λε- 
χομεν ὁτι εἶναι μή οὐσιῶδες ἀνώμαᾶον σηµεῖον. Όδεν, το σημεῖον Σ- 3ο Όα εἶναι ἕνα 
σὐσιῶδες ἀνωμαᾶον, ξὰν δὲν δυναµεδα νά εὑρώμεν Έναν Ὀετιιὸν ἀμέραιον η τοιοῖ- 
τον, ὥστε ο λμα (1-7ο)-. (3) Ξ ΑΟ. 

Πχ. Αἱ ὀναρα ας δ()- ος (1) -ημξ ἔχουν το σωμεῖον Σ-Ο οὐσιῶδες 
ἀνώμαλον (διατἰ 0) 

Αἱ Εξισώσεις 6-1 υαί ηµ--] ἵμανοποιοῦνται ὑπό μιᾶς ἀπειρίας τιμῶν τοῦ 
/ 


κ-1938,.., Καὶ Ἑπ στι ΚΞΟ,Σ429... ἀντιστοί- 


3, τοι, ἆ- πεσητε 


/ 
πεῃί) 
[ ε ὰ, 3 υ Σ/ { ο ᾱ πς -- , 

χως καὶ αἱ ὁποῖαι (ἀμολουδίαι) ἔχσυν τὸ σημεῖον 3-0 ὡς σημεῖον σωσσωρεύσεως. 
Ἡ συμπεριφορά τῆς συναρτήσεως ὁ(3) εἰς ἕνα οὐσιῶδες ανώμοᾶον σημεῖον περι- 


Π 6 Π μα ζω 5 . : ν 
Ἴραφεται ὑπό τοῦ δεωρηΏµατος τῶν (αφογατὶ- Μεἰθτξίγαςς Ὥτοι : 


θεώρπ μα 1-8-|. Τὸ σημεῖον Ζο εἶναι οὐσιώδες ἀνώμαλον σημεῖον τῆς (1), εάν | 
διά Ώάθε ευχες Οετιιῶν αριὸμῶν Ε ααὶ ὁ μαι διὰ μάθε μιχαδιικον αριθμὸν ο 
ὑπάρχτη ἕνα (τουδάχιστον) σημεῖον 2 ιειµενον :Ἐντός τοῦ αύμλου |2- ο ὥστε 
να ἔχωμεν [ό)-θ]ςε. 

Ἐι τοῦ ἀνωτέρω Όεωρτιματος Ἐχομεν: Εἰς μίαν περιοχών τοῦ σὐσιώδους ἄνωμα- 
λου σηµεὶου Ἔς τῆς (5) αὔτη δύναται νὰ πΏπσιαστ οἰονδτιποτε µιχαΦιμον 
ἀριΌμον ο, 


, ” ' ο . Π ' τι , ο. ος 
Ψ. Μεµονώμενα ἰδιάδοντα στιμεῖα. Έστω η συναρτησις ὅ(3) μαι το σημεῖον 2ο το ο- 


- νὰ φι μ , ἀ . . « μή 1 ας ' Π πα] - 
ποῖον εἶναι εἶτε ποΛος εἴτε οὐσιώδες ανὼώμαᾶον σημεῖον αυτῆς. θὰ ἂεχωμεν ὅτι του- 


το εἶναι ἕνα µεκ(ονωµένον ἰδιάδονοημεῖον αὐτῆς, ξὰν ὀυναμεθα νά εὕρωμεν ἐν 
δ 50 τοιοῦτον, ὥστε ὁ ἀὐμλος |Σ-πε]- ὃ δὲν εγωβεὶει ἄλλα ἰδιάδοντα σημεῖα 
ἔιτός τοῦ 2ο. 

Ὅθεν, ἡ συνάρτησις εἶναιάναλυτικη εἰς υάθε σημεῖον μιᾶς ὠρισμένης περιοχῆς 
ἔωτος τοῦ Όεωρηδεντος ἰδιάδοντος σημµείσυ εἰς τὸ ὁποῖον δυνατον να μὴν εἶναι 
ὁμαᾶτ, Ὢ διαφορετιµα: Εἰς μίαν ὠὡρισμένων περισχἠν ἑνός μεμονωμένου ἰδι- 
ἁδοντος σημείου μιᾶς συναρτησεως δὲν ὑπάρχουν ἄλλα ἰδιάδοντα σημεῖα αὐτῆς. 

Π Αἱρομένη ἀνωμαδία. Ἔστω ἡ συνάρτησις ό(3) ἡ Οποία ἔχειτο Ζο υὐσιῶδες 
ἀνώμαλον σημεῖον. Εἰς τῶν περίπτωσιν ὅπου τὸ Μη ὁ (3) υπάρχει, τότε ὀυναμεθα 
γ᾿ ἀποδώσωμεν εἶς τῶν συνάρτησιν Φ(3) εἰς τὸ ἔο τιμήν ἴσην πρός τὸ {ἴτρ Φ3), Ἠποι: 
ᾱ (5ο) Ξ Εἰπῃ ὁ (3) Τότε ἂεχομεν ὅτι ἔχομεν εἰς τό στιμεῖον 2ο αἱρομενην ἀνωμαλίαν. 

ΚΔασσιιόν παράδειγµα ἀποτεβεῖ πι συνάρτησις (3) --τα3- μέ τό στμεῖον 20 οὐ- 
σιῶδες ὀνώμαλον. 

Ἐπειόη ξίτη ΕΕΣ {, ξὰν διὰ 2-0 ἀποζώσωμεν εἰς τὴν συνάρτησις τὴν τιμὴν 
Φ(ο)Ξ-4, Επιτυγχἀνοµεν ἄρσιν τῆς ἄνωμαλίας. 


ψι Ἀνωμαδία εἰς τὸ απειρον. θα Ἀξγώμεν ὅτι τ συνάρτησις {(3) ἔχει τό σημεῖον 2Ξα0 
} - .] { ., ῃ Σ 1 ς ἳ Π 4 ασ ’ Ι όν ψ - 
ουσιώδες ανώμαΆλον Ὦ πολον εαν ἡ συνάρτησις φ(2)- ὁ (15) Σχ τὸ σημεῖον Ἔ-ο ουσιῶ- 
ἀ { 4 [ ο , 1 { - { 
δες ἀνώμαᾶον Ώ πὸᾷον ἀντιστοίχως. Π.κ. Ἀ συναρτησις 4(1)- αἲ ἔχει τό σημεῖον 2-αο πό- 
ᾖον τάξεως τ-2, διότι η συνάρτησις φίἡ)-ό(21)5ατ ἔχειτό σημεῖον ΣΞΟ πὸόλον τάξεως ηΞὸ. 
ς Π 2η - -- ς γε ν 
. Ἡσυναρτηοις ὁ(3)5Ξ ο ἔχει τὸ 1502 οὐσιῶδες ἀνώμαλον σημεῖον, διοτι η φ(2)-4(12)- 6 ε- 
΄ η) ος ͵ , ώξ 
χει το 2Ξ0 οὐσιῶδες ανώμαζον σημεῖον. 
Π . ! Π Ξ ο - .ν - 
σι. Κᾷαδιμα σημεῖα. Τὰ απβαδιμα σημεῖα τὰ Οποῖα εµεβετήθδησαν εἰςτων 63 εἰ- 
Π ] 3 Π } ' : ον μ. { α ' ! 
ναι ααὶ αυτα οὐσιωθδπανώμαᾶα σημεῖα τῆς συναρτἠσεως. Εἰς τὴν 58 περιωρισδη- 
υ ο ! 6 { ο. -- / 5 Π η Π 
μεν εἰς ἕνα στοιχειώὠόηΏη Ορισµον τῶν ιβαδιιῶν σημείων, ααὸ Οτι µία θαθυτέρα 
{ ας , ΄ ( ων -- - [. [ 
δεώρησις τοῦ Θεματος τούτου Εξερχεται τοῦ σαοποῦ τοῦ παροντος θιθλίου. 


να [ . α ι . . ., ' 
Σχετιμῶς Ίσχύει τὸ αιιὸ Ίουθον θεώρημα τὸ ὁποῖον διατυποῦµεν ἄνευ ἀποφειξεως. 


{ [4] 3 -- - . - 
θεωρηµα 1-8 -2. “Ίνα ἕνα οὐσιώδες ἀνώμαᾶον σημεῖον ἄο μιᾶς ἀναλυτιιῆς 


συναρτΏσεως 4 (3) εἶναι αΔαδιιὸν σημεῖον πρέπει καὶ αριεῖ εἰς μάποιαν «ευιλι- 
μην περιοχήν, ὁηλ. 0-3. ς« τ, αὐτοῦ τοῦ σημείου ιάδε ιᾶάδος τὴς συναφ- 
τησεως ὁ (3) νά Έχῃ τὴν µορφην ᾧ(Υ2-2.) ἔὰν 2. οο,Ὦ τῶν μορφών Φ(γ0ᾳ) Ἐὰν 
΄3ρ.ορ, ὅπου ᾧ εἶναι µία ἀναᾶυτιιη ουνάρτησις ἡ ὁποία δεν Ἐχει οὐσιώζη ἀνώμα. 
᾿Δα σημεῖα (δυνατὸν νὰ ἔχη πολους) εἰς τὸν αὐιᾶον στ 


. , 5 ΄ , -- . 
Παραδείχµατα {3’. Ἡ συνάρτησις ὁ(3)- ν2-3ἱ ἔχει ιιᾶαδιιιὸν οημεῖον τὸ 2.Ξ3ἱ 
23/ Ἡ συνἁρτησις ὁ(2)- έοο (24341) ἔχει ὧς “αΔαδιαά σημεῖα τάς ριδας τῆς ξξισώ- 


-.ἵν5 -ἴ- ασια Ἡ 
2 


: κά. ῃ - 
σεως 2443440, Ώτοι τὰ σηµεῖα ι- μαι ο ιν». 


8/ Ἡ συνάρτησις ὁ(2)- γ ζοφ” ἔχει τρία μδαδιιά μα. τὰ 1. 0,0. 


Ἄσκησις: Μά ἔξετασὸῆ ὡς πρός τὰ ἰδιάδοντα οημεῖα ἡ συνάρτησις 4(3)- τεμ (1). 


λύσις: Ἐπειόπ τεμ (5) - "πσοσπω τὰ ἰδιάσοντα στιμεῖα εἶναι αὐτά διὰ τὰ ὁποῖα 
ἔχομεν συν({ᾳ)-ο0, ὅτπλ. τὰ οτμεῖα ὅπου --- π(σην1).-- ἡ Ἡ-2/(π91)Π, ὅπου 


ης ο Σ4 428... 

Ἐπὶ πᾷεον μαί τὸ σηωμεῖον 3-0 εἶναι ἀνώμαλον σημεῖον, διότι ἡ ό(3) δὲν ὁρίδε- 
ται εἰς τοῦτο. ; 

θά ἐξετάσωμεν Πόπ μή τυχόν τἀνωτέρω σημεῖα εἶναι πόλοι τῆς ό(4) μαὶ µά- 


Ίιοτα ἁπᾶοί πὀᾷλοι αὐτῆς, Πρός τούτοις Εξετἁδομεν, ἐὰν ὑπαρχη τό ὅριον. 


ἔπι 4 7-ποσττς ]. τεμ θίτῃι  -ᾱ-Σῶπμι)ῃ 
οι ἅποην). α α 5-»1/(1Π91)Π συν (1/5) 


(ἜἘφαρμοσοντες τὸν ο. {)μοσριίαέ) 


2 : ών 
Ξ δίτη ο {2/2 41) ο 
ώση. τοις αν] πμ (σπφ]]π]σ (σπν1)Σ πῖ οα 


ο ι η Π » -- , Π 
0δεν, τὰ ἰδιάδοντα στμεῖα 2-2/0π41)Π, πΞ 21, Δ,... εἶναι πόᾷοι τάξεως 
| ἕνα, ὁτπλ. ἁπᾶοι ποᾷοι. 


, ῃ Π - [ υ , .. , [ - 
Ἐπειόπ περιξ ἑιμάστου εξ αὐτῶν ὄυναµεθα να τραφωμεν εναν πυιᾶον µε ἀωτῖ- 


9 κά ἀναδβυτ/κη συνάρτησις Φ (2) ὡρισμένη εἰς ἕνα ἀνοιιατον σύνοβον α, ἡ ὀποια δέν ἔχδι 
ἰδιάδοντα. πνίενα ἑατός ἀπο ποᾷους τό ποβύ, μαθεῖται μι ἐρομορφος ἓν α. 


͵ « 2 ͵ ’ - : Π σι, 1, ! ͵ - 

να ὃο ιαατὰλᾶπᾶον ὥστε εντός αὐτοῦ να μήν ὕπαρχη ἆλλος ποᾶος δια τοῦ- 

το τὰ ἀνωτερω σηωμεῖα ἀποτεᾷοῦν µεμο- 
͵ 2 ' ὃν ' 3 ͵ 

νωμένα ἰδιάδοντα σηµεῖα. Τούς ανωτέρω 


/ ! / 
πολους ὀυναμεθα να τούς τοποθετησωµεν 


ΙΓ . ’ ώ. μ ο 
ματά διάταξιν ἐπί τοῦ ἄξονοστῶν χ (64 Σχ.{). -π -Ίβ 2/94 1/Π 
Τεῆος αςξ εξετάσωµεν τὶ είδους ἰδιάξδον [ 
Σκ.1 


σημεῖον εἶναι τὸ 2-0. Ἐπειόπ ὃεν δυνά - 
ὃα να εὕρωμεν ἕναν ἄμέραιον τοιοῦτον ὥστενάὰ ἔχωμεν: -ἶση 2-0 «θἶπῃ κἕ-το- 

με θωμεν ἓ ραιον τοιοῦ τ µε ( ) σσνσὸ εἴη σύγρ 

ἔπεται ὃτι τὸ 2-0 εἶναι ἕνα οὐσιῶδες ἀνώμαᾶον σημεῖον της 9 Επἰ πᾷξον δὲ μάθε 

υμὐιᾶος µε υέντρον τὴν ἀρχὴν ααί ἀμτνα ὁσοόφηποτε µ)άρα περιδχει ἰδιάδοντα. 

σημεῖα (πόᾷβους) τῆς ό(4), ἔπεται ὅτι τὸ 2Ξ0 ἔἶναι ἕνα µἠ µεμονωμένον ἰδιάξδον ση- 


μεῖον της (2). 


Ἀσιήσεις: 
/. χρπσιμοποιοῦντες τούς ιανόνες ταραχωχίσεως εὕρατε τὰς παραχώχους τῶν 
πατωδι αναλυτιιῶν συναρτήσεων: 
) όν, ) {(7)-συν (391), δν οί (ε. λα } ν) ὁ ζ8)Ξ ξοφ (139219!), 
ν) ῥ(8)Ξ5-τοξεφ ζοφξ, νὶ) 4(-ε 


2. Νὰ ὑποᾶσγισθοῦν οἱ πάτωδι Δογάριθμοι: 
Ὁ. θοφ4, ί). ἐοᾷ(-4), ἰῑὶ).ἐοφὶ νἱ) θοφ (-5ἱ), ν) ἔοφ (-1191), 


8. Νά εὑρεδοῦν αἱ τιµαί τῶν ἁάτωθι ξαφράσεων : 


να ν. ς | οι νΕ, ... : ἱ 
ο ο απ αν. 6). (π)) ἰν) να). ν). (8: αἱ)" 


4. Νὰ ὑπολογισθοῦν αἱ α«ατωδι τιµαί. 


|) τοξηµ.-, ἶ). τοξημὶ, ἰί) τοξσυν2, ἵν) τοξεφ (ι 2), ν) Ατο οος 2ἱ, νἰ) ΑιςἰαπΒ(ή) 


4 - ν- [ - 2 , 
5. Νἁ εὑρεδοῦν Πᾶσαι αἱ ρὶσαι τῶν εξισώσεων: 


ἱ) πμ71συν2-0., Ἱἱ) ημᾶ-συναξι ᾖἰ) συνὰ- «0Ο5Η3, ἵν) πμτεξιὶ δίπῃ”Ἔ. 


νο 6 ον - ῃ / ' { ῳ ές 2) / κ. ι 
6. Εἰς εμἁάστην τῶν ἀμολούθων συναρτήσεων εὕρατε μαὶ ὀνομασατε τα ἰόιαδοντα 
σημεῖα εἰς το 2- Επἰπεδον:. 


. ι- αν 
ἰ) ὃν ἰ) 


η ! ο) 
ΕΕΕΝΕΣΤ] ᾖ-ᾱ3 


Έτ 


αι σω ϱἳ : 
ΗΜ) τεστ ἰν) 


Απάντ, {) ᾱ--ιεὶ ἁπλοὶ πόλοι, {ί) Ἔ-ο, 3-44 ἁπᾶοί πόλοι ιιαί Ξ-αρ εἶναι 
μηδενιδον τριτως τάξεως, 

[ἱ) ᾖ-κἰ εἶναι ἁπᾶοι πὸᾶοι ααὶ 2-90 εἶναι οὐσιώδες ἀνώμαλον. 

ν) Ζ-οκπί (ΚΞ512....) εἶναι ἁπᾶοὶ ποᾶοι ααὶ 25900 εἶναι οὐσιῶδες ἀνώμαλον 


- - ε ᾗσ { Γ ο ὰο ι] ῃ { 
στιμεῖον (τοῦτο δὲ εἶναι το ὅριαμον σπμεῖον τῶν ανώτερω ποβλων). 


π. Ὁμοιως: 
ἰ) πα ενοο.α, τν) ποστ ο νὰ (σν1). 
Ἀπάνι. ἱ) τἙ--Φὶ αλαδιμὸν σημεῖον, 3-0 ποᾷος δευτερα τάξεως. 
ἱ:) 3-0 πόᾶος τρἰτης τάξεως, 3-2ΚΠΞἰέοα (293), ὅπου κ-ο1,23,... εἶναι 
πόδοι πρώτης τάξεως, Ζ-οο (ὁριαμόν σημεῖον τῶν πόλων) εἶναι συσιῶδες ἀνώ- 
μαᾶον στιμεῖον. 


ἱ) 2-9, 2-4ἱ εἶναι αἈαδιαα σημεῖα. 


ς Π 
ϐ. Οµοιως: 
4 
: οι ὃν 4 ο... συντ2 
) ϱ 2, [έ) με Πλ) ως τα 


Ἀπαντ. ἰ) Το 2-ο εἶναι οὐσιῶώδες ἀνώμαλον, τὸ 2560 εἶναι ἕνα ὁμαᾶον σπμεῖον. 


, ἰν) ποξ μα 

. 9 - : ι Π . -- ͵ 

ᾖ) π-κπ (Κ-ο,51,-32,...) Εἶναι ἁπῆοὶ ποᾶοι ααὶ τὸ 25990 εἶναι οριαµμον ση- 
. - 3 { αι ο -- / / [ ͵ 

μεῖον τῶν ἄνωτερω πιοᾷών |) Ἔ-ο εἶναι πολος Φευτερας ταξεως και ῶ5ορ εἷ- 


7 ας 4 [ ν κ” ας ευ] { 
ναι οὐσιῶδες ἀνωμαᾶον ῥἵν) 2-9 ουσιώδες ἀνώμαλον. 


. ; 
9 Όμµμοιως: 


(στ). κ) πο ή) ο Ξ ἵν) εφ"ε 


) ϱ . ῃ ͵ . αν Π ’ 
Απανι͵ ἰ) 3-0 υαι 2-90 μάαόιιμα σημεῖα, ἱὶ) 5 ἵΛππ ν ΤΩΞ 31,4)... ἁπᾶοι ποᾶοι, 


1-0 σὐσιῶδες ἀνώμαδον, ᾶ-ω Πόᾷο5 δευτέρας τάξεως (ί) 3-0 τιόᾶος δευτε- 
ρας τάξεως, ῶ-ο0 οὐσιώδες ἀνώμαλον ἰν),ὰ-(2Κ3!)-π. (κ-ο͵»1,23,...) πὸᾶοι δευτε- 


! ͵ . δα ͵ 3 - ͵ 
ρας τάξεως, Ἐ-σο(ὁριαιιόν σημεῖον τῶν πολων ) οὐσιώδες ἀνώμαλον. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Υ 
ΠΕΡΙ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΩΝ 


φον Ὁ 
6,0 ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ντα 


Θεωροῦμεν τον μετασχηματισμὀν: 


ν/- 5(3)5Ξ έρτα (4) 
ὅπου οἱ ᾱ, Ὀ,ς, εἶναι µιγαδιµοί μαί Ἡ ὁρίδουσα Ι8 ας ο. 

Οὗτος οριδει μίαν ἀμφιμονοσημαντον ἄπειιονισιν τοῦ ἔπεατεταμενου μιτα- 
διαοῦ ἔπιπέεδου ἐπὶ τοῦ ἰδίου. Ο ἀνωτερω µετασχημµατισμος ιαδεῖτοι γραμ- 
µιιιός τιζασματιιιὸς μετασχηματισμός ἡ μετασχηματισμός τοῦ Μὸδίας ἡ 
ὁμογραφιιιὸς μετασχηματισμό». 

ὃ, Ἐὰν ὑποδέσωμεν ότι: .κ--ᾱ- μαι «Ο,τοτε τ εἰιάών 5 (3) ἕλός τυχώντος 
στπµείου 3 9ά παρξχεται μονοσημάντως υπό τοῦ τυπου (1). 

το σημεῖον ---ᾱ ἔχει ὡς εἰαόνα µέσω τοῦ (1)/τὸ ματ ειδοχην σηπμεῖον 
Μ-οο τοῦ μιγαδιιοῦ ἔπιπέδου, Πτοι: 

ν/- 5 (-ἆ)-οο, ἔὰν «Φο 
τοῦ δε σημείου ᾱ--α ἡ εἰμων δίδεται ὑπό τοῦ τύπου: 
Β 


- ο θίνο ἀδνο . ρ' ὃ-ᾶτ ἃἂ 
Μη 5 (αρ) - Επι στα μμ ατα ον ο ο. 


) Ἐάν ς«-ο͵ ο (4) γράφεται ν/--ᾱ- 3 «ταν μαί ἔπειδη 


ἃ Ὦ 
[α ἄ/1ο--» 840. 
Ὥστε εἰς αὐτὴν τήν περίπτωσιν ἔχομεν : 


-ἲ- 5 ᾱ- ({α) ὅπου 8.Β4ο. 


Οὕτω πι Εἰιών 563) μάθε σημείου 7 ὁϊδεται μεσω τοῦ τύπου (1α), τοῦ δε ση- 


µείου Ἄ-ου τι εἰιὼν Εἶναι ν/- 9 (ορ) οο. 


ἄϊ) Ἐαν |ό 5 |-ο,τότε -ᾱ- -ᾱ- -λ υαί ὁ τύπος (1) τίνεται: 


Οὕτω Έχομεν τήν τετριμένην περίπτωσιν , ὅπου ν/Ξ 5 (3) Ξ ὰ ὅτλ. αάθε στι- 


μείον τοῦ κιν, δπιπεδου ἀπειιονίδεται διά τοῦ ἀνωτέρω μετασχηματισμού 
εἰ τὸ αὖτο σημεῖον λ τοῦ μιγαδιιοῦ ἔπιπεδου. 


Διά τοῦ τυπου (1) ὀρίδεται ααἱ ὁ ἀντίστροφος μετασχηματισμός, Πτοι: 


τος ην) - Ὃ ο Ξ (2) 


Οἱ µετασκηιµατισµοι 9 μαι 5 δἶναι ἀντὶστροφοι ο ἒνας τοῦ ἄλλου. 
Ὁ μετασχηματισμός (9) δύναται νὰ γραφηΏ ιαὶ ὑπο την µιορφτνν : 
τα 1. ο αυ πο (9) 
ὅστις εἶναι γραμμιιιός ὡς πρὀς 2 μαὶ γραμμµιωός ὡς πρός ν, ος αὐτο ο (1) 
μαβεῖται μαι ἀγιοαμμιιός μετασχτηματισικός 
"να σημεῖον 3 τοῦ ἐπειμτεταμένου μικαδιιοῦ Επιπέδου ααλεῖται σταθερὀν 
σημεῖον διά τὸν γραμμιιόν μἈασματιιιον μετασχωματιομὀν (1), ξὰν τοῦτο ἵνα - 


νοποιῃ την Εξίσωσιν : 
Ἀ ἆ -Ὁ 


σα στα (4) Ἡπ 
ομ΄-(8-α)ἆ-ὈΞο Ἅ{(85) 

ἔμ (8) εἶναι µία ξξίσωσις δευτέρου θαθμοῦ υαί ἔχει τὸ πολὺ δὺο ρίδας, αρ- 
μεῖ οἱ συντεβεσταὶ αὐτῆς να μην µηδενίδωνται παντες συγχρονως. 


ῃ , - . .. [ [ 
Μια ὁιερευντισις της (5) ἐπαφἰεται ὡς ἄσωησις εἰς τὸν ἀναγνωστην. 


82. ΕΙΔΙΚΑΙ ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΙΣ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΩΝ 
Ενδιαφέρον παρουσιαξουν αἱ αάτωθι εἰδιιαί περιπτώσεις τοῦ μετασχτιματισμσῦ 
(0 της δ 1. 

1. Ὁ μετασχτματισµός ἵ/- 3 ΡΒ (Μι) ααδεῖται 
παρά Ἰδηᾶβος µεταφορά. Όπως δειινύεται ικαί εἷς 
το ΣΧ. 1, τὸ σημεῖον 2 μεταφέρεται δια τοῦ µετα- 


σχπματισμοῦ (Μ:!) εἰς το σπµεῖον Μ/. 


- [ ͵ / [ αν Ἅ 
Γενιιαώς µαθε χωριον µεταφερεται όια τοῦ ανα)- 
' ο. η υπ. Π { . [ 
τερω μετασχηματισμού εἰς ἕνα χώριον ἴσον προς το αρχιμµον. 


0 


π. 0Ο μειασχηματισμόὀς ο... (Μ.) ααβεῖται ἀντιστροφγ). Οὗτος ὁπμιουργεῖ 


͵ / . [ : ο. έα - - 
μιαν ἀμφιμονοσημαντον αντιστοιχιαν µεταξυ τὼν σπμειών ἆ{(0) του μιγα Φδιμοῦ 
2 , [ - 3 ῃ ᾿ -. [ να 3 ( μ 
ἔπιπεδου επἰ τοῦ Ἰδίσυ. Εἰδιαῶς το 2-0 ἀπειιονιδεται εἰς το ν/- αο ικαὶ το ΖΞοο 
᾿ἀπειιονίδεται εἰς τὸ --ο. | 
ος [ὁ ι ο. [ - ας) ͵ 
Παραττροῦμεν, ὅτι Π εἰιών τοῦ µὐιβου |Ἠ]-ε εἶναι ὸ αυιμᾶος ν]----. Ἐπίσως 
/ / - ώ - [ ͵ .) ͵ 2 ' 2 --- 3 
µια 8-περιοχη |/αίςε τῆς αρχτς, µε την αρχην εξαιρουµενη ἀντιστοιχεῖ εις 
[ ͵ - ͵ { 
την περιοχην του απειρου Ίν]2τε. 
ς 2 ͵ 
᾿Ἔσιω π εξισωσις: 
α (αχ νη’)κθχαωτινὃ-ο κ) 
οὗ ε [ ' - ὁ [ ὦ το , ο { 2 ὃς 
μαι η οποία δια αφο παριστᾶ ἕναν μύιλον, ἓνῶ ὁια αξο παριστᾶ µιαν ευθεὶ- 
αν Ὕραμμητν, 


' ο { [ [ ͵ { . / ! 
Ἔαν εἰς τον τυπον (Μι) θεσωμεν Ἐ-χφὶν μαὶ /ςωνίυ, τὀτεοῦτος Τράφεται: 


μεῖυς --ἆ-τ- (2) 


χαἰν 
ἙἘι της (2) Δαμθάνομεν: 
μπτερῃτ » Ὁ παρνης (Φα) , 
8 σι 9 
- ἤ απτσνοςι Ὁ π πττος (5Ρ) 


Οὕτω  ἀόχω τῶν (39),Ἡ (1) μετασχηματίζεται εἷς την Εξίσωσιν 
ὃ(ω)νυ’) «θὰ -γυνα- ο 6) 

ἛἜι τῶν (1) μαι (4) συμπεραίνοµεν τὰ ιιάτωρθι : 
ἱ) Ένας αὐιλος (αγο) μὴ διερχόµενο» διὰ τῆς ἀρχῖις (640) εἰς τὸ ᾱ- ἔπίπεδον µετασχηµα- 
τίξεται ὑποτοῦ (Μ;) εἰςτο ν/-επίπεδον εἷς Έναν ιύνλον μΏ διερχοµενονδια τς αρχη». 
ἵ) Ένας αύιᾶος εἰς τό 2- ἔπιπεδον διερχόμενος διὰ τῆς ἀρχῆς (ὅὃ-ο) µέτασχη- 
ματίςεται ὑπό τοῦ (Μ,) εἰς τὸ ν/- Επἰπεδον εἰς μίαν εὐθεῖαν γραμμήν µη δι- 
Ερχοµενην διἁ τῆς ἀρχῆς. 
Ι) Μία εὐθεῖα γοαµµη (α-ο) τοῦ 2- ἔπιπεδου μή ὁιερχοµένῃ διά τῆς ἀρχῆς 
(δέ0) µετασχΏμµατιδεται υπο τοῦ ( Μ,) εἶς το ν/- επίπεδον εἰς ἕναν αύιᾷον ὅι- 
ἑρχόµενον δια τῆς ἀρχῆς. 
ἵν) Μία εὐθεῖα διερχοµενπ διὰ τῆς ἀρχῆς (α-δ- 0) τοῦ ᾱ- ἐπιπέδου µετασχη- 
µατίδεται ὑπό τοῦ (Μ,) εἰς μἰαν εὐθεῖαν τοῦ ν/- ἐπιπεδου διερχομένη διά τῆς 


αρχης. 


ν) Ἡ εὐθεῖα ας ο,, (ςι3-ο) μετασχηιματίδεται εἷς τὸν αύιΛον αι Ξο (5, 
ὅστις Εφάπτεται τοῦ υ-ἄξονος εἰς τὴν ἀρχήν τῶν ἀξόνων. | 
νί) Ἡ εὐθεῖα υ-ς., (0,40) μετασχτματίδεται εἰςτὸν μύιιλον ιῖνυ Ἱνοδ κο «ϱ 
όστις ἐφάπτεται τοῦ ια -ἄξονος εἰς τήν ἀρχὴν τῶν ἀξόνων, 
νἰι) Το ἡμιεπίπεδον Χ 26ο, (Οι,20) ἔχει ὡς εἶιονα µέσω τοῦ μετασχηματισμοῦ 
(Μι) το αρὶον. 
τεστ, (39) Ἡ (μ-τος) νυἳ « (σε). (6) 

Λογω τῆς (8) ἡ εἰιών κάθε σημείου εἰς τὸ ἀνωτερωυ Ὀεωρηδέν ἡμειεπί- 
πεδον αεῖται έντος τοῦ ιύὐιιᾶου που ἔχει ἔξίσωσιν (ω-τςι) 3 Ξ (ος) 

Ἀντιστροφωςς, τάθε σημεῖον κείμενον ἔντός τοῦ ἀνωτέρω αύὐιιᾶου ὃ8α εἷ- 
ναι η εἶιών κάποιου σημείου τοῦ ἀνωτέρω ημιεπιπέΦου. Οὗτιυ πεἰιὼν τοῦ 


ς ᾿ - ς Π / { 
πμιεπιπεόου είναι οᾶοιᾶηπρον τό αυιμᾶιιὸν πεωρἰον. 


πο μετασχηματισμός ν/- 8.5 (Μ9) α: µιχαδιιος ἀριὸμος ιαδεῖται περιστρο- 
φη. Ἐάν ἂ- ||. εἳ-- ρ.οῦ μαί ἆ- [5 -οἳο- τς. οἱ) τότε Δόχω τς (9) δὰ ἔχωμεν: 
ν/-ρτο » (υ. 

Οὕτω ὁ μετασχηματισμός ὁ ὁριξόμενος ὑπό τοῦ τύπου (3) ἀπειιονίδει ειδε στι- 
μεῖον 2 (309) µε ποδιιάς συντεταχµένας (Ἔ,φ) εἰς τὸ µτι μηδενιιὸν σωμεῖον ν/ 
ἔχον πολικας ουντεταγµένας (ρ.5,639). Αὕτη ἡ ἀπειιιόνισις ἔπιφερει μίαν πε- 
ριστροφην τοῦ ἀρχιμοῦ διανύσματος 3 πἐριξ τῆς ἀρχῆς ματὰ γωνίαν θ-ατα ἃ 
μαί Επίσης µίαν « Φιαστοᾶτιν », Εάν ρ21 Π «« ουστοβην» Εαν ρςι τοῦ διανὺ 
σµατος ὰ ὑπο τοῦ παραχοντος |Δ|- ρ ομ εἰιών δοδέντος πωρίου τοῦ μιγαδιαοῦ 
ἔπιπεδου ὑπὸ τοῦ ἀνωιτέρω μετασχτιματισμοῦ εἶναι ἕνα χωρίον ὅμοιον πρὸς τό 
ἀρχιιιον. | | 
κ ο μετασχηµατισµος Μ/- 8 -- Ὀ (Μ4), ὃσ ὅστις συνισταται ἀπὸ μίαν Περιστρο-- 
φὺν μαι -- παραβΆτιλον µεταφορὰν ια Δεῖται Σραμμινός μετασκημαεισμός. 
(Οὗτος εἶναι Ὥ σύνθεσις τῶν μετασχτιματισμῶν 1 μαι Π.) 

ο Λαμθάνοντες ὑπ) ὄψιν τούς μετασκτιματισμούς (Μ, ), (μ.), (Μ.) παραττι - 
ροῦμεν ὅτι, ὁ µετασκηματισµός (1) τῆς δ 1 ὀυναται νὰ δεωρπΌΏ ὡς ἡ τία- 


τὰ λληλος σύνθεσις τῶν κἁατωθι μετασχηματισμῶν.: 


ν/ πε, ν/---, ν-δ-, 
[4 -. - ᾗ ͵ . ον - 
οἱ ὁποῖοι ααλοῦνται μαὶ Ὑεννήτορες τοῦ Ὑραμμιιοῦ αἈασματιιοῦ µετασχη- 


ματισμοῦ (31). 


Δ3νΟ ἃ Ὁς-θά { 
ετᾶ 5 ο Ονά 


ἂ π φΟ δύναται νὰ θεωρπὸῦ ὡς ἡ συνθεσις τῶν ματωὸδι μετασχτιματισμῶν:; 


Οὕτω ὁ γραµµιιος αΔασματιιὸς μετασχτιµατισµός ννΞ 


. 5 ο 8 ,. Ός-Δά 
ὥ- ος κά, τα Ρ ο λά 


Εὐμοβως ὀυναμεθα να διαπιστὠσωμεν ὅ ὅτι οἱ μετασχηματισμοί ν/- 3 αι 
Ν/- ΔΣ ἀπειιονίδουν τὴν περιφέρειαν Π τὴν εὐθεῖαν εἷς περιφξρειαν τ εὐθεῖαν αντι- 
διοίχως. Ο δὲ µετασκηματισμός Υ/- 5» ὅπως εἴδομεν, ἀπειιονίδει ἄλλοτε μεν τήν 
περιφξρειαν εἰς περιφξερειαν, ἄλλοτε δε εἰς εὐθεῖαν μαὶ τὴν εὐθεῖαν εἷς εὐθεῖον 
ἡ περιφξρειαν. 

Ἐὰν θεωρήσωμεν την εὐδεῖαν γραμμήν ὡς µἰαν περιφἑρειαν ὑπό τὴν εὖ - 
ρεῖαν ἔννοιαν (ἔχουσα ἄπειρον ἀωτίνα), τότε ἔια τῶν ἀνωτέρω εὐμοᾶως δυνα- 


µεθα να Εξαζαχωμεν το πατωτερω σπουφδαῖον συμπερασμα: 


Πρότασις Τ-2-1. Οἱ γραμμικοι μα ἁασματιμοίὶ μετασχημµατισµοἰ Φιατηροῦν 
ς / -- ή Π : 
τὰς ὑπό εὐρεῖαν Ένγοιαν περιφερειας. 


63 ΠΕΡΙ ΤΟΥ ΔΙΠΛΟΥ ΛΟΓΟΥ 
Ἔστωσαν τὰ διαµεαριµενα στιμεῖα Ἔ,,ὲ.,2ι,2ς«. Καβοῦμεν διιδοῦν ἆδ- 


ἔον αὐτῶν ααὶ τον συμβοβίδοµεν µε (2,,2.,29,2.) την ιάτωθι παράστασιν.. 


ο ιτ , Ἐν 
(5,1. ἐν 2) ΖἍ- Εφη . ᾱι-ᾱ., 

Δύναμεθα να Επειτεϊινωµεν την ἔννοιαν τοῦ διπᾶοῦ πλου ται εἰς τετραὀαςση- 
µείὼν τοῦ ἐπειωτεταμένου μιγαδιιισῦ ἐπιπέδου, ὅπου τὸ ἕνα ἐξ αὐτῶν εἶναι τό οο. 


Οὕτω,π.κ. θα ἔχωμεν: 
δν δν 
”.9-2: 


(5, ἐς, Ἐς, 


αὐ (5,8. ἐν) . 


232 4 ͵ ς -ᾱ ' ᾗ - [ 5 8 - 4 , ' 
Κατ ἀναᾶογον τροπον ευρισμομεν τας τιµας των ματώθι Φιπζώων 4ογχων. 


(5,7. 50, 24), (2.90, 252.) (0, Ζα, Σα, δι). 


Ἐμ τῶν ἀνωτερω µία ἃμεσος διαπἰστωσις εἶναι ἡ ιἁτωδι: 
3-(3,0,1,99) Ξ {0,3,00,1) Ξ (10ο, 2,0) Ξ (οο,1,0,3). 
45 Θεωρησωμεν τὴν ἔξίσωσιν τῶν διπὰῶν λόγων : 
(μήν, νά) - (2,289 3) (1), 
Εάν ε εἰς τὰ διαειιριµενα σηµεία 3,,Σε, 2, ἀντιστοιχίσωμεν τά σηµεία θ/ο 
τότε Ἡ (1) γράφεται; 


(0,190) Ξ (1,1. ,,3,) (2) 
Επειδή εἶναι (νή0,1,οο) - νύ͵ Ὥ (2) γίνεται: 
Ἡ-ξι 2-5 
κά, στη  πσην (8) 


- { 
Ἐι τῶν ἀνωτερω ἔπεται: 


Π ι -” κ ο 
ἥροτασις -3-/. Ἔαν αι,2,,ὰ, εἶναι τρὶα Φιαικειριµένα σημεῖα τοῦ ἔπεκτε- 
ταµένου μιχαΦιιοῦ ἐπιπέδου, ὑπάρχει ἔνας γραμμιιὸς αΔασματιιός µετασχημα- 


Ἴσμος Υν-Τ(2) ὁ ὁποῖος ἀπειμουίσει τὰ σημεῖα ταῦτα εἰς τὰ 0,0 ὀντιστοίχως. 
Ἴσμος 9 0ποιοΣ απειµονιει τα σηµεία ταύτα ει» τα Ἀντιστοιχως. 
Συμφώνως πρός τὴν ἀνωτέρω προτασιν ἔχομεν: 


ο. --ἓι ἆλ-ὅς 
ΜΞΤ()- α-ξ. ὁἆνλ- τι 


ἡ ζι-ᾱ,, δι-ὰ, | 
μαι : ἷ τπτ τν τὰ. - 2 Ζ 
(1!) Ξ-ᾱ, 1-2, {3,, η «) 
Ἐια τῶν ἀνωτερω ἔπεται: 


Πόρισμα σ-3-{. Ὁ διπδοῦς λοχος (1, 2., ἔν, 24) εἶναι ἡ εἰιών τοῦ 3, διὰ 
τοῦ μονοσημάντως ὁριδομένου ὑπό τῆς ἀνωτέρω προτάσεως µετασχτιµατι- 
σμου γ/Ξ Τα, Πτοι: (5. ἐ, ἐν, κ) - Τα, : 


Προτασις π-3-2. Ὄστωσαν τεσσαρα όιαμειριµενα σημεῖα δ 3, ἐκ, ἐς τοῦ 
ἐπειτεταμένου μιχαδιιοῦ ἔπιπεδου μαί ο αμμιικος «ἄασματιιαος µετα- 
σχηματισμὸς ν/Ξ5.. Τὸτε ἴσχύει: 

( 5 3ι, 9ᾶ., θὰ, 5 3) . (2., ἔ, ) Ζν, 2) 
ὁπλ. ὁ τραμιµιιός μᾶασματιιός µετασχηµατισµος διατηρεϊ τὸν Φιπλοῦν λο- 
: ζον. 


µἀπόδειξις: Ἄς θεωρήσωμεν τὸν μετασχτιματισμὸν ν/ΞΤΣ που ὀρὶσὃπτι εἰς 
τῶν προπχουµένην πρὀτασιν ιαὶ ἂς εὕρωμεν τάς εἰιόνας τῶν 55., 539,93, ὑπὸ 
τοῦ Τ9”'. Πρός τούτοις ἔχομεν: 
Τ6(51,)- Τ,-ο, Τ9 (55))- Τε, Τ5 (5ει)- Τε, - οο. 
Ἑπομένως θάσει τῆς ἀνωτέρα) προτάσεως ιιαί τοῦ ἀνωτξρω πορίσµατος ἕ- 
χομεν : 
(6,55. 53,, 93.) Τὸ (55) Τὰ Ξ (1,3. ἒν ἐν). 
9 Μέ τὴν θοΏθειαν τῆς ἀνωτέρω προτάσεως δυναμεθα νὰ εὖρωμεν τὸν γΥραµ- 
μιιὸν ιΔασματιμόν μετασχηματισμόν ποὺ ἀπεικονιδει τρὶα διαμεωριµένα 
σημεῖα 3,, Σι, ς εἰς τὰ διαμειριµένα σημεῖα Μή, Μ.ν/, ἄντιστοιχως, ἀριμεῖ 
. πρός τούτοις νὰ γράψωμεν τον μετασχηματισμόν (ν/ Αν νι) (1). 3. ὅ9). 
Το ἀνωτερω το Φιατυποῦμεν εἰς την μάτωθι πρὀτασιν ααὶ δίδοµεν μίαν ξε- 


χωριστην ἀποζειξιν. 


Προτ ασις τ-3-3 «Ὑπάρχει ἀμριθῶς ἕνας χγραμμµιιός πλασματιιος µετα- 
σχηματισμός, ὁ ὁποῖος ἀπειμονίδει τρἰα ὁιαμεμριμέενα σημεῖα ἔ:,,2,,ὲν του ἐ- 
πειτεταµάενου μιχασιιοῦ επιπεόου εἶς τρια διαιεµριµενα στιαεῖα νΜ, νά νή 

Ἀπόδειξις: ᾿Εὰν Θεωρησωμεν τὴν Εξίσωσιν : 


(ν/- νι) (νι) (2-1). (1.-79) (9, 


(ν/-ν/ν) (νι) ο (3-9). (ἐι-21) 

Δεζομεν ὅτι αὑτη ὁρίδει τὸν Ἐν ἂόγω μετασχτιματισμόν. 

Πράγματι, αὐτη γράφεται: 

(-5ε) (νι) (1ς ἐι) (νι νι) 5 (1-51)-(ν/-νή) (ὲι ἂν) (νά) ϐϱ). 

'Εὰν εἰς τὴν ξξίσωσιν (1) θεσωμεν -3,, τὸ δεξιόν μέλος τῆς (2) γίνεται µηδεν 
μαὶ ἐξ αὐτοῦ ἔπεται, ὅτι Μ/ΞΝή. Ἀναλοχως, άν Όεσωμεν 2Ξ3,,τὸ ἀριστερόν μἒ- 
λος γίνεται μηδεν αἱ εξ αὐτοῦ ἔπεται ὅτι κ/-ν. Τεᾶος δια ἆ-ᾱ. Επιτυχχα- 
νοµεν την εξἰσωσιν : 

(νι): (νι) Ξ (ή νά). (νι νι), 


ς ς Π 2 δν κα [ / 
Ώ Οποια ἔχει τήν µοναδιαην Λυσιν ν/ξ νά. 


! κ 2 1! υ Π ο ω τη / Π - » 
Τεᾶος ας εξετασωμεν την περιπτωσιν οπου ἕνα τῶν Φοθεντων σημείων τοῦ ν/-ἕ- 


[ »/ ͵ ͵ .- ' 
πιπεδου Έστω π.χ το Μή,Ξοο. Τότε ἡ εξισωσις (1) γράφεται: 


(νν κ) (1 Ἡπ) . [5-5]. (1ι- 39) 
(ν/-νήν) (1) (στ ἐν) (ὅτι) ο 
λΕπειόη - Ξο, Πη (38) δίδει: 


ΧΑ γι -- (4-5)).(ἐ.- 79) (4) 


νι ι (5-29): (ὔ,- ἔι ) 
- α [ 3 ι ι Π , ς ! , . 
Παρατηροῦμεν ἂοιπόν, ὅτι ααὶ εἰς τὰς δύο περιπτώσεις ορίδεται ἕνας χραµ- 


{ 6 ΄ 
µιαος ιιᾶασματιμος µετασχημµατισμος. 


- Παράδειγμα: Νά προσδιορισδΏ ὁ χραμμµιιμὸς αβαοματιαός μετασχηματισμός 
ν/Ξ 5 (2), ὁ οποῖος ἀπειιονίδει τὰ σημεῖα 2:54, 3.-0, Ἔε--4, ἀντιοτοϊκως, 


εἰς τα στιμεῖα ν/ «ἰ, ν/Ξοο, ΝάΞΛ, 


2 
φ - 9 ῃ [ ' “ ς ῃ 
λὺύσις: Ἀντιμαθισιῶντες εἰς την εξίσωσιν (4) τα ἆ,,ὲ.,ἒι αὶ Μ/) ν/ς, ευρί- 


{ 
σµοµεν µετα τάς πράξεις: 


ο (ισ) ν (ἰ- 1} 
σαν ωμμωω 


͵ ᾽ ͵ οι [ι ι - - ) ͵ 2 [ 
Εὐκοβως επαδπθεύομεν, Οτι τα ῥοθέντα σημεῖὰ τοῦ ᾷ- Επιπεόσυ απειωονἰ- 


ι [ -- -- 2 µ 
Έονται εἰς τὰ δοθεντα σημεῖα τοῦ Ν/- επιπεδου. 


Προτασις -3-4. Ὁ διπᾶοῦς ἆἄοχος (3,,2.,Σ.,2.)΄ εἶναι πραχµατιιός ἀριθμός, 
ἔάν μαὶ µόνον άν, τὰ τέσσαρα σημεῖα μεῖνται Ἐπὶ μιᾶς περιφεφρείας ὑπό την 
εὑρεῖαν ἔννοιαν (ὅτιλ. Επὶ μιᾶς περιφερεἰας Ώ μιᾶς εὐδεία). 

Ἰαπόδειξις: Αν θεωρήσωµεν τὰ σημεῖα ἆ,, 2., 3., τοτε ουμφείνως πρὸς την Προ- 
τασιν Π-3-{ Όπαρχει ἕνας γραμµιμός μ.λασματιμος µετασχΏµατισµος ποι) 
απειµονὶδει τα σημεῖα ταῦτα εἶς τὰ σημεῖα 0 !, ο μαι ἂς μαᾶέσωμεν ὁετοῦ- 
τον τον µέτασχηματισμὀν Υ/Ξ Τα. | 

Ἔστω δε Ν/- ΤΣ,. Ὡς γνωστόν Έχομεν: 
νή -(νν ο, 1 ον) - (229,39) - 
) Ἐαν τα 2,,2,,3,,Ζ, ἂνπιουν εἰς μίαν ὑπὸ τῶν εὑρεῖαν Έννοιαν περιφξρειαν τότε | 


ι - ͵ Π ! 2 μ [ Π { η ΄ . 
θάσει τῆς πρστάσεως Τ-2-4 μαὶ τὰ ΥΝ/ .0, 1, Όα ανπιουν εἰς µιαν ὑπό τὴν ευρειαν 


Ἔννοιαν περιφέρειαν, ἓν προιειµένω δὲ ταῦτα ἀνπισουν εἰς τὴν εὐθεῖαν την 
ὁριδομένην υποτῶν 0 μαι |. Κατὰ συνεπειαν ο ἃογος (ή, 0, !, ο) Θα εἶναι 
πραχµατιιός ἀριδμός ασὶ Ίσος πρός τὸν πραγματιιόν ἀριθμὸν νή,. Όδεν ὁ 
οχος (1,,2., 3ε, 24) εἶναι πραχµατιιός αριθµός. 

{) Ἐάν ὁ ἂόγος (2,,3., 39,2.) εἶναι πραχµατιιός ἀαριδμός,τοτειιαι τὸ νή εἷ- 
ναι πραζµατιιος αριομὸς ητοι τὰ ΜήΟ, 1, οο ἀνπιουν εἰσ τὴν εὐθεῖαν τὴν ὁρισομε- 
νην ὑποτῶν ο ιαί {, βάσει δὲ τῆς προτάσεως Υ-2-! τὰ 2,2,,39,3, Θὁ ἀνμιουν εἰς 


[ 6 Π ' ” ας “ 
µιαν υποτην εὐρεῖαν Έννοιαν περιφερειαν. 


64. ΕΙΔΙΚΟΙ ΤΥΠΟΙ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΩΝ. 

1. θεωροῦμεν τον χραμμιιόν αΔασματιιὀν μετασχηματισμὀν: 
. Ν/Ξ -- ιτ, ΞΞ) (1) 

ΛΕῄοµεν ὅτι, ξάν το ἔο εὑρίσιεται εἰς τὸ ἄνω ἡμιεπίπεδον τοῦ - Επιπεδου 
ὁ (ι) ἀπειμονὶδει τὸ ἄνω πμιεπἰπεδον ἔντός τοῦ µοναφδιαίου µύμλου τοῦ ν/- 
.ς 
έ 


πιπέδου τοι: Ἰν/ |. 
Ἀπόδειξις: Ἔχομεν ὅτι: 


Γνν]|- [ον 6 -ε. )|- Εξ» - (2) 
Ἐξ ἄλλου, ὅπως φαίνεται εααὶ ἀπό τὸ Σχ. { Ἰσκύει' 
[ῶ-5ε-|α-τι] (4), 
ἡ δε ἰσότης εἰς τὴν (3) ἰσχύει,τόοτε μαὶ µόνον 
τὀτε, ξάν τὸ 3 εὑρίσιεται Επί τοῦ πραχματιιοῦ 
ἄξονος τῶν χ. Ἐι τῶν (2) µαὶ (3) Δαμβάνομεν: 


ζκ | 


[νν]/ 1. ο .ε.δ. 
9 Ἐφαρμογη: Νάἁ εὑρεδΏ ἕνας χραμμιιός μασματιιιός µετασχΏματισµος,ὁ ὁ- 
ποῖος να ἀπειιονιδη το ανω ἡμιεπίπεδον τοῦ Ζ-επιπεδου εἰς τον μοναδισῖον 
μὐιῆον τοῦ Ν/- ἔπιπεδου μαὶ τὰ σημεῖα ἱ οσο εἰς τὰ στιμεῖα Ο,-4 ἀντιστοίκως. 


, , / 9 ͵ ς { [ - - 3 - 
Λνσις: Συµφώνως προς τἀνωτέρω, ὁ µετασχηΏημµατισµος δἀ εἶναι τῶς µορφτις: 


μ- άν (25Η) ω 


θετοντες διά α-ὶ κο, -ἡ (1) γράφεται: 
ο ρῖθ {ἱ- 2ο 
Ἔωτπς (2) Δαμθάνομεν Ζοξὶ. 


ν/- οἱ. (0Ε) 3 


θετοντες εἶς την (9) δια 3-σο Ν/Ξ-!{ εὑρίσιομεν: -/«-θΘ 


Ἡ (ἱ) ἂΔοιπόν γίνεται 


θ 


Ὅθεν, ὁ (1) γράφεται τελιικῶς: 


στι ἰι-ᾱ 
καρτ σα 
ἆ-ᾗο 
2.131.) 


" ᾗ ο. ᾿ ' ἓ 5 .. 1θ 
ο Αποζδειινύεται ευμολως, οτι πάθε µετασχηματισμὸς τῆς µορφΏς Ι/:Θ 


ὅπου |ᾶε-{, ἀπειμονίδει τον µοναδιαῖον δίσισν |3]Ξ1 Έντος τοῦ µοναδιαίου 


δίσµου |Ν/| 1 ἀμφιμονοστιμάντως. 


ς ’ -- ' Γ { 
π. Ο µετασχηµατισµος Μ/Ξ Σ (1) ἀπειμονισει ἀμφιμονοστιμαντως το µιγαδι- 
μὸν Επἰπεδον ἐπί τοῦ ἰδίου. Οὗτος διατηρεῖ τὰς περιφερείας εαί τὴν εὐθεῖαν 


Π .] ' 3 ον 
την απειμονιδει εἰς ευθεῖαν 


ς ' : Δ3ΥΡ ἃ Ὁ | μα : η - 
Ο µετασχηµματισµος Υ/Ξ ςἩ να (α], Ε ἁ 4 Ό, οστις ὄυναται να θεωρποῦ 


[- ς , 1, ος . κα - , 

ὦςδ π συνθεσις τῶν μετασχηματισμῶν Μ δέν μαὶ ν/ΞἘ ιαβεῖται ἀντι- 
ι. 

Μόβίως µετασκχπμµατισιιὸς.. 


Εὐυιοῆβως διαπιστοῦται ὅτι: 


9 .. . , κα Π ς Π 3 . σ/ 
οἱ ἀνιι- Μόβίως μετασχηματισμοί Φιατηροῦν τὰς ὑπό ευρεῖαν Έννοιαν πε- 
ριφερείας͵. 


Ὁ ἀντι- Μὸδιας µετασκωµατισµος ποὺ ἀπειμονίδει τὰ τρία Φιαμευριμέ- 
να σημεῖα 3,,1,, τι, εἰς τὰ διαιεαριμένα σημεῖα ΝΜ,ΝΑ., Νε θὰ δίδεται ὑπὸ 
τοῦ τύπου): 

(ιν, ήν) Ξ (3, 5,3, 39) (9) 
ια τοῦ (ι) ἀαμθάνομεν;: 
(ήν) 5 (1,3, 3 29) Ἅ{2) 


ι πηρε κτη ͵ ᾗ ͵ η ω Π Σα ἤ 
Αλλα (15,3. 330) Ξ (3, ἆ, 2., 9), τοτε μαὶ µονον τοτε, Οταν 9 διπλοῦς ἃοχος 


έ5, ἐν τν Ἐν) εἶναι πραγματικός αριὸµος. “0δεν 9 ἔχωμεν: 


4) Οἵ αντι- Μόριους μετασχηματισµοι διατπροῦν τον διπᾶοῦν λοχον, τοτε και μο- 
νον τοτε, ὅταν οὗτος εἶναι πραχµατιιὸος ἀριδμός. 


Ψ 65. ΔΙΑΦΟΡΟΙ ΕΦΑΡΜΟΓΑΙ 
Εἰσ την παροῦσαν ὃ ερἱνομεν σµόπιµον νὰ ῥώσωμεν µεριιὰς Ενδιαφερούσας 

φαρμογάς τοῦ Ἱραμμιιοῦ μΔασματιιοῦ μετασχηιματισμοῦ. Ὑπενουμίδομεν εἰς 
τὸν ἀναγνώστην ὅτι, µία εὐδεῖα Θεωρεῖται μαὶ αὐτῷ µία ὑπὸ τὴν εὐρεῖαν ἔννοι- 
αν Περιφέρεια µε ἄπειρον ἀμτῖνα. Μία εὐθεῖα διερχομᾶνη δια τῶν σωµείων (3, 9) 
θα συμβοᾷίδεται µε, δ(α,0). Η δε Ἐξίσωσὶς της ὡς γνωστόνδα εἶναι: 258. .Ὀ, 
ἐΕΒ., Ἐάν δε συμπεριᾶάθωμεν τιαί τὸ οὐ εἷς αὐτην, θὰ των συμθοᾶϊξωμεν ούτω: 
6 (α,0)Ξ Ε (α, ϱ)υ {α]. 

Ι4/ Μα εὑρεδοῦν αἱ εἰιιόνες πῶν ιάτωδι ὑπό εὑρεῖαν ἔννοιαν περιφερειῶν Φιά τοῦ 


Ὑραμμιιμοῦ αάασματιαοῦ μετασχτιματισμοῦ κ στ. (9) 
ἱ) -.-σ-|---- « ϐ) {πσ-έανοιο, τ Εδ (1) 


λὺσις5: Ἐμ τῆς οχέσεως ο Δαμθάνομεν: 


(2) 
ἱ) Ἔχομεν: 
[σ-σ]--ᾱ- «- (α--) (ἳ --ᾱ-)Ξτε ααὶ ὀυναμει τῶν (2) Δαμθάνομεν: 


(νι). ας] αἰ ους 

Ετστα οι. [ο μ. ἴ6 
ἡ τεβευταῖα, μετὰ τὰς πράξεις, γίνεται: 

198 (ΜΜ) -Ιδί(-ν/) κ ιθ μι) -ο 
. ῃ ἕ ε ͵ ο ς ι , 
π Όξτοντες ν/Ξ αφὶυ, οποτε «ἍΞ ἁ-ίυ, ἄαμθανομεν: 
: α 5 πἱ 189Υ -- 6 κ. 
θα” 19υ”  76ι- 92041959 ἤ (ω.19) (ν-πο)5(ν 
ἤτοι περιφξρεια µἔντρου Μο” τον ἰ π μαὶ ἀατῖνος κ-ξ- 
χι ς { τ. 4 (1) . -. 8 
αρα Ώ [οι ποτε οι νο] τα 
ἱί) Ἔργαδομενοι ὁμοίως ἔχομεν: 
Ι2-(09ἱ) 29 (1-1-ἰ) (ᾶ-Ίὶ)- 4 υαὶ ζοχω τῶν (2) Δαμθώνομεν: 


[ανα -τ-ε τ [τον -'»τ]-α Ἡ µετα τὰς πρἀξεις: 
Φ(Ν/) - οἱ (0) -ν/)-5Μ/Ε1ΞΟ 


Θετοντες ν/- μχἰυ, οπΌτε ὤ- α-ἰυ, τελιιῶς εὑρίουομεν: 


(α- ος (υ-2Υ «-ἴ6 


55 ------α 


5 
ο - / ͵ .9 ε ” - 4 
Ἠτοι Περιφερεια µεντρου Μος {-ἶξ καὶ αμτῖνος Ἆ-ς 


Π4) Ὡς γνωστόν Έ(-ἰ,19ἱ)5 Ε(-υ1αἱ)λου {οἱ ιαὶ 


2 


δςἳεἱ)Ξ[εες: α- ινε (ικΏ) ΕΕ]. 
Ὅδεν : απ ενί (1-ι) (8) 
Ἀλδά, ἄοχω τῆς (2), κα (4) 


ἛἜι τῶν (8) μαὶ (4) ἁαμθάνομεν:. 


(0) «λε νί(-), ΕΕ (5) 
ει . . ( - ῃ ͵ 
Ώ Ὀέτοντες ν/- αγίυ ιαὶ ξμτεβοῦντες πρὠξεις εὑρίσιομµεν: 


-υφι (αν) [εα-ε-(ὰ- ) υ] ἑ [ευ -ω-εκῆ 
ἛἜα τῆς τεβευταϊἰας ἀαμθάνομεν: 


ἐι- ἔ-(Ε-θυς-υ (6) 
Ευγ (ἐ-)α- Εκ ίπαφ! (1) 
Δί ἀπαβοιφῆΏς τοῦ }, μεταξὺ τῶν (6) ααὶ (3), τεΔικῶς εὑρίσιομεν : 


ος. - οκ ο ολ ο. 
μνυ’-μ-υςο ἡ (α-σ) ε(υ-5) --ξ 

ῃ κ 4 . 3” - 
ἤτοι περιφέρεια Ο; αἔντρου Ν-ποἰ μα ἀμτῖνος ρ-νὰ : 
Ὥστε π Ε(-ἰ,1ει) --Ὁ νο: [ν/- νο] ο. 
Ἡ ῃ 2 λτ Γὰ } [ »- ο - 
Επειόπ ξξ ἆλλου η εἰιών τοῦ οο, µεσω τοῦ ν/. 
ῥίπνι . Ξ4, ἶσχυει δὲ "ες, μαὸ ὁσον: 
ἃ--οο 


| | ς 
Γη] , εἶναι τὸ {, πα ὅσον 


ΕΕ 1 -π [τι τς ία: 


νὰ 
-.ἒ, 
- ΐ « ο Β .- -- ; ι . -- ί Π 
ἄρα τεβιιιῶς ἔχομεν, ὅτι ἡ εὐδεῖα Ἑ (-ἰ͵Ι4ἱ) µέσω τοῦ νν- ἔτι- ἀπειιονίδεται 
εἰςτήν περιφερειαν:. |ν/- Μο] --ὰ | 
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κ. ἑ 


ιά ὀεεκ η ὅτι ὑπὸ τοῦ µειαδχηματιοικου Υ/ η Ἱὸ ἡμ:εττίπεδο 
υξν 
ὄνη (2) κο ἀπειικονίζεται 6τό μοναδιαίο κύκλο | γω] τς 


3 
εν 


ο -,. ὁ ή / τ {τι 
Ἀπόδειξεηπ ΊἜχομεν Μ/ ΝΤ) - [νω κατ, Ἐπὸ ο Ἐ δν κ) ας | 
----οο αμα σας (σ 1- η πα! (- 


διοτι ἆ. 2ο Ἅταὶ ἄπηςεο,᾽ εξ υποθέδεως , 


35/ Να δεικδη Οτι ὑπὸ ποῦ μετασχηματισμοῦ ντ Ἡ) ὁ µοναδιαϊῖος 


υΗυυλος απ] 1 ἀπειάονδεται εἰς το ημιεπίπεδον ὅπι(ν) 29 


(1-3) (1- Ἐ) μὲ "μα 
Ἀπόδειξη: Ἔχομεν: ὅτη (ν) δε 2; (ν/-)- πε - β]- Παν εκτ 


{- (τί ς ώ 
ποσοστο 3 πρωσης 29. (Εκ νίη) Όθδεν, ῥπι(ν/) 29. 


43/ Διδεται τρίγωνο µε μορυφὲς τα δημεῖα ο, 

μά εὑρεὂη γραμμική κι που να ιο ὃν πο δοδὲν τρὶγώνο δὲ ἕνα 
ἄλλο -ὅμοιο πρὸς αὐτὸ τέτοια κθιε τις αορυφὲς 0,4 να τίς ὠπεικονίστ στὶς 
μορυφες Ε1.ἰ Ὁ που ομοίου του. , 


Λύσπ: Ἡ 5ητουµενΏ Φυνάρτηση έναι της μορφῆς /:Ξ ἂν Ὁ .θέτοντες 50 
λαμβάνομεν ἀντιστοίχως όυμφωνα Μὲ τὴν ὑποδεδω Υ/- /ἰ,Ο. Έχομεν λοι- 
Πὸν προς ΆΠΙλυΦΗ τὸ δὐστημα: {4ἱΞΕΒ μαϊ Ο- ἂν Ρ. 

Όδεν, ἂ- -Ι-ἶ, ΘΞ4κί. Ἡ γραµµιαΏ ἀπειιόνιση εἶναι Ἰ/- (1-1) (1-3), 
Παρατηροῦμεν ὅτι ἡ. µορυφτι ὶὶ ἀπειιονισεται 6το πμεῖο 2. 


.. 


58/. Τα μµαταθυευασδΏ ἡ εἰνόνα του κωρίου Ίπι-Έτ--- «ο ὑπό τοῦ µετα- 


θχηιματιθμού ν/: Στ. . 


Λυσῃ Ἔσιω Ἔ- χει ααὶ ἡ οκέση ὅτι τΞ. «Ο γράφεται : ἡπὶ ονάἝ-ς Ὁ 


απ Τη γί(ο-χ)]κο π 2-χ«ο Π κγο, Ἐν ποῦ δοδέντος μµετασχηωμµσιι- 
(ντ) εκ ΑΛ 91) 


- ; 
σμου λαμκβανοµεν’: πες (9) ναι ο ση αι. 
Ἡ δχέση χΧ»2 Ὦ κ-ο 2ο γράφεται :-ᾱ-- (33) - 25ο ἥἤ ὸαςσ-4νο. 


Ἁγτιμαδιοτῶντες τὰς τιµας τῶν ᾗ μαι 3 συναριΏσει τοῦ Ἡ/ ἐωα τῶν (1) 


ἑ (02) λαμβάνομεν: ον » πε) 4 20 (3) Μετά πας πράξεις 


ἡ τελευταία ὄχεσπ ὅδράφεται: 
εξειι αμα γ-ανικα.. 
ων -τι” 


0ο (4) 


Θέτοντες δτὴν (4) ν/- αγὶυ και -α--ἶυ ἡ ἀνώτέρω σχέδη ἰδοδυναμεῖ 
με την κἀτωδι« 
-2ἱμς2υή- 2ίάγου-- 4ν]-Αὐ 4α.- 4ἷυ -4υ-δὶυ--4λο (5) 
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4υ- λα Δυ.θα-δσο ω αἱ λα - υἷ-υ- ο 
(.-λο (νυν) κ (6) 
0θεν, πὸ ἀνωτέρω χωρίο (ὁπλ. ἡ λωριδα Χ22) ἀπειιονίδεται διὰ τοῦ δο- 


θεντος ο σαι 61ο ἔδωτερικο περιφερείας μεντρου Κ ( ) καί 
αμπινος Ἐ- 


65/. Να εὑρεδὴ πού ἀπειιονίδεται τὸ χωρὶο ἆπι ο ὑπὸ τοῦ µετασκη- 
ματισμου Ν/-- Ἔλ 


σ-ᾱ 


Λύδη ἘἜπειδη ἅπιᾶ ------ᾱ- δα ἔχωμεν πο ο 


: ς : πεὶ ο ο (1) αι (ν)ε{). 
Επι τοῦ Μήκσαοτ λαµμβανομεν πει (ο) ται 3 λ-Ἱ (3) 


Ἡ (3) λόχω τῶν (2) καὶ (9) Ὠνεται: 


πο σοι ἡ νε γιο (4) 


2ἱ κ/--4 κ -4 κ) { ν 1 
«Ενα ώς (4) λαμθανομεν να. «ο πἱμ]ς1. 


65. ΠΕΡΙ ΣΥΜΜΕΤΡΙΑΣ᾽Η ΚΑΤΟΠΤΡΙΣΜΟΥ 

«Ορισμος π-5-1. Δύο σηµεία Ρ ἁἂαιί Ρ δά ιιαβοῦνται συμμετρικά η ε(ατοπ. 
ζοιιά ὡς πρός ὁοθεῖσαν Πθριβοείαν «ο Ἱέντρου Ὁ ταί ἀμεῖνος Ν., αν 
ταῦτα μεῖνται δίς τήν αὐτήν ἀιαῖνα τήν διερχοµένηων διά τοῦ τιέντωσυ 0 
μας ἐπί πθέον αἱ ἀποστάσεις τῶν ἀπό τὸ Ο ἡιανοποισῦν των σχέσιν: 
ΟΡ.ΟΡ΄ πα’. 

"Ηδη παραδετοµεν ἕνα σπουδαϊῖον θεώρημα ποὺ ἄφορα τα συμμετριικα σημεῖα. 


θεώρημα σ-5 ; Δυο σας Ρ αὶ Ρ΄ εἶναι συμµετριμα ὼς πρός ἕναν αὺ- 
μᾷον ς, Ἐὰν ἁααὶ µονον ξὰν, µάδε ιύαᾶος (π εὐδεῖα ἴοαμμη) διερχο- 
µενος δια τῶν Β ναί Ρ΄ εἶναι ὀρθοχώὠνιος πρὸς τον ϱ, 


η) ! Ἱ ; υ 4 / Ἱ ς / ( . 
Αποδειξις: Ἔστωσαν τα Ρ μαὶ Ρ΄ συµµετριιάὰ ὧς προς τὸν ς μαὶ Έστω Ἡ 
Ὀ] [ { [ - Π ” Ἡ 
ἕνας πύὐωλος Φιερχοµενος διά τῶν ῥ μαὶ Ρ’ ἔστω 
/ . [ / [ - 
δε 0ΟΑ η ἐφαπτομενπ προς τον ν ἔατοῦ µέντρου Ο ὅ 


(6Ά.Σκ.1). Τοτεισυμφώνως πρὸς τνωστον δεώρη- 


μα τῆς Γεωμετρίας (Δύναμις σηµείοι) ὡς πρός ιἲ- ρ’ 
μᾷον), ὃὰ Έχωμεν: ΟΑ:- ΟΡ.Ο8’ Εξ ἄλλου, λόχω ν 
τῶς συμµετρὶἱας εἶναι ΟΡ.0Ρ’- Β’. Ἐμ τῶν δύο τε-. 
Δευταίων σχέσεων Έπεται ΟΑ-Μ. Τοτε τὸ Α ὃα αεϊ- 
ται Επἰ τῆς περιφερεἰας τοῦ ϱ ,μεῖται δὲ ααι ἐπί 
τῆς περιφερείας τῆς Υ καί ὧς ἔα τούτου ὃα αἀεῖ- 
ται εἰς τὴν τομΏν αὐτῶν, Ἐπειόπ δε ἡ ἁιμίς 0Α Σκ. 1 
εἶναι ἔφαπτομέενη τοῦ κ ἔπεται ὅτι οἱ πύμδοι ς, μαί  τεµνονται ὀρθοχγωνίως. 
Ἀντιστροφως: «γποθετοµεν Πόη οτι μάθε ἀπυμᾶος Ὑ διερχόμενος διὰ τῶν 
Ρ ιιαὶ δ΄ τέμνει ὀρδογωνίως τόν Ο. Τότε ἡ εὐθεῖα ἡ διερχομᾶντ ὅια τῶν ϐ 
μαἱ Ρ΄ ὀφείδει νά διέρχεται διὰ τοῦ Κέντρου Ο τοῦ μύάδου ς, ααθ ὅτι ἡ εὖ- 
δεῖα αύτη Οεωρουμένη ὧς περιφέρεια ὑπό τήν εὑρεῖαν Έννοιαν 9ά εἶναι ὂρ- 
Ὀσχώνιος προςτον ο ιιαὶ ὧς ἔα τούτου ὀφειᾶει νὰ διέρχεται διά τοῦ αέντρου 
τοῦ Ο. Ἐὰν Δοιπὸν φξρωμµεν την ἀμτῖνα 0Α,9ά ἔχωμεν τοτε α΄- οα]- οΡ.ΟΡ΄ Ἆρα 


ῃ α- ' /” - , ῃ ͵ 
τὰ σημεῖα Ρ ιαὶ Ρ' εἶναι συμμετριιά ὡς πρὀς τὸν ο. 


θεώρηµα Υ-5-2. Δίδονται τα σημεῖα ᾱ, υαὶ Ἐ,,τὰ οποῖα εἶναι συμμετριια 
ὡς πρὸς ἕναν ιιὐιᾶσν ο ιαὶ ἔστωσαν νι κι μαὶ Γ αἱ εἶικονες τῶν 2,3, μαὶς 
ἀντιστοίχως, ὑπό τοῦ μετασκΏματισμοῦ να Δά-ς«.Ὠ4Ο. Ίοτε τὰ σημεῖα 
Μ/ ααὶ Ὑ/. εἶναι συμμµετριιιά ὡς πρὀς τόν πὐὑιᾶον Γ 

Απόδειξις: Σύμφωνα πρὀς τὸ προηγούµενον θεώρημα ἀριωςεῖ νά δειξω- 


μεν ὅτι αάδε υύμλος (Ώ εὐδεῖα γραμμη) |, διερχοµενος διὰ τῶν Νίιή, εἶναι 


σν/ - Ὁ 
-ο/Υἃ 


τασχηματισμοῦ κ/Ξ 5ᾳ)- ἂτες, αά-ςὈΔΟ ααὶ ἔσιω 1 ὅτι εἶναι ἡ εἰιιών |. 


ὀρδοχωώνιος πρὸς τὸν Γ. Ἔσιω 3-5 (ν/)- ὅτι εἶναι ὁ αντίστροφος τοῦ µε- 
ὑπὸ τοῦ Σ- 5 (νν). Ίοτε ὡς Ὕνωστον, ἡ εἰιών χ θὰ εἶναι ἕνας πυμλος Ἀ µία 

εὐθεῖα. ὀιερχομέντι δια τῶν Ζ, ιιαίὶ 2. Επειδὴ τὰ Σ, μαὶ Ζ, εἶναι συµμµε- 
τριιά ὡς πρὸς τόν Ο, ἐξ ὑποθἔσεως, ἔπεται συμφώνως πρὸς τὸ προηγουµενον 
θεύρηωµα, ἡ χ εἶναι ὀρδογώνιος πρὀς τόν 6. Όδεν αἱ εἰιόνες, τῶν γ μα ο 
ὑπο τοῦ μετασχηματισμοῦ Υ/Ξ 5 (3), ὁπλ. αἱ | μαι Γ ὅα εἶναι ὀρθο χώνιοι με- 
παξύ των. (6λ. Σχετιιῶς ἄσιγσιν 3 Ἡ ΚεφαλαιονΣ,δΊ Πορισμα α-Ι-1). 


»ε 1 - [ -- / ς ’ , ͵ 
Άρα τά σπμεῖα Μ/, μαὶ Ν/, εἶναι συµµετριµα ὥς προς τον αυαΆον Τ. 


ο ΕφαρμοχαίΏ Εσιω ὅτι το } παριστᾶ τὸ (ἄνω) ἡμιεπίπεδον Φή220 μαὶ Έστω 


ο ὅτι εἶναι ἕνα σπμεῖον τοῦ }. Νά εὑρεθτΏ ὁ χραμμιμός τιάασματιιος µετα- 


ἃ ἆ ᾱ- Ὀ 
οὗ ο] 


τόν δίσιιον |ν/|-«! υαὶ επί πᾶέον ἱιανοποιεῖ τὰς συνΌήιας 9(29)Ξ0 μαὶ 5{Σο)20.6). 


σχημµατισµος Υνν- 5(2)Ξ (9), αά- Όσο, ὁ ὁποῖος ἀπειμονίσει το Ὁ εἰς 

Λὺσιδ: Λόγω τῆς πρὠτης τῶν (2) Έχομεν: -ἂ2ο55Ρ. Ἐξ ἄβλλου,ξάν Ἔο εἷ-- 
ναι τὸ συμμετριιόν τοῦ ᾷο ὡς προς τὸν πραχµστιμον ἄξονα οΧ, τοτεσυµ - 
φώνως πρός τὸ θεώρημα Ἡ-5-2, τὰ σημεῖα ταῦτα ἀπεικονιδονται ὑπό τοῦ 
κ/- 93) εἰς τά συμμετρικά τὰ) ὡς πρὀς τὸν αύμᾶον [νή] -1. Ἐπειδη 5-0, 
δὰ πρέπει τὸ 5 (29-00 ααὶ διὰ νὰ συμθαίνη τὸ τελευταῖον ἀρμεῖ «ον 4-0, 8ὰ 
τῶς οποίας Δαμθάνομεν -ο.-α. Ὁ (1) ἀοιπὸν γράφεται: 


-  4ᾳ-ἂξο ἃ Σ-ὲ 
πλ οεοσι οποι, τον 


ι [ Π ͵ [ - ς 
Κατά τὸν µετασχτµατισµον ν/Ξ 5(2) τὸ σύνορον τοῦ χωρίου ἥπια 20 ἀπει- 
μονίδεται εἰς τών περιφέρειαν |νΜ|--Ί μαὶ ὡς Έα τούτου τὸ σημεῖον 59 
. { [ 3 , 3 ἰ καὶ - µ 
του συνορου Ὁα ἀπειιονίδεται εἰς ἅαποιο σπµεῖον της περιφερειας [ή Ξ!. 
Ἐι τῆς (8) δια ἆ-Ο ἆαμθανομεν: 


.Ἑ ο «οί -. μα : 2ο 3ἡ - - . άν 
μανο ας τἩ Μ|- . (ξ:] ιε ΓΞ[[.4. Ἐα τηῆς τεβευταιας ίσο 
τητος αμθάνομεν .ἃ «οθὶὸ 


ὠκδω-α” δε 


Ὅδεν, τι (3) τράφεται: 


ὅπου Θ εἶναι παρώµετρος ποὺ πρεπει να προσδιορισΏπ. 
{ ος υ [ι ος σι 
Λογω τῆς ῥευτερας συνθπικης τῶν () ἔχομεν:- 
ι8 


οἵθ 
51ο) -ετξ Ἡ "πιηιᾶς 29 Φ, 


Ἔπειδτ ἸτηΣ. Σ 0, ἵνα ἰσχὺπ ἡ (5) ἀριεῖ ϱἳ -ἰ, ὅτε ἡ (4) γράφεται: 


|. 2ο 
παρα, 


24. Ἔστω Κ Οτι εἶναι ὁ µοναδιαιος δΐσιος |5]« 1 ιιαὶ Έστω Σο έἶναι Ένα ση- 
μεῖον τοῦ Κ. Νάὰ εὑρεδΏ ἕνας γραμµμιιος μλασματιιός µετασχτιματισµός 
κ/- 5(5) - 18 (9, Δά- οῦ 0, ὃ οποῖος ἀπειμονίδει ών Κ Εντός τοῦ µοναδι- 


ενα 
αἱου δίσµου |νή]«! υαὶ ἐπί πᾶεον. ἱικανοποιεῖ τὰς συνθῄικας: Ὁ(59)- Ο υαὶ 


δα ο ο). 

Λύσις: Εάν Ζο-0, τοτε ο δητούμενος µετασχτιµατισµος εἶναι προφανῶς 
0 ταυτοτιιιός μετασχηματισμός ν/- Σ (τετριμµενω περἰίπτωσις). Έστω δα 
ος Ιδε]πς!. 'λόχω τὴς πρὠτηως τῶν (2) Έχομεν -ᾱᾷς-Ρ. Ἐξ ἄλλου τὸ 
συμμετρινὸν του 3ο ὡς πρὸς τὸν πύμλον Κ εἶναι τὸ Ξ. , διοτι: 


|δο|- |--. | 4 !”. 

Τά σηµεῖα α. μαι ἀπειικονίδονται μεσω τοῦ κ/«5 (2) Λσχω τοῦ δεωφρήµα- 
τος σ-5-2, εἰς συµµετριµα σημεῖα τοῦ αύμλου [ν/]-4 

Ἐπειδτι 9(2,)-0ο ὃα πρεπει τὸ δ(5:)-α μαὶ ἵνα συμθαϊΐνη τὸ τελευταῖον͵ ἆρ- 


μεῖ το ος -ά-0 πι -α-αι-ς. ο σ) λοιπον χγραφεται᾽ 


γ/ 9 ) ρα τε ος -ᾱ- ος (3) 


ῃ ι [ .. ι αι ο! 
Επειδη το συνορον τοῦ [5|-! απειωονίδεται τα τὸ συνορσοντοῦ |/|- {6 επεται 
ω -- 2 1; Π ῶ, -- 
στι το σημεῖον ἆ-!{ απειμονίσεται εἰς ἁαποιο σημεῖον τοῦ |ν/«-1. 
Ἐμ τῆς (3) δια ἆ-4 Δαμθανομεν: 


4ᾱά 1-ἐ ι1-π Σε 
ανα [πα μα μαὶ 5 μα] εξη- τΌ 


|- μι. Ὅθεν ,ᾱ - οἱ, Ἡ (3) Δοιτιόν ῶρᾶφεται : 
κ/Ξ 5(2)Ξ 8 ος (9 


Ἵνα προσδιορἰσωµεν την σιαθερἀν οἵθ, δὰ κρησιµοποιησωµεν τὴν συνὸπιπν 
9 ο) Σο αι ἡ ὁποία εἰς τὴν προιειμέντν απο Άοχω τῆς (4), τρα- 
φεται: 5 (2ο) « εν. »0ο (8Β). Ἐπεόηπ ος [Ευ] {, ἵνα υσχύτι Τι (5), ἀριεῖ 
νά ἔχωμεν : 6 54, 

Ὅθεν, ὃ 5ητουµενος μμ Μα τοῦ (4), 9α εἶναι: 


α-Ἔ"-τἜο 
ίσα α 


Συμπᾶηπρώματα μαι ἄσιησεις: 
{νά εὐρεδΏ ὁ χραμμιμός μΔασματιμος μετασχηματισμός, ὅστις ἀπειμονί- 
δει τα στιμεῖα 2-0 3,-ἱ,Σι--2 εἶδτα σημεῖα ΜΞ!, νά νά --]. 
(Ἀπόνι; ν/ς (91 αἱ): (ἱ396)). 


΄ 


κ - 6 / [ , ω - 
2. Να εὑρεθη 9 χραµµιιος µᾶαοματιιος µετασχτημµατισμος, Οστις ἀπειμο- 
νίδει τα σημεῖα 2:50, ἄ,ς-ἰ, ἔξ-! εἶς τὰ σωμεῖα Μήξὶ, νός1, Μ- 0. 
(Ἀπάνι: ν/ς-ἶ.(311)) 


{ ς οκ ς . / / [ [ο 2 
8 Να ευρεΘθΏ ο γραμμιιος μάασματιωος µετασχημµατισµος,οστις απεικο- 


’ , - , 3 μα « . 
νίδει τά σηµεῖα 3.-οο, ἃ, Ξἰ, 3-0 εἰς τα σημεῖα ΜήΞΟ, Νάξί, µάξαω 


, ε/ ο Π [ ὤ- δα. 
4 Δειξατε,οτι Ώ συνθεσις όυο γραμμινουν ιμζασματιιιῶν μετασχησματισομῶν 


- ει “ { 
εἶναι επίσης ἕνας ἵθαμμιμος μῶασματιιιος μετασχΏματιομοβ. 


5. Να ευρεθοῦν τὰ σταθερα σημεῖα τῶν μετασχηματισμῶν: 
6-9 


α 231-5 
υ νκτατ ἵ) νι παπ'- 


ση [ ! -- - ο - 
6. Νά εὑρεδοῦν -αἱ εἴωονες δια τοῦ γραμμιισυ ιμασματιιοῦυ μετασχτματομοὺ 


ο πει 
νς -ἅ-ττ- τῶν µατωτερω τραμμῶν: 


) [σι]! ἰ6) |ε--|--ξ [6 12-ε]ς2 ἵν) Ἑ(οι) ν) (ου νι) Εικ). 


1 


19. 


| Γ σι ζ / 
Δείξατε οτι͵ 9 µετασχτιµατισµος υ/ς 5 (2)- 


« ως, , ’ ς ς - ΄ ’ ͵ . 
Μά ευρεὂΏ ο Φιγραµµιμος µετασχηµατισµος ο οποῖος ἀπειιονὶσει τα σημεῖα 


ἱ-ἶ, του ᾷ- ἐπιπέδου εἶστα σημεῖα 0,!,οο τοῦ ν/- Επιπξδου. 


Εάν α-θ εἶναι ὅύο σταθερα στμεῖα τοῦ διχραμμιαοῦ μετασχηματισμοῦ, 


, « τ ι ͵ - Ἡς { ; ͵ 
δειξατε Οτι οὗτος δύναται νά γραφΏω Όπο την µορφην: 
τος 


:5), Όπου Κ: σταθερα. 


Εἰς των ώς. ὅπου αΞθ6, τὀτε δεἰξατε ὅτι οὗτος ἔράφεται ύπο 


υπην µορφτν: 


4 4 


π ! 
πα "σ-ᾱ Ἡ Κ, οπου Κσταθερα. 


“ ο ( [ [ , . ὦ 
Δειξατε οτι ο πᾶξον τενιιος χραµµιιος µετασχΏμµατισµος,όστις ἄπειωο- 


νίδει των περιφερειαν ||- ! εἰς την περιφξρειαν |Μ/|Ξ 1, εἶναι ὁ πατωδι; 
κ/- θἳν ττ), ὅπου Ρ σταδερα. 
ι π, ς - α α ». Ἡ : .. ἳ [ 
Δείξατε, οτι υπὀ τοῦ μετασχτιματισμοῦ  Υ/- τος ; το χωριον ὅτη (1)3:0 ἀπει- 


[ 3 ᾽ 
µονιδεται εἰς τὸ χωρἰον | ΞΞ 1. 


Π ε - Π τς πα νε αι 
Να εὑρεθοῦν αἱ εἶμονες ὁιά τοῦ ζθαμμιιμου μᾶασματιιου μετασχηματισμοὺ 
κ. ὅτε 


τῶν σημεἰων τοῦ ἔπιπεδου ποὺ ὁρίδονται διὰ τῶν σχέσεων: 
() μα. [) ὄπαβκο ἴι) |1-ἵ]21 μαίὶ ΊπΣ»ο ἰν)|2-1|2ἱ μαι Ἀθς 20 
ν) |:-!:]5! μαὶ ΕΣΣΟ. νἱ) Της γωνίας Οτᾳ----- νί) τῆς Δωρίδος Οσχς4{. 


ο] εὑρεθουν τα ο π σηµεῖα τοῦ ἀντι- Μδρίας μετασχηματισμοῦ 


νΕξνα εἰς αἱ ο. 


δὰ ΡΟ 
σξνα ) 


µέτρα αἱ των φορᾶν πῶν χωνιῶν μεταξύ δύο Ἀείὼν καμπυᾶων διερχομᾶ- 


αά-Ός 0 διατηρεῖ τὰ 


νων ὁι ἕνος Φεφομενου σημείου. 


μ. 


- ' ν -- - , ς 
Ἔστω Κ εἶναι ἕνας δίσµος μαὶ ἔστω ἆς ἕνα στιμεῖον τοῦ κ. Νά εὑρθ- 


ΟΠ ἕνας γραμµπιος ιιᾶασματιιός μετασχηματισμός ν/-Ξ 5()-εξιν »αα-Όςφο, 
πι] ῃ . ῃ - ι η : ς 
ὅστις ἀπειιονίδει τόν Κ ἐντός τοῦ µοναδιαίου δίσµου |νν]«Ί ιιαί ἐπί πλεον 
ς ει { 

ἑαανοπιοιεῖ τας συνθπµας’ 


Ὀ(2.)-0 υαὶ 5 (29) 2 0. 


ι ἰ - ͵ ἐς 6 ͵ ᾿ 
Η συναρτωσις ν/- ο ἐτ (0-αείβ, 62ο) ἀπειμονίδει το ἄνω Πμιεπίπεδο ἕ- 
πὶ τοῦ µοναδιαἰου αύιλου' εὗρετε; !) ατη Ψ()- (1), 2) ΜΥ {Β), 3 ποῖον μὲ- 
-ᾱ ελ, ῃ - ῃ Π 
ϱος τοῦ ἄνω Ώμιεπιπεδου «συστελλεται» δια τῆς ἀνωτερω ἀπειιονίσεως 


ον [ 
ἁαι ποῖον « διαστεὀλεται»». 


Δια τΏν συναρτησιν ν/- ορ 
αὐιᾶο Έπι τοῦ ξαυτοῦ του, οι ϱ) αγ ν/(οἳτ)- (4), 2) ν΄ (0) ααί / (8) 
9) Ποῖον μὲρος τοῦ µοναδιαίου ἁυιμΔου «συστελλεται » ιιαὶ ποῖον « διαστελ-. 
λεται» δια τις ἓν λογω ἆ ἀπειμονισεως 4) πιαχ μμ] ται ΤηίΏ [αν ] διά [σ]τεί. 


Ἀπειὑονίσατε τὸν αυμλο || «ἰ. Επὶ τοῦ μύιλου ή οὕτως, ὥστε : 
|) ν()-ο, μι ο, 2) το. 5ο, απφν/ 41)--- 
ϐ) Μ/(ο)Ξ 0, απ ν΄ (ο)---- , 4) Μ(8)-ᾱ, αγ ν/΄(8)-λ. 


Νἁ εὑρεδοῦν αἱ εὐδεῖαι γραμμµαι αἱ ὁποῖαι παραµενουν ἀμεταθλητοι ὑπό 
τοῦ μετασχτιματισμοῦ ΑΜΣ Νἰ (13) -2590 


| ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ σι 
Ο.ΛΟΚΛΗΡΩΣΙΣ ΕΙΣΤΟ ΜΙΓΑΔΙΚΟΗ ΕΠΙΠΕΔΟΗ 


61. ΒΑΣΙΚΑ! ΓΗΩΣΕΙΣ 


θεωροῦμεν μίαν ααμπὺᾶτην (5) εἰς τό Σ- Επίπεδον μὲ παραμετριμήν ἔξίσωσιν 
3-44), α- ξ-6θ. θά Δέχωμεν ὅτι ἡ ιαμπυᾶπ (9) εἶναι Δεία, ξὰν ὑπάρχτ τι πα- 
ράγωχος 3/() δια α-{-εθ, ἶναι συνεχής μαὶ Επὶ πᾶεον 3'4) μΟδια μάθε τε[αβ]. 

Ας Θεωρησωμεν μίαν συνάρτησιν ϕ(3) τῃς µιγψαδι- 
μῆς μεταθᾶητῆς ὡρισμένη εἰς ἕνα πεδίον 4 τοῦ Ξ-ἔπι- 
πέδου μαί των Δεὶαν μαμπύδην (ο) εντος τοῦ ἄ µε αρχι- 
μον σημεῖον το 2, μαὶ τελιιὀν οτιμεῖον το ᾱ (6λκ.!). 
Κατά µΏιος τῆς ααμπυᾶτις (9) εμθέγομεν τά σημεῖα 


Σο... να τ µε ἄλλους ἂσγους Ἐωτελοῦμεν μὶ- 


αν διαµερισιν τοῦ τόξου 2.3, τὰ ανωτέρω σημεῖα τὰ 
Δαμθάνομεν µατα τν θετιιην φοραν «διαγραφῆς τῆς Σκ. 1 
ααμπύᾶης (6) ααὶ ὡς τοισυτπν ον τὴν διεύθυνσιν ὁιαψραφῆς της (6) ο- 
ταν το ἵ αὐξάνπ. 


"Ηδη ἄς σχηµατισωμεν τὸ ἄδροισμα 
ε | 
- ὁ (19): Δὲρ (1) 


” 
οπου Δ7,- τος Δ,., μαὶ 1 εἶναι Ένα τυχόν σημεῖον τοῦ τοξου δν. ἃ ὃ τοῦ οποίου 
τὸ µήωος ἄς μαβεσωμεν δες . 


ω 
Ἆν ὑποδεσωμεν ὅτι,το αάτωθι ὅριον : 
ἐἶπι μᾶ { (15): ΔΣΡ, ὃτε μαὶ τι] οὐ 

πκιχδερ»θ ΄ρςῖ : 

1πρξη 
6 | ι) Γ -- , . μα ; α [ , ο. 
υπαρχει σνεξαρτητως τῆς ειάοχτις τῶν σηµειών Ζρ µαι 2ρ, τοτε ὁ (3) ααᾶειται 
6 / ( -- - ' « .... - 4 
ὁἁσιβηρώσιμος νατα µπιος τῆς ααμπυᾶτς (ς) μαὶ το Οριον τουτο συµθολι»δε- 

μ. μµ ορ 


τοι οὕτω ᾿ 


{4 3) 4χ 


μαὶ τὸ Οποῖον (ὁριον) ιαᾷεῖται ὁήοκδήρωμα τῆς ό(5) ματὰ µΏιος τῆς καμπὺᾶτης (0) 
ὝὭστε εξ ορισμοῦ’ "μι 
μμ κα ξίπι, Σ4ᾳ) }δ, (2). 
ς ο... κ. 
ο ᾿ς ιιαᾷέσωμεν ; 
δρ κρο νε, 3 αρ ειἡς, ὅτε ΔΣρ- Αχρ 21 Δή,, ρ59,4,..Π. 
Καὶ ἔσιω οτι: μα (αχ, νε ἐν (ον), τότε τὸ αΌροισμα (1) δύναται νὰ Δάθπ 
την μάτωδι μορφην: 


58(1)). δὲ, Ξ ο ο Ῥ 


ση 


Ελλη, [τα (0) Αχρ-υ(αμνς) δη] » 


ρ5ί τη 


..ν 3 Ι (αρ) Δυρ ὐ (ας 0) Δαρ } (3) 

Προτασις Ἡ.-1-!, Ἐάν η ό(5) εἶναι συνεχής ἐπί τοῦ πεδίου 8,τό ὁποῖον πε- 
ριέχει την Δείαν παμπύᾶην (6), τότε ἡ ϕ (2) εἶναι ὁδοιδηρώσιμος υατὰ μήκοστῆς (0). 

Άποδειξις: Ἡ συνέχεια τῆς 6(τ) ματά µῃµος τῆς Δείας μαμπυᾶτης (6) συ- 
νεπάχεται ὧς Ὑνωστόν, τήν συνέχειαν τῶν συναρτήσεων μ(κ,9) ααί υ (αι). Εάν 
Δοιπόν Ειβεξωμεν μµατὰ μΏβιος τῆς ἀνωτέρω ιαμπύᾶης τήν ὁιαμέρισιν με 
αρ νν ὃν ο, τ 19ο τοῦτο 9ὰ συνεπάγεται ὅτι πας, Δχρ-- 0 ται το. Δυο 
ὅτεπᾖο. 

Παρατπροῦμεν ὅτι, τὸ πραγµατιιιόν μαί τό φανταστιαον μέρος τοῦ ἀθροίσμα- 
τος (8) εἶναι τὰ οἈοιᾶπρωτιμα αθροϊσµατα τῶν Ἐπικαμπυλίων δᾷοιάτρωμάτων 
63 εἶδους, Πτοι τῶν 9ἆου ἂπρωματων: 

[ωαας -υ(α 0) αν αἃαι Γωςόψεν αναά 
ς ς 
τα ὁποῖα ὑπάρχουν ἁόγω τῆς συνεχείας τῶν αία.9) μαί Ὁ (αυ) ματά µΠιος 


τῆς (6). Όδεν ξι τῆς (8) µετα τὴν ἂΏψιν τῶν ὁρίων, Δαμθάνομεν : 


β (1)άπ- ] μ(αη)αχ-υ(χν) άν» ἰ μον αυψυ(κιυ)άχ (4) 


τ ε σύ Π -- Ἡ | 
Το οποῖον αποδειἅνυξι Οτι Ἡ { (2) εἶναι όλου Ἀπρώσιμος. 
Παρατηρησις: ΄Ἡ σχῖσις (4) τὴν ὁποιαν οὐντομως τράφοµεν οὕτω: 


Ῥωαε- [μακ-υαψ»ἱ [ωάψνυας (5) 
ς 6 6 


ὀύναται νὰ «ρησιμοποιπὸδΏ ὡς ὀρισµος τοῦ ὁλοιβηρώμστος τῆς ἡ (1) ματὰ μπιος 
τῆς μαμπυᾶᾷτς (ο) 


».διοτητες τοῦ παθιου ολομᾶπρωματος. 


ἘἜτ τῶν ἀνωτέερω ἔπεται ἒνας ἀριὸμος Ἰδιοτήητων τοῦ ος ολοιληρώματος, αἱ 
ὁποῖαι ἕἶναι προφανεῖς συνεπειαι τῶν ἰδιοτηιων τοῦ Ἐπιμαμπυλὶου ὁλομᾶπρώματος Ὠιοι 


1./ μῶάν ω. 4ξ 


ἀ8 


21/. αα Ν μ (2)άσξ- ρω ἆγ. 


8ἳ 1τ 


| α ὁ(1)ατ - α δε, αεί.. 


ς ς 


43/. μ4 ὢ1β)]45 - [ό ()άνν ιά» 


σ 6 


5./ | [εῶα» | - | μ)| ἔ, ὅπου ἀθ εἶναι τὸ διαφοριιμόν τοῦ µη- 
ο ς 


ους τοῦ τόξου τῆς παμπὺδης (0) μαὶ τὸ ὁλοιλήρωμα τοῦ δεξιοῦ µέλους 
εἶναι ἕνα ἐπιιαμπύλιον ὁλοιβῦρωμα πρὠτου εἴδους ματὰ μλιοςτῆς μαμ σὺ-- 
Άπς (ο). (θεώρημα τοῦ Ραγροικ). 

᾽Αποδ: Εφαρμοδοντες την τριγὠνιιὴν ἰδιότητα Έχομεν 


μα, ος επ, ς 19 Α1ρ[ ο. τοσλε ο τα 


ΙΞΞΡΞΑ 


, μωμάε 


61/ Ἐὰν πιαχ | . Μ΄ μαἱ ἑ εἶναι το μῆμος τῆς μαμπυλης (ς) τοτε δἀ εἶναι 
2ᾳ 


σαατ[- με 


ο 


13/ ᾿Ισαὺει μαὶ ὁ ἀμολουδος τύπος ἀλλαχῆς τῶν μεταθᾶητῶν: 
ο σ-ὐὔυς αυ --υ-ὓ-ὔὓὔ4«ὐ--υ---ὔ-ὐ νι ςςς....... ).. . .. 


[μῶ4. "9 [ (1) ] (1) 4] 


ς 
Ψι ι 5 κ ῃ » , .- - - 
ὅπου ῃ Ἔτφ(Ί) εἶναι µία ἀναδυτιμπ συναρτησις τῆς μιχαδιμῆς μεταθᾶητῆς Ἰ 
ο ε ἴς ι - ῃ μ ώ ’ ' - 
μαί ἡ οποἰα ὀπμισυργεῖ μίαν ἀμφιμονοσημαντον ἀντιστοιχισιν μεταξὺ τῶν µα- 
μπύδων (6) ααί Γ. 


83 Ἐάν 2-3(1) εἶναι ἡ παραµετριµη Ἐξίσωσις τῆς ἁαμπύλης (6) μαὶ Ζ(α) εαὶ 


Ἔ(6) εἶναι τὰ ἄμρα αὐτῆς, τότε δά Ἐχωμεν : 
6 
βωαε- μπω]κῴα: 


--ᾱ ᾱ 
ο Παρά Φειρμα: Ἔστω (5) εἶναι µία Λεία ιαμπυᾷτ ἑνώνουσα τὰ στήμεῖα Ἔς μαι 3. 
Να ὑποᾷονισδΏ τὸ ὁἠομᾶήρωμα: 11” ἀπ. 
σ 
Λὺσις: Ὁ. Ἔστω ὅτι ηφο͵-Ί.  μαὶ ὅτι ἡ (ς) Έχει τὴν παραμετριιήν Εξίσω- 


1 , ͵ , ῃ { " 
σιν ἆ- Ξ(48) µε Ἅ3ἜἝοξτ(α) ααὶ 2-3 (6), τὸτε συμφώνως πρὸς τὴν Θ3Υ Ιδιότητα 


δά Έχωμεν: ς ε 
πα | οἁ απη 
[ αξ- [ (ϱ) τα)ατΞ στη ης τν (ια 
αν α 
᾽ 1 κα [ » ! 
κι 3 (9) σπα [μι - ο σαλ]ππι (5) 2ο"). 
Ξ-α 


Παρατπροῦμεν ὅτι αυτό τὸ ὁβοιᾶπρωμα εἶναι ἀνεξάρτητον ἀπό τὴν παραµετρι- 


υΏν εξἰσωσιν τῆς ααμπυᾶτης (0) ἡ ὁποία ξνώνει τὰ στιμεῖα 2ο μαί Ἔ. 
{) Εἰς τῖν περἰπτωσιν µατα τὴν ὁποίαν ἡ (6) εἶναι µία αβειστὴ ααμπυᾷτ το- 


͵ ε - 3 , ὠ ῃ ας η 
τε 3ο- 2 καὶ Δόγω τοῦ ἀνώτέρου ἀποτεβέσματος Όα ἔχωμεν: [2"4χ-0. 
ο 


ρ κ 
Ἐάν ηΞΟ,τοτε [αν - είπα Δὲρ- {ἐἶπι .. (1, -ἐρ.ι) ἂι-ἒος 3- Ἐο. 
τηακδέρο τη πιαχθξρνο οτι 
5 Ίπαρκη 15ρςπ 


Π) Εάν η--., κάν ἔρχαδομεδα ὡς ἀμολούδως: 


Ἐπειδή --- - ινε διὰ μάδε2εον{0],ἀ ἔχωμεν: 


[α τν. 

απ -ἰ (σπ-ι(άανίαφ) χάχν χάυ- ηάχ 
Γ- | - (αίάοκω η. .λν ει 
ο ο 


ς 


λιὰ τὸν ὑποβογισμον τῶν δύο τελευταίων ὁδοιλπρωμάτώων Όξτομεν 2-ροἳ. 


Ἱωστοῦ ὄντος ὅτι ματ ατοξ εφ 3; -ἄθ (0λ.Ἰόμος Β! σελ.538) Θά Έχωμεν: 


κ. | ρα, εμο. [λεν [.- ἐοφ-θ. «ἰ (9-69) -- 


ὅπου ϱ͵ ϱ. εἶναι τά µέτρα πῶν 39,Ἄ μαί ϐ.,9 εἶναι τὰ ὀρίσματα τῶν 2ο, 3 ἀντισιοίχως. 

Παρατηροῦμεν ὅτι 

ΙΞ ἑοᾳργίθ- (ἐοαρεί θ.)- ἔοφ ἆ-- {08 {ο 

Σημειωτέον ὅτι, θ-6ο παριστᾶ τὴν µεταθολην τοῦ ὀρίσματος τοῦ σημείου 3, ὁ- 
ταν αὐτό τὸ σπμεῖον Φιαγράφπ τήν μαμπὺβᾷτν Υ ἀπό τὸ στιμεῖον 3ο μέχρι τοῦ 3. 
ν). Τέλος ἄς ὑπολογίσωμεν πὸ ὁλουδήρωμα 1- ντ. οτεον{0], ὅπου 6 εἶναι 
µία περιφἑρεια μὲ μέντρον την ἀρχὴν τῶν ἀξόνων ιαὶ “ἀμπῖνα ϱρ. 

Ἡ χγωνὶα ϐ εἰς τήν προιειμένην περἰίπτωσιν µεταθάλλεται ἀπό 0 ἕως 2Π. 7υ- 
νεπώς Θ-θ.-2Π-ΟΞ 2Π. Εἶναι δὲ μαὶ έοφ--- Ξ {οα 1-9. δεν, ὁ τὺπος (1) εἰς 


την προυειµενην περιπτωσιν δίδει: 


.... -απί 
[ο 


ο 2/ Νά ὑποβογισθηῆ το ὁλουλήρωμα [3 Ξάπ ἀπό τὸ σημεῖον Ἔ-Ο μεχρι το στιμεῖ- 
ο. 


Ὦ ς { .. ᾿ [ ᾷᾶ 
ον ΣΞ441ἱ κατα μπιος τῶς παμπυᾶτς ς Ὦ ὁποία εχει εξίσωσιν ἆ-ἳ κ). 


Λύσις: Τὰ σημεῖα Σ-Ο0 μαὶ - 491ἱ ἀντιστοιχοῦν εἰς τὰς πιμάς {-ο αι Τ52 
τῆς παραμέτρου ἡ. Όδεν Ἐχομεν: 
| ορ, ,.. Ὁ 3 
[πας Ξ ] (9) α (ει) - | (α- 8) (11 ἱ) αἲ -[αν Ι), {) αἲ --1ο--ς- 
ο ο ο 
69: τρόπος: Αἱ παραμετριμαίἰ Εξισώσεις τῆς ααμπύᾶης ς εἶναι: αξῖ, 9-, τό δε 


οᾷοαβπρωμα χγραφεται. 


| 242 | ανν) 4κειάν) τς [πάς κνάψ εἰ χάν -ἡ4χ 
[ σ 


5 ι 


. 1 χ α 
"98 κα ξεὺ ναι. μαἳ- [αθνάε» ι. (σε )αϊ -! ο--θν 


ο .. ο ο 


62. ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΏΗ 6ΑΙΟΒΥ - 6ΟµΗ5ΑΤ ΠΕΡΙ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΕΩΣ ΑΠΑΛΥΤΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΗ 
Ὅ Α. ζαισΠ τὸ ἔιος ΙΘι4 Ἔμαμνε τοϊμηρόν αρῆσιν ποῦ μιγαθδιιοῦ Ἐπιπέδου 


Όεωρησας τά µιγαδιμά ὁλομβηπρώματα. ᾽Απέδειξεν ὃτι, "Ἐὰν ὁ τόπος τῆς ολοι λτρω- 
σεις ᾱ εἶναι απὀῶς ουνειτιαός αι ἡ συνάρτησις 4 (3) εἶναι αναλυτιατι ἓν 4 μαὶ 
ἡ ᾧ{α) εἶναι συνεχἠς ἓν ᾱ, τοτε τὸ ὁβουδήρωμα τῶς δ(4) ἅατα µῆμος υάδε υλει- 
στης ααμπυᾷτης ἐν α εἶναι μηδὲν,, 

ΒραΦυύτερον ὅ Ε. ἀουγςαὶ τὸ 1900 ἀπέδειξε τό ἀνωτέρω θεώρΏµα µε τὸν ᾱ- 
σθενεστεραν ὑπόθεσιν ὅτι ἡ 4 (3) ἀρμεῖ νὰ ὑπάρχπ ιμαὶ νὰ εἶναι πεπερασμένη ἓν 
6, δι ὁ υαὶ το ἀνωτέρω θεώρημα φέρει τῶν ὀνομασίαν θεώρημα τῶν Οαισὴυ - 
άοωυγςαξ. . 

Ἔωτοτε πολλοι μαδηματιιοὶ Έδωσαν ἁπδάς καὶ συντοµους ἀποδείξεις τοῦ ἀνω- 
τερω θεωρήµατος.Το θεώρημα τῶν ΟαµςΒυ- 6ουγσα! εἶναι σηµαντιμὀν διὰ τὴν 
Όεωριαν τῶν ἀναλυτιιῶν συναρτήσεων ιισί δίδει πλείστας ἀίαν ενὀιαφερούσας, 
ἰδιότητας τῶν ἀναδλυτιμιῶν συναρτΏησεων μαθώς μαὶ ἔφαρμοχας αὐτῶν εἰς τὸν 
ὑποᾶοχισμον Ὑενιιευμένων ὁδΔοιβτιρωμάτων διά τῆς μεθόδου πῶν ὁᾷοιι ἀπρωτιιῶν 
ὑποβοίπων (βθσὶοίιαπῃ). 

Διά την ἀποδειξιν τοῦ θεώρΏµατος τῶν (αµοΏυ- Οουτςαϊ εἶναι ἀναγιααῖον 


να προπγπὸπ τὸ ἁάτώωθι ἂθμμα. 


ΛλΏμμα π-2-Ί "Ἔστω ὅτι η ὁ(3) εἶναι συνεχης εἰ ἕνα πεδίον «,τό οποῖσν 
περιεχει µίαν τμτματιιώῶς ἀίαν υαμπύᾶην ς. Τότε διά μάθε εΟ ὑπάρκει µία 
ποζυχωνιωτπ σραμμΏ |, ἐγγεγραμμένη εἰς την 6 μαὶ περιεχοµένγι Εντός τοῦ 
τοιαύτη, ὥστε: | 

| Πεα.- [αωάκ[« ε, 


6 . 


α! ῃ - . [ ὧν. 
Απόδειξι5: Ἔσιω Ὦ Ένα φραγμένο χωρίον περιιΔεῖον τὴν ἁαμπυλην 6 τοιοῦ- 
μ ο ο ὁ . οί 1 « ῃ ος . ἃ 

τον, ὥστε ἡ θήώη αὐτοῦ ὃ νὰ περιέχεται ἐντός τοῦ πεδίου ᾱ. Ἄς ιαλέσώμεν Γ 

/ ια ως ο αί ς : ; ον ' , ” / 

το συνορον τοῦ ΤῬ Ἱιαὶ εστω Ρ η ἀπόστασις τῶν μαμπυλών ϱ μαι Γ. Έσιω δε 

ᾷπο µπωος τῆς Ἔ. Ἐᾳ οσον Ἡ 4(3) ναι συνεχώς ἐπὶ τοῦ Ὦ δἀ εἶναι μαὶ ὁμαλῶς 

συνεχής ἔπ᾽ αὐτοῦ, ἧτοι: Διά πάδε ε2Ο ὑπάρχει ἀριθμός ὃς δ(ε) 20. τοιοῦτος, ὥστε 
να Έχωμεν: 


«-ᾱγ διὰ μάθε ἆπεὃ µε |Σ-5]ς δ. 


[ό() η κπτ 


θεωροῦμεν μίαν διαμἑρισιν τῆς μαμπύᾶδης ϱ 


ἔσιω των δ-{2., 3, 7,, ο) τῆς οποίας τὰ σημεῖα 
Δαμθάνομεν ιατὰ τὴν Όετιάτν φοραν διαγραφής 

αὐτῆς. Διᾶ τῆς διαµερίσεως ταύτης 6 χωφρίδεται 
εἰς η το πᾶΏΌος τόξα τὰ οποῖα ας μαλᾶσωμεν γ, 
Όντο δη (61.71). Την ἀνώτερω διαµέρισιν Λαμ- 


ς ! αἱ / - ' ὁ ' 
θάνομεν εἰς τρόπον, ώστε τὸ µπιµος ἑμάστου τών α- 


νωτξρω τοξων να εἶναι µιµρόοτερον τοῦ ἀριὸμοῦ 
Ώςηπιπ (ὅ, ϱ). 2χ.! 

Ἔσιω Ἱ. ή ποᾷυγωνιωτ γραμμή ἡ ἔγγεγραμμενη εἰς την μαμπύυλην 6 µε 
μορυφός τὰ σημεῖα 2ο,2,,ὲ.,...;ᾶπ.ι,Ἔ, μαι τῆς οποίας τὰ µήωτι τῶν πὂευρών 
ἄς τὰ παβέσωμεν 6,, 6.,..., 6, (ὅρ-3ρ-2,.) (Εἰς τὸ σχΏμα δὲν δειανύεται τὸ 


χωρίον 2). 
} 3 Π αἱ . Π ων, - Α 
"μδη ὃ αποδειξωµεν ὅτι πάντα τα σωµεὶῖα τῆς πολυ- (3) 


τωνιμῆς χραμμῆς |. αεῖνται Ἐντὸς τοῦ χωρίου 2. τῶν 
Ἄς θεωρήσωμεν τὸ τυχὸν τόξον Σρι ἓρς Β' (6λ.2κ.2) 

μαὶ ἔσιω Α() ἕνα τυχόν σημεῖον αὐτοῦ μαι Δ(1") Β2 Α(5) 
ἕνα τυχόν σημεῖον τῆς πορδης 3,. : 


ἴσχνει ΒΑ]. ΙΑ] « μµΏωος β« η μαι [βῖ]-«π. 


3, 5 8Γ. Προφανῶς Σκ. 2, 


Εξ ἄλλου εἶναι Ἠνωστον ἓµ τῆς γεωμετρίας ὅτι: 
ΙΑ -« [Βα]» 1άΓΙΙΤδΙ λαο 
2 4 
Ὅθδευ, πάντα τὰ σημεῖα τῆς |. αεῖνται Εντός τοῦ ὃ, 
Ἄς σχηµατίσωµεν τὸ ἄθροισμα: 


Θη- ὁ Π(20)Δ5, ῥ{ἱ) 


οτι 
Ἐπειδη Δ5, "| ἂπ ααὶ ὁ 4 (20) εἶναι σταθερός ἀριὸμὸς.τὸ ἄθροισμα (1) 
ὄρ 


υ οἱ 
ὕραφεται ουτω: 


6 - Σ / ίσα. (3) 
χρ 


Ἔε ἄλλου, ῶας 5» β (3) ἂ (3) 
ἳ θε 
ἐ 4 


.] 


δί ἀφαιρεσεως τῶν (2) ιαὶ (39) ἄαμθανομεν : 


Ῥῶαι- η 3 ο | [ὁ(4) Φα] (4) Ἡ 


θ34 


ς ὅρ 
| έῴαν- 5 η. [μῶ- Ε(ερ ας, (5) . 
ς ἔρ 
Εἶναι ὅμως, εῶ-έρ [πα διοτι |3- Ἔρ] « ὅ, συνεπῶςη (5) γίνεται: 
ή (πο [πε άρα ὸ [αι | Σα ε.ε.. 
ὧρ ὅρ 
»Εδεικὂτι ὅτι, | | [9 4ς- σα] .- -- (6) 


σ ς 
ε] - . ’ , - αὰ, - , υ ή 
Ανιιιαβιοτῶντες τὴν μαμπὺᾶην ς ὑπο τὴς πολυγωνιμῶς γραµμµΏς ἱ. μαὶ τὰ το- 
5 η .. - , ς ον « ς ' 
α ρ ὑπὸ τῶν χορδών σ6ᾳ, σμιθανομένου δε υπ’ ὄψιν 6τι Δαρ- [93, τὸ ἄθροισμα 
, 


(1) τράφεται: 
ο. [ό ὤραν (3) 


ρ.4 ὅ, 
Εξ ἄλλου ... » ρῷαν (8) 
ραί 


. ε 
Δἱ ἀφαιρέσεως τῶν (3) αι (8) μαὶ ἀαμθάνοντες ἓν συνεχεια τὰς ἀπολὶ- 
τους τιμᾶς Έχομεν' ἃ 
[νῶάλ-δι|- 2 [ή ὦ- δρ] αὲ (9) 
[δ ρτι δρ 
Εἶναι ὅμως, [4α)-θ(1ρ)] τε“ ἔπὶ ἕμάστου τµηΏµατος σ, τοῦ ὁποίου το µήιος Ἐσιω Άρ. 
Ὅδεν, ει τὴς (9) Δαμθβάνομεν: | 


| Γεω όν- 5. | . κ. Σ λρς στ" έτ (ιο) 
ι 


σρ 


Συνόναδοντες τὰς (6) ται (1ο) Δαμθάνομεν: 


η 


πα νᾱ - ε οξ.δ. 


| βῷαξ- βῶαε]ς | β 


- 


θεώρημα ὙΙ-2-!. (ζαιοβυ- ἄουγσαἳ). Ἔστω ὅτι ἡ 4(2) εἶναι ἀναἈυτιωτ εἰς ἕνα 
ἁπῶς συνειτιμον χωρίον , τοτε ὃα ἔχωμεν: 


Πω4ε-ο 


: --ᾱ 
δα μάδε τμηματιιῶς Δεἰανιαὶ αΔειστηνμαμπυᾶπ ο μειμενην Ένιὸς τοῦ ᾱ- 
Ἀπόδειεις: Α΄ (Περίπτωσις τοῦ τριχώνον) Θ ἀποδειξώμεν ματ ἀρχάς τὸ ανω- 
τέρω θεώρημα εἰς την περίπτωσιν ὅπου Ὦ 6 εἶναι Ἡ περίµετρος ἕνός τριγώνου Έστω τοῦ 
ΑΒΤ, (6Άλ.Σα.1) ααὶ την ὅποιαν δάἀ συμθοβᾷἰδωμεν συν. | 
τοµωὼς διά τοῦ ουµθόλου Δ.'Ενώνομεν τὰ µἒαα Δ.Ε 
ο ιαί Ζ τῶν πδευρῶν ΑΓ ΑΕ υαὶ ΒΓ αὐτοῦ τοῦ τριχὠ- 


νου δια τῶν εὐθυγραμμων τμημάτων ΔΕ, Ε7 ιαὶ 7Δ 


"μαί οὕτω Ἐσχηματίσθηπσαν τέσσαρα τρίγωνα τὰ ὁ- 
ποῖα Όατα συμθοβλίσωμµεν συντοµως µέ Δ,Δ., Δι ααίΔς. Ξκ Λ. 

ΣΕΕ ὑποδέσεως 4 (εἶναι ἀναλυτιαη Εντός μαἱ Επί τόν πλευρῶν τοῦ τριγώνου ΑΒΓ ααί 
ἂς δεχθῶμεν ὅτι: [πΦάνκ ο. 


[ο 
Παραδβειποντες, κάριν ουντοµίας, την ὁλοαἈπρωτὲαν συνάρτποιν εἰς τὰς ἰσότητας 


ποὺ Ἐποιοβουοσῦν εἰς τὸ δεύτερον μἐᾶος, ὃα Ἐχωμεν: 


ζι.[. [ΕΙΠΕ ΡΗΗ ΓΗ 


ΔΛΕ ει 1ίΑ ἆλε Εν εβι τε 2τὸ ὁτ «ΑΕ ε 37Α 
.. [1] : νθιβώε ῥθθε ήθος. 
ΔΛΕΔ ΕδΊΕ ΖΙΔ1 ΔΕΑ δι δα το δ4 


"δεν, | ῄῶά» (5 
[ο 


[4π].] [άν " βῴαΣ].] πάς] (9) 
δι Δι ἂν ση ; 


λε! ἳ ! Π (1) τ ἤ ο. µε η , [ - ϱοῦ 
Εαν παραστησωµεν µε Δ' το τρὶγώνον το ἀντιστοικοῦν εἰς τον ορον τοῦ Β- µελους 


ποὺ Δαμθάνει τὴν μεγὶστην τιμὴν (Εάν ὑπάρχσυν δὺο ἡ ααὶ περισσότεροι ποὺ ἕ- 
χσυν τὴν ἴδια τιμήν, τότε Δαμθάνομεν τόν Έναν εξ αὐτῶν) τότε,θὰ Ἐχώμεν λογω 
τὸς (1): 

(1) 


| Φα: 


δ) 
ῃ ι “ µ -- - -- 3 ἐ 
Ἐν συνεχεὶα Δαμβάνομεν τὰ μέσα τῶν πΔευρῶν τοῦ τριγώνου Δ΄’ Έπιτυγχανοντες 
Μ/ 1 Π έ μα . . 
οὕτω ἕνα ἀνὰᾷογον τρὶγωνον Δῶ τοιοῦτον, ὥστε : 


| μα ἀπ . μ . τι ἃσχω τὺς (2) 
0 


ᾱ- [αῶαε (3). 


12 


[[έῶας | 
) | 


Συνεχἰδοντες ματ αὐτὸν τὸν τρὀτιον εὑρίσυομεν Ένα τρίχωνον ΔΑ’ τοιοῦτον, ὥστε: 


έως» | -α] μι, | (9). 


οὕτω Ένομεν Ἐπιτύχει μίαν φδἰνουσαναιιολουδὶαν τριχὠνων Δ, Δ., Δὸ,, ΙΒ, ὃς 


Έµαστον τῶν ὁποίων περιξχεται εἰς το προηγουμενὸν του ( μάς δ”). Η τομή ; δν 
εἶναι, δυνάµει τοῦ θεωρηματος Ι:-4-3 τοῦ ζαπῖογ, Ἑνα συµπαγες σὐνολον. Ἔπειδτ 
ὅμως ἡ ἀμολουδία τῶν διαµέτρων ό(Δ3) τῶν οὐμπαγῶν συνόλων Δ΄" τείνει πρός 
τὸ μηδέν, διότι ὃ (3) τπτ δ(Δ), ἡ ἀνώτέερω τοµΏ ἔαφυβλίδεται εἰς ἕνα στμεῖον, 
Έστω Σο. 

'Επειόπ τὸ σημεῖόν Ζο Μείται Ἐντός Ώ Επί τοῦ συνόρου τοῦ τριμὠνου Δ μαὶ Επεὶ- 
δη Ἐξ ὑποδέσεως ἡ 4(3) εἶναι ἀναυτιμῃ εἰς τὸ Ζο δά Ἐχιωμεν/ 


(1) 5 { (7ο) « (1-2ο): δ (αι) κ (1-59) (5, 3ο). (6) 
ὅπου ἀπ Ἐίσι)Ξ-ο 
α-ᾶο . 
ἜΕφ' ὅσον μη (2,3. Ξ-0 ἔπεται ὅτι, όκα ιάθε ε2ο ὑπάρχει ἕνα ὁ(ε)»ο τοι- 
οτον, ὥστε διά |3-2οἱ «ὃ (ε) νά ἔχωμεν |Κ(2,7ο)ς ε 


Ὁδσιδηρώνουτες τήν (6) ματὰ μΏιος τῆς περιμἔτρου τοῦ ΔΟ) εὑρισαομεν: 


ἔκῶον 52 αν] ἀλὴ | (2-79) ἀ {- | (2-59) Χ(43.) 4 Ἅᾖ{ϐ) 
πω] λο) ο δ8 δ 


Ὡς γνώὠστὀν, (6λ. παράδειρµα 13/81, εἶναι 


δ) κα 

Ὅθδεν, ἡ (7) γράφεται. 
ψ )άσ- [(2-πο)- Α (2/59) ἀπ (8) 
Απ) δίπ) 


Εὰν 2τ εν, Ἡ περίµετρος τοῦ τριχώνου Δ, τότε ἡ περίµετρος τοῦ τριγώνου ΔΙΣ) 
δὰ εἶναι -ᾱ- :"Ἐὰν 3 εἶναι ἕνα τυχόν ο έως τοῦ τριγώνου ΔΟ 
(6λ. Σχ. - τότε θά ἔχωμεν |2-ᾶο] « Ἔς. : Δυνᾶμεθα δε νὰ εὗρω- ᾽ 
μεν ον το δοθεν 820 ἕνα Ν τοιοῦτον, ὥστε διά πμ να ἔχα)- κ 


μεν: «δ(ε) μαὶ οὕτω ἐπιτυγχάνομεν:]2-2ο]«-ὸς- -«ὅ (ε). 


3π 
ν Σκ.3. 
Ἐι τῆς (8) Άοιπον Δαμθάνομεν: 


| [εῶάν« «/πτε] [κ(1-σο)|' .ἀὀ0 . τπτ 4ὲ -«ὃτ εις Αἱε., (9) 
δισ) δν) άσ) 
Ἐξ ἄλλου Έχομεν : 


ἠνθοσιςἳ [έῶάσ|- ο” ες ατε (19) 
ἀπ) 


Ἡ σχέσις (19) ἰσχύει διὰ υάδε ε»Ο, ὅδεν 94 πρέπει. 
] δ(1)άτ-ο 
ὁ 
ΒΣ. (Περίπτωσις ἓνός αῆειστοῦ πολυχώνου). Ἆς Θεωρησωμεν τὸ ιᾶειστόν πολυ- 
Ἰωνιιόν χωρίον ΑΒΓΔΕΖ ὡς τοῦτο δειανύεται εἰς 
τό Σχῆμα 3 ιαὶ ἂς ὑποδέσωμεν ὅτι Ἡπ {(3) εἶναι ὤνα- 
λυτιωπ ἐπ αὐτοῦ, Φέρομεν τὰς εὐδείας ΑΓ, ΑΛ μαί ΑΕ 
ὅτε τοῦτο χωὠριξεται εἰς τὰ τρίγώνα ΑΒΗ, ΑἴΔ, ΑΛΕ υαί ΑΕ2 
ὅπου δι ἔμαστον εξ αὐτῶν, συμφώνως πρὸς τὸ Ί” θῆμα 


Ισχύει το θεώρημα. Λαμβάνοντες δὲ ὑπ ὄψιν ὅτι ς ()αλ- 


Ξ-14 (1) 4: ατλ. δὰ ἔχωμεν: τα 
αἱ κα, Ξ σα [δν (ποτε Ῥώον -0. Σχ. 3. 


ΑΒΙΛΕΊΑ ΑΒΓΑ. ἆγδα Άλεα ΛΕΙΑ 


Γ9’, (Περίπτωσις αδειστῆς μαμπὺᾶης) Ἂν θεωρησώωμεν των πἹμηματιιὦς ἀεία 
υδειστή ιαμπὺᾶτ Ἔ, τοτε Φυμφώνως πρὸς το ΛΏμμα Ἱ-2-1, διὰ μάθε ε2Ο ὑπὰρ- 
χει µία µδειστη ποβυχωνιαΏ τραµµῃ |. τοιαύτη, ὥστε να ἔχωμεν: 

| | όρά»- [2 4.] «κε (η) 
ξ π 

Εἶναι οµως, συµφώνως πρός τὴν περϊπτωσιν τοῦ αδειστοῦ πολυγὠνου [βωάτ-ο 

ααί οὕτω Ἡ (1) γίνεται: . 


ἤρωα» |-ε (10) 


ἛἘιμ τὴς (1) ἃοιπον ἔπεται μῶ ἄπ- ο 
5 


Οὕτω ἐδεῦχθη το θεμελιώδες θεώρημα τῶν ζαιςβυ-αοιγδατ. 


9 ᾿Εστώωσαν Όε,0,,οι,..., ον, Πλ 1 τὸ πᾶῆθος τμπματιιῶς ἀεῖαι ααὶ κβεισταὶ ααμπὺβαι τοῦ 
Ἱπογάατ τοιαῦται ὥστε, αἱ μαμπύβαι Ο/Ο,,..., Ον Ἠεῖνται πᾶσαι εντὸς τῆς Ο, ααὶ 
μή τεµνόμεναι μεταξύ των. Ἴδτε το σὐνοᾶον τῶν σημείων τῶν πειμένων εντὀς τῆς 
ϱ, μαὶ ξυτός τῶν η ααμπὺδὼν Έ,6.,...,Ον ἀποτεᾶεῖ ὡς ἂεγομεν ἕνα (η»!) - αὖνε: 


υτιον πεδὶον Ὦ τοῦ οποίου τὸ σύνορον συνὶσταται ἀπὸ τὰς η ἁαμπύλας Όο,ζι,Ο.,...Ἔη. 


θεώρημα π-2-2. «Υπό τὰς ἀνωτέρω ὑπσθέσεις εἄν Ὅ 4 (1) εἶναι ἀναΔυτιἡ Επὶ 
3 


τοῦ }, τότε 9ά ἔχωμεν;: 
ο [εάν νωο. 6 
ζο ὃς 6. ες 
ὅπου αἱ ααμπυβαι 6.0, 0.,...09 δεωροῦνται διαχραφόµε- 
ναι ἁατα την ΘετιμΏν φοράν. 


Ἀπόδειξις: ϐ) ἀποδείξωμεν τὸ ἀνωτέρω θεώρημα δια ' 
τὴν περίπτωσιν ηΞ2 (6λ.Σα.4). Πρὸς τούτοις Φξρομεν τὰ θοτ- 
θητιμἁ τοξα ἀὃ, γὸ υαὶ εἩ ὅπως Φδειανύεται εἰς το 2κ.|. 


Καὶ οὕτω τὸ χωρὶον ὃ χωρὶδεται εἰς ὅὺο µάειστα ααὶ 


Σχ. 1. 


Φραγμένα χωρία φρασσόμενα ὑπο τῶν υαμπύλων Για Γ΄ εἶναι δε, Γ-α]εδγθα 


μαὶ Γ-αθγδεῖα. Ζυμφώνως πρὀς τὸ θεώρημα Ἱ- 2-/ τῶν ζαὐομυ -ᾱσιγσαϊ 
Θα εχυμεν: 


[νῶάν-ο αι -- 


τ τ 


: ι - ἱ , [α ι 
Δια προσθἑσεως τῶν ἀνωτέρω ἰσοτήτων εὑρίσιομεν: 


(ΗΕ ΕΟΟ 


αᾱ πτ τϐὁ δί τ ἂν αν τι Ὁ δι ϱἳ πα 


Λαμθάνοντες δε υπ ὄψιν ὅτι: ων --- . ατ.λ. ὃα Δαθωμεν ξι τῆς 


ἤ { } 
ανώτερω Ισοτητος: 


ον το 


(ῃ- Τμ 


αι δε 


μῶάε- μάν» μαι 
ζο -- οὦ 
. Ἐφαρμογη. μά ὑποᾶογισὸῇ το οΔοιᾶπρωμα [5 ; ὅπου ς εἶναι μία τµμημα- 
τικῶς Δεία ἀαμπυᾶᾷη τοῦ οτάαση Ἡ οποία, 3 δεν Εχωβείειτο σημεῖον 2-0. 
29/ Ἐγωάειει το σημεῖον 2-0. 
Λύὺσις:. 13 Ἔστω ὅτι ἡ 6 δὲν ἔγιδειει τὸ σημεῖον 3-0. Ἐπειδή η συνἀρττι- 
οις ἆ (ϱ5-- ἐἶναι ἀναβυτιαπ Έντος μαὶ Ἐπὶ τῆς ααμπυᾶτς 6, ἔπεται Οτι σι.- 


Φώνα πρὸς τὸ θεώρημα τῶν ζαµςπι]-- ἄοιγσαῖ Οά εἶναι ον Ξ0. 


απ) Εστω ὅτι η ς Σεγιαδεὶει τὸ σημεῖον 2-0. θεωροῦμεν Έναν Μίλαν 6ρ µε 


αΕντρον το σημεῖον Σ-Ο ιαι αυτῖνα ρ: Ἰότε συμφώνως πρὸς τὸ θεώρημα π- 


4» | ατ | 
5 - 88 (0 
έ 6ρ 
Ἀρυεϊ ἂἄοιπον να υποβογίσωμεν τὸ δεύτερον οβοιβπρωμα . 


α-ε, θά Ἐχωμεν: 


Ἐπειόηπ 25ρ' ϱ θα εἶναι ἀπζί. ρ' οἱ) ἀθ-ι.2.ἀ8θ τ 95 κἰάθ, Όδεν ὁ (41) 


τίνεται. 
| ντ [ιθ - ε[ς ἀἆθ - 2πὶ 
ο 6ρ ο 

Γενιι ὦτερον θεωροῦμεν τὸ ὁἀσμᾶδρωμα: εξ ». ὅπου 6 εἶναι µία τμημα: 
τιαώς ἄεία ααμπυβτη τοῦ Ἰογάση εχιαδείουσα τὸ σημεῖον 2- 3ο, Όετοντες 
2 -Όο- ή, τοτε Όα Έχωμεν ἀπ ααὶ οὕτω τὸ ἀνωτερω οἈσοιᾶπρωμα νραφεται:: 


Σ-2υ 
σ [οἳ 


| ἀξ Ξ .. (2) 


ὅπου Ὢ ιαμπυᾶηπ ς’ ἐγαδείει το ὀημεῖον 2-0. Συμφώνως Άοιπον πρός τάνω- ᾿ 


τερω Όὰ Έχωμεν; 


' μ σι ' . ας 3 ι - ῃ αν ο ἀπ 
Τελος, εαν το σημεῖον Ξ 3ο μεῖται εἶπος της 6, τοτε ὃα εχωµεν: ἵσ-Σ-Ξ ὂ, 
ἡ [-] 
- 


3 ῃ 6 ς - ὦ {  σ Π Π , η 
Επειότι Ὡ συναρττσις (σα. εἶναι αὐαᾶνυτιαπ εντος ναι ετιὶ τηυς ϱ, 
ο 


θεώρημα π-2-3 "Εσιω ὃτι Ώ συναρτησις 4) εἶναι. ἀναδλυτιαπτι εἰς ἕνα ο λῶς : 


συγθωτιον χωριον 6. Ἴοτε τὸ οἀομβπρωμα: 
Γω-[εα] 


Σο 
- Π ε .. Π 
τηματιιιῶς Δείας ία πυβης Ἱειμενηως εντος 


Δαμθανοµενον µατα μῆιιος νἅαδε 


- ἡ , η } , « [ ͵ [ ῃ - 
τσῷ 4 µε σταθερον το αρχιμον σημείων Ζο μαι µεταθλητον το τεΛλιαον σημεῖον 
ο { [ . , Γ -. . ἐ ' 
3, ΟΡίδει μίαν µονοτιµον ἄναδυιικτην συναρτπσιν εντος τοῦ ἄ µε παραχωγχον όι- 
δομένην ὑπο τῆς σχεσεως Ε/(5)ςά (3). 


Άποδειξις5; Θεωροῦμεν το πατώωδι ππᾶῖιον ὁιαφορῶν: 
349ὲε 34 
Σ(Σν45)- τί "ασ ] [να] - [ει |-ας ο. μον (0 
3ο 5ο 


Την πτεβευταϊαν οἈοιάπρωσιν Ὀεωροῦμεν ὅτι γίνεται Ἐπὶ τοῦ εὐθυγψραμμου μη- 


“΄ 


µατος ποὺ ἔνωνει τὰ στιµεῖα ἔ μαι ᾷν Απ. 
' ἀνδε 2243 
)Εξ ἄλλου, } (1) (αλ τς | 41 απ : πώ (ἆ) 
2 Γή 
Δὶ ἄφαιρεσεως τῶν (1) ιιαὶ (2) Δἀαμθάνομεν : 


2νΑΞ 
τα) - αι σε να τπτ | κ ως. (3) 
3 
Ἐπειόη ἃ ϕ(ή) ἔἶναι συνεχής εἰς τὸ οπμεῖον 3 Έπεται ὅτι, διὰ αάθε ε2Ο ὑπὰρ- 


χει ἕνα ὅ(ε) Σο. τοιοῦτόν, ὥστε εὰν [5-1] ς δ(ε) να Έχωμεν 4η) -{(.)]κε. 


Λαμθανοντες ἄΆοιπον τὰς ἀπολύτους τιµάς τῆς (8) μαὶ λόγω τῆς συνεχεὶας τῆς 
{ (5) μαι τῆς 63’ Ἰδιοτητος τῆς δ! 9 Ἐχωμεν; 


Ε(ανΑσ)- Ε(3) ὀα]κῃ 


Αα. ασ πας μω-τῶ [12] « 48) :εξε,δια |2-1 «δ(θ. 


ΔΕ] ε[επνοχ] Ἴδ2] 


ο Ἀνν, θίτη ΕΦ :δε)- ΕΦ. 


5-4 (ἱ) Ἠ 
. δ 2 


Ε (5) 5 ο). 


Παρατήρησις: Κατὰ την ἀπόδειξιν τοῦ ἀνωτέβω θεωρήματος δὲν ἔιάμναμεν 
χρῆσιν ὅτι ἡ ᾧ (3) εἶναι ἀναλυτιµΏ συνάρτησις, ἀλλά ὅτι αὕτη εἶναι συνεχής. Δυ- 
νάµεθα Άοιπον ν αντιιαταστήησωμεν των ὑποθεσιν τῶς ἀναᾶυτιιότωτος τὼς συν- 
αρτήσεως ὑπό τῆς ὑποθεσεως ὅτι, αυτη εἶναι συνεχΏς μαὶ Επὶ πλέον τὸ 9ᾷο - 
απ ὔπρωμα παυτης ματα µπωος ωάθε τμτματικὠς Ἀείας αβειστῆς ισαμπυλης 
πειµέενης ἐνιόςᾳ τοῦ ᾱ µπδενιξεται. 

Τὁ ἄνωτερω θεώρημα μᾶς ἔπιτρέπει να ὀρίσωμεν τὴν ἔννοιαν τοῦ ἀορίστου ὁ- 
Δοιβπρώματος. 

Μία συνάρτησις Ε(3) ποιαύτω ὥστε «Ε/(3) -δ(3) ιαᾷεῖται ἀόριστον οὔοιδη - 
βωμµα Ὁ παράχουσα τῆς ό(3) μαὶ συµθολίδεται οὕτω: [40 ἀπ. 


ὝὭστε Εξ ὁρισμοῦ : Ρῶξ μωάκν Ε(2-Φ (2). 


πχ. Γημχάς --συνενς, διοτι αστωοος Ώμτ 


ἀ ο σος 


[ὲ-- έοη Ἄνς,, διοτι ,ΟΞατΣ«2Π. 


Ὅπως, ιιαί διὰ τάς πραγματιιὰς συναρτήσεις οὕτω μαι διὰ τὰς µιγαδιάάς 
Ισχύει ὁ τύπος : ο. 
[64η 5 εσυ: εδ) 
24 
ὅπου Ε(Ξ) εἶναι ἕνα αὀριστον οΔοιᾶήρωμα της ὁ (2). 
Τό ἀριστερὸν μεᾶος ποῦ ἀνωτερω τύπου Ἐιφραξειιοώρισμένον 089- 
ιυὔῦρωμα, τῆς ὁ(]) ὡς διαφορα μεταξύ δύο πτιμῶν τοῦ αορίστου 


ὁ ἆοιΆπρωματος αὐτᾶα. 


ϱ5. ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΙ! ΤΥΠΟΙ τοΥ «ΑςΗΥ 
θεώρημα Ἠ1-3-4 (Πρῶτος ὁλομλ.τυπος τοῦ ζαιςΏι). Εστω ὅτι Ὦ συναρτησις (3) 


- 5 η , [ ͵ ͵ - Π { ' 
εἶναι αναβυτιμτι εἰς το πεδιον 4 περιξχον µίαν τµτιματιιὠς Άεια αβειστη υαμπὺ- 


- Ὠ ! { ο -- π - 
ἀπ τοῦ Ἰοτάαπς καθώς μαὶ τα ἔσωτεριμα σηµεῖα αὐτῆς. Εάν τὸ 2. ἔἶναι ἕνα 


- 2 ; 6 ο / ε 
σημεῖου εχαᾶειόμενον ὑπο τῆς 6, τότε θα εχωμεν : 


ὁ (30) τσι το. 
σ ν (ο 
Ἀπόδειξια: Ἐάν τὸ 2. Ἐχαβλείεται ὑπό τῆς ς, 

τοτε ἡ συνάρτησις 4(3)/3-3ο εἶναι ἀναλυτιατι Εκτος 
τοῦ σημείου 2:ο. Ἐάν Τρ εἶναι ἕνας αὐμᾶος κὰ- τν 
ντρου 2ο μαὶ ἀμτῖνος ϱ (6λ Σχ.) τοτε συμφώνως 
προς τὸ θεώρημα Ἱ -2-2, δὰ Έχωμεν : ο σσ σα 

ββ. . λα (8) | Σχ. 

έ π 


Ἐπειδη το ὁδοιᾶπρωμα τοῦ ἀριστεροῦ µεῖους τοῦ τύπου (1) εἶναι ἀνεξάρ- 
τητον της Εαλογῆς τῆς μαμπυᾷτς 6 ιαὶ τό οἈοιᾶηρωμα τοῦ δεξιοῦ µελους 
ὃᾳ ἔχτ ὁμοίώς τὴν αὐτὴν ἰφιοτητα. 

Δια τα σημεῖα τῆς περιφερείας ἵρ ἔχομεν: Ἄξσοκφρ-θὸ 

Δια τῆς ἀντιματαστάσεως τὸ δεξιὸν μελος τῆς (1) ααδισταται: 

[ρε . [αῷαθ (1) 


α-ἐο 
[ρ |.) 


1π 1Π 1α π 
Εἶναι δε, μῶαθ- | ήω-Μῶ149: Ἴν) ἀθ- ἠτμω-λω' 4θ κ2Πὀ (29) (8) 


[ο] ο 
1 


π - 
Ἀρμεῖ Ὥδη να δείξωµεν ὅτι ] [ὁ(4)-Φ(29)] ἀἄθ-ο. 
. ο 
Ἐπειότ ἡ 4 (2) εἶναι ἀναδυτνατη ἔπί τοῦ 4 Οὰ εἶναι τοτε ιμαὶ συνεχΏς ΕΠ αὐτοῦ 
ἠτοιδιά μάθε ε2Ο ὑπάρχει ἕνα δ(ε)2ο τοιοῦτον ὥστε διὰ |2-1ο]« δε) 


9ὰ ἔχωμεν: | (2)- ὁ (2) -ε. | 
1Π 1Π 1ῃ 
Εἶναι ὃς, | ἵ [42 -έ{5.)]άθ|«ε ο - | ε.ἀθ-2πε, όιαµαθε {20Ο 


απ ο ο ο 
Ὅδεν, | [α(2-2(19] 4θ-ο (4) 
Λοχω τῆς (1) ὃα Έχωμεν : | 
4 (χ)ὰε ; π 
τὰ, 2πι ἆ- (3) η) ώά 
πρ 
ος -5.ΩΠΙ. ο (α,) 


6 


θεώρημα π-2-2. (Δεύτερος ολοκλ. Ίυπος τοῦ ζαιςΠν) Ἔστῳ Ὁ ό(2) εἶναι ανα- 
εριέχον μίαν τμγιματιικὠς ἀεία αἈειστη Ία πὺλτν τοῦ 


λυτιιΏ εἰς ἕνα πεδίον α Π 
Ἰογάαπ 6 μαθως ιιαί τα ἔσωτεριμα σημεῖα αὐτῶς. Ἐὰν 2ο εἶναι ἕνα σωμεῖον Εή- 
μάειόμενον ὑπό τῆς 6, τότε 8ὸ Ἐχωμεν : 

που 4(91)4Σ 
ὁ (9 τππι | (1 - 5ο): 


ς 


Απόδειξις: Ἔσιω ἕνα δεύτερον στιμεῖον ᾖἩ, Ἔ 3ο ἔγιᾶειομενον ὑπότὴς ς Ἔφαιρ- 


µόδοντες τὸν πρῶτον οᾷοιιῆπρωτιμον τυπον τοῦ ζαωςπν Έπομεν: 


4(3:)-Φ (39) | ' ' αροἳ [ξτνὰ ν 
λ,-ὂο στ απία,- 2ο) | [ ωτ δ τν ὶὶ 45 ηπὶ (1-ᾱι) (3-39) ν ώ 
' ς 


ια 


ὁζαι)-Η(α)  ἳ Ἰδωαάς , (1-1) |. αν α) 
ἐ,- ἔο Ὅπηπὶ (3-19): απί (3-39). (3-21) 


ο ς 


ας. { π ’ . ͵ ὥ 3 , Γ ᾿ [ , η 
Όταν το α,----ᾱος ὉὮ αριστερον µεᾶος τὴς ανωτερω ἰσρτητος τεινει προς τήν 


πραγµατιαΏν συναρτησιν ϕ (3ο). Ίνα ἄποδείξωμεν τὸ ανώτερω δεώρηµα ἀριαεῖ ν- 
δείξωμεν ὅτι; 
(8)α - 
ἔσω (3): τν): [παῶέώτττς -ο 


ς 
να αποδεἰξωµεν τὴν (2) ἀριεῖ ν᾿ ἀποδείξωμεν ὅτι όια ᾷἜ---ᾱο τὸ οἈοιλήλρωμα 


(2). 


) (αλα -τι παραµενει φραχμενον. Ἐπειόπ Ἡ ὁ() εἶναι αναάνυτιμτι επι τῆς ς 


ἔπεται ὅτι υπάρχει ἕνα Μ » 0 ποιοῦτον, ὥστε Ιό (2) - Μ. Ἔστω ὁ τὸ µβιωος 


τῆς 6 αὶ ὃς ἰπή 3-35. εἶναι δὲ ὅ ο. 
πες, 


Ἐάν |3,-3.]« δ αἱ Σε0 θα ἔχωμεν: 
ἱπ-1ι]-Ιᾷ-2.)-- (5,- 2ε)|35 δ-]3,-ο|. 


ἵ | | ο. ὁᾳάς "πσ- Μ.ὀ 
09εν, | περ (1-1.) [5 | 5” μ-ἒοι. [δι] |2- 3ι] Ἕς δὲ {δ-1.-3.]] . 
[ο 
μέ 


μαι οὕτω τοῦ 3,---Ἔ, τὸ ὁᾷοιὂπρωμα φράσσεται υτιὸ τοῦ--στ- 

Ὕπαρξις παραχώχων πᾶσης τάξεως μιᾶς ἀναδυτιιῆς συναρτησεως: 

Ἡ µέδοδος τῆς ἀποφείξεως Ἡ χρησιμοποιπθεῖσα εἰς τὰ προπχουµενα θεωρήματα 
ὀύναται νὰ κρησιµοποιΏθΏ Φιὰ τών ἀποδειξιν υπάρξεως τῆς δευτερας παρα χα) - 
Ίου ὁ (29) υαὶ γενιαῶς παραχὠχων ἀνωτέρας τάξεως μιᾶς ἀναβυτιιῆς συναρ- 


» 


τΏσεως ὁ (3). 


θεύρηµα 1-3-3. ᾿Εὰν ἡ ὁ (3) εἶναι ἀναβυτιωπ εἰς ἕνα πεδιον ᾱ, τοτε Ἡ (3) Έχει 


οἵης 


/ , 1 . ’ ῃ ' / - 
παραχώγους παση5δ ταξεως εν α, η δὲ παράγωγος η τάξεως δίδεται υπο τοῦ 


[ 
τυποι;. 


κ μαι ό(2)αξ 
ό μα. Ζοε 4, ΏΞΟ,ΙΙ 1}... 
ς 


θιΕεχώνται εἰς το α. 


6 


Αποδειξις: αν 5, εχαΔείεται ὑπό τῆς ο μαὶ εἶναι 3, 5ο χρησιμοποιοῦντες 
1; ῃ 5 ῃ ῃ να αχ . 
τον δευτερον οἈομᾶηρωτιμον τυπον τοῦ ζαιςΏν Εχοµεν : 


ὁ (αι - ὁ{39 ἳ ' - 
Ἡι- ο ο ΑΙΠί(3,-2ο) μω τς στ) ο. 
ο 


ο οἱ ῇ ἁσ)λάι , ἃι-ὸ. 3(-19)- 2 (3, 3ο) 
Ὅταπι με. οπι νῶ (ἳ- ἐ (1 2ο)) ο 


ς 6 : 
. μ ' ή { - 3 ! , [ / 
᾽Αρμεῖ νὰ δειξωµεν ὅτι, 9 δεύτερος Όρος τοῦ ἀνωτερω τυπου τείνει προς το µπ- 
- . ἰ . { ἐ 3 
δεν τοῦ Ἡ, ---ὰο. Ἰοῦτο δε Επιτυγκανεται διὰ τῆς µεδοδου που εχρησιµοποι- 


ν ι ! ( [ ͵ τ οϱ 
ήθη εἰς το προηγουµενον Όεωρημα. λαµβανοντες Ἀοιπον τα Ορια ἔχομεν' 


δα} ῥίτι ὁ 8) ὅσπο) , αἱ { 4άλας 

ὃ ως Ἔ στο παπι }ς-τος 
ς ῃ 3 ι ῃ ια Ξ { ’ τ- 
0 τεβευταῖος πυτος αποδειανυει των υπαρξιν τῆς Φευτερας παραχωγου της 


(3). Ἠτοι τὸ θεώρημα ἐδειχθπι διὰ τι-Ώ .. Ἔφαρμοδοντες Ὠόπ ταν Έπαγωγιωτιν μἒ- 
Όοόσν ἀποζειινύομεν τὸ Θεώρτιμα δια τυχοῦσαν πιµην τοῦ π. ἰ 


, ε 2 [ [ [ , ' / 
Παρατηρησις!. Ὁ ἄνωτερω τυπος συχνα Εµφανιδεται ιιαὶ οὕτω: 
(1) 1 ! 1 ' ος π ά ο. ν ώ 
ΐ (3) τη ος μό, ; ὅπου εἰς των Όεσιν τοῦ ν΄ ἔθεσαμεν το Ἰ μαι εἰς την Ὁε- 
τ . 
ι- 
σιν τοῦ Ζο τὸ 2. 


4 . . « ϊ α τ 
μα ὑποᾷογισοηΏ το οβοιᾶπρωμα : ο χοσμ 


11/55 


ια) 


π.] 


αρµοχτι 


1 . .) . - ι ο” μ ” { μα . 
λυσις' Ἐπειὸπ είναι ο υα-2) πο τπτ ἔχομεν: 


Ι-. μηΣ «συνπα) ας .. ΏμπῄΣ κ ουνπΣ” 4... | μπα, συνπα” 4 
. (1-12) ο ἂ-- τ-ί 
η] Ιεἷ-5 ά[53 


ι ς ι ( - ἤ -- / ͵ 
'Έφαρμοδομεν τὸν τὺύπον τοῦ θεωρΏµατος Ἡ-- 3-/ τοῦ Οαλο[ δια 2.- 2 αι 
3-4 αντιστοιχὼς ἔχομεν: 
1. π 
πα λε, απ- 2Π.ἱ (ημπα] συν π 1] Ξ3 Π.Ι 
πο 


κ” α [ ο 
μπε τν 47 - πι ημπο)ν συνπι | 5-3 Πἰ 


τα η 
Όδεν, [Ξ-2πὶ-(-απί) - απι. 


| --- .: 
αν 23/. ηά ὑποᾶογισθτ το ὁλομάδθρωμα : πέν 


11ἱ5ὸ 


Λυσις: Ἐφαρμόδομεν τὸν γενιιὀν τύπον τοῦ ζαµοΠη, τοι: 


(1) 
ο η Φ(2) 3 
{ (19) ” 2πί ] (3-2) 1. 
᾿ σ 
όια ἔ.--ί η-3 μαί 6 (5) «σε Έχομεν : 
ο 2 Η 


(οἳ.) ««δ). οἱ ἃπ ν 
χι ΑΠ (114 
Ιδίο 
'ὰπ ῄαπι -.  βπιο 
. 6 αἳ πε κος 86 μα 18 Ἡ -σμν 
(291) 6 5 
1/52 


͵ , ͵ - 3 Π ῃ -”- 1 έ 
Μία σπουδαἰα συνέπεια τοῦ ἀνωτερω θεώρηΏµατος εἶναι ὰ αιοᾶουθος.. 


Πρότασια πι- 3-1. Ἔαν η συγὰρτησις ὁ(3)Ξα(,9) ευ (κιν) εἶναι ἀναδυτιαω εἰς 
ένα πεδίον , τότε αἱ αχιν) μαὶ υ(χιη) Έχουν µεριαἁα παραχώτχους πάσης τάξεαςς. 


{6 
{ 


64. ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΑΠΟΡΡΕΟΗΊΑ ΕΚ ΤΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΊΙΚΟΥ ΤΥΠΟΥ ΤΟΥ ΟοΑΙΑΟΒΥ.. | 

θεώρημα Ἡ-Δ-Ί. (Μοτεπα). Ἔστω ὅτι ἡ συνάρτησις ὁ (3) εἶναι συνεχἠς εἷς το 
Πεδίον  ααὶ ὑποθέτομεν ’ 

ή 6(2)4Σ- ο, 

ματὰ µμῆμος υάθε τμηματιιῶς ἀεὶας αᾶειστῆς µαμπύᾶης 6 µειμένης ἐντός τούς, 
τότε Ὁ ὁ (3) εἶναι ἀναδυτιικἡ. 

Ἀπόδειξις: Συμµφώνως τρὀς τὸ θεώρημα πἹ-2-3 καί την Παρατήρησιν τῆς δὲ 
τὸ οἀσυβήρωμα: . 
Ρω5] δ(6)αἲ 


Ἔο ' 
Δἀμθανόμενον μαια µΏιος μιᾶς τμτιματιικῶς Άειας υαμπυᾶτς 6 «ειμενης εντοςτοῦ 


ᾱ µε ἀρχιιόν σημεῖον το 3. μαὶ τελιωὸν στιμεῖον ὦ 3, ὁρίδει μίαν μονότιµον ἆνα- 
Δυτιαήν συνάρτησιν ἑντός ποῦ α τῆς ὁποίας η παράγωγος Ε{2)- 4 (3). Αὰδά συμφώ- 
νως προς τὸ θεώρημα σ-3-3, ἐᾳ ὅσον ἡ Ε (3) εἶναι ἀναδυτιωτι θα ἔχω τιαραγὠ- 
γους πάσης τάξεως διά μάδε Ζεα, ἤτοι ὑπάρχει ἡ Ε7(α) μαι εἶναι Ε΄) 54’). Όδεν 


Ώ 4(3) εἶναι ἀναθυτιωμ. 


θεύρημα Ἱ-4-2. (ζαµςβυ- Μιουνὶι{{ς). Κάδε συνάριησις ἡ ὁποία είναι ἀνα- 
ἀυτιωτ εἰς ὁβόμᾶπρον τὸ ἐπἰπεόον μαὶ φραχμένη εἶναι σταθερά. 

Ἀπόδειξις: Διὰ ἀάδε 2ες ἔχομεν εξ ὑποδέσεως: |4(3)| «Μ, ὅπου Μ}20 (σταθε- 
ϱἡ). θεωροῦμεν ἕναν μυιᾶον 6 αμτῖνοα Β µε ἀξντρον τὴν ἀρχτν τῶν ἀξόνων. 


Ἐφαρμοδοντες τὸ Ὀεώρημα ἵτ--3-2 τοῦ ζαιοβυ Έχομεν: 


{()αἡ ! Ιό (3)| αθ 
μ6]- σαι ο τπτ Ηεειά σω 
[ο 
Εἶναι ὅμως, |1-α|5 |11- ||- κ-ἰ5!. Ὅθδεν ἡ (!) γράφεται. 
ή ΜΠΕ ΜΕ 
τη τρ-Ίσῃς "τοτε 8) 


»Εὰν Β--οο τοτε ἔμ τῆς (2) προιύπτει ὅτι ὁ (5)-0, συνετῶς ὁ (Ά)Ξ- σταδερα δια 


μάθε σεζ. 


; - / -- ς ὃ 
Ἐπεωτασις τοῦ δεὠρηµατος τῶν (αἩςῃῃ- ἰλομνὶξές. 


θεώρημα -4-3. Ἔσιω Ἡ συνάρτησια Φ(3) εἶναι ἀναδυτιωτι ἐφ οἈομᾶ πρου τοῦ 
ἐπιπέδου. θεωροῦμεν μίαν ἀιολουδίαν ὁμοιμεντρων ἀὐικλων τῶν ὁποίων αἱ ᾱ- 
υτῖνες τείνουν πρὸς το ἄπειρον. Ἐὰν ἆτιο μίαν ὡρισμένην περιφθρειαν καί µε- 
τὰ ἡ συνάρτησις (3) 3 κ20 παραµένπ φραγµένη, τότε ἡ 4(3) εἶναι ἵνα πο- 
Λυώνυμον θαὺμοῦ οὐχὶ µείαλυτερου τοῦ Κ. 

Απόδειξις: Ἔστω 6 Ένας ιύμδος µε ἀέντρον τήν ἀρχὴν τῶν ἀξόνων υαὶ αμτίνα Ε 
μαι ΜΞ σωρό ςὔ)]. Ἔστω δε 3 ἕνα τυχόν Έσωτεριιον σημεῖον τοῦ μὑύιλου 0. Ἔφαρ- 


ανα το θεώρημα πι-3-2 τοῦ ζΟαμσοΏμ Έχομεν: 
α δν ἀ(θώ Ἱ.. πὶ [1ὁΦ]άαξ . πὶ Μπα 
3 πι)  ππ- ου 


σσ (ασ ι2/)ΠΗ α-Ιεῃηττ 
6 
« () πν. κά 
09εν, ορ] - τα η (0) 


[ ͵ ( 1 ἳ ἤ Π ( -- 
ἛἜὰν πὸκ μαίτο κ --ῶ ἔα τὴς (1) προαύττει ὅτι αν μι- ο, συνεπῶς 4 (2)-ο 
δια πνκΚ. Ὅδεν, ἡ ὁ(2) εἶναι ἕνα πολυώνυμον θαδμοῦ κ. Το ἀντίστροφον εἷ- 


ναι τετριμµενη περιπτωσια. 


θεώρημα Ἱ- 4-4. (θεμελιώδες θεώρημα τῆς Ἀθγεθραα). Κάδε ποᾶυωνυμιωπ 
συνάριησιςΡ(2)-αμ-αιᾳ κα, σ'::. και ἆ. μὲ τιΣί μαὶ αιΟ ἔχει μίαν τουλάκι- 
στον ρἰδαν. (Εξ αὐτοῦ ἔπεται ὅτι ἡ Ρ(2)-0 Έχει η τὸ πᾶῆθος ρἰδας). 


ον ο 


α-άα πω. μαδως 
ορ” (03) 


εἶναι ἀναδλυτιαη εἰς οἈόιβηρον το ἔπιπεδον ιαί ἐπὶ πδέον ΙΦ(2)|---νΟ τοῦ ἆ---οο, Ἡ- 


Ἀποδειξις: Τὸ πολυώνυµον (3) Ἰρόφειοι Ρ- ᾱὉ (α.» 


το ᾖἆ---ο. Ἰλς ὑποθεσωμεν ὅτι τὸ Ρ(3) δὲν ἔχει ρἱδας͵ τότε ἡ συνάρτηωσις 


τοι η [Φ(2)] εἶναι φραγµένπ. Όδεν, συμφώνως πρός πὸ θεώρημα τι--4-2 τοῦ ἰίοι- 


νιξέα͵ ἡ ϐ (3) ἄρα μαὶ ἡ Ρ(3) 9α πρέπει νὰ εἶναι σταθερα, ὁπερ ἄτοπον. 


θεώρη μα ΨΙ-4-5. (Ἄνισοτης τοῦ ζαιςΠν). Ἐάν Ἡ νο .. ἀναδυτιιαἡ Επι ἑνός 


μυμδου. ς ΜΕντρου Ζ υαὶ υαὶ αιτῖνος Ἡ. τότε Ίσχύει: µ ἕω]-ε-Ἡ Ἔ νς -, οπου Όπου ΜΞ παρ 0). 
Ἀποδειξις: Εἶναι |ή-5|-. Συμφώνως πρός τὸ θεώρημα πι-3- τοῦ ΟαμοΠη Ἐχσμεν: 
(π) π) { {(0) ἳ 
4 (3)Ξ .- ο Ίάκιι 
ς 


επι ἳ ιήσ]αξ κε. Πὶἱ Μ.ΙΠΕ . Μ.Ππὶ 
ς 


(1) 


4 (2) 


θεώρημα Ἱ-4-6. (θεώρημα τῆς Μέσης τιμῆς-αωςς). Εάν ἡ ὁ (2) εἶναι ἄναλυ- 
τιαΏ εἰς τὸ ἔσωτεριιόν ιαὶ ἓτι τῆς περιφερείας ένοα πὐμλου Ο αἔντρου 2ο μαὶ 
ἀμτῖνος Ατὸτε ἡ τιμή τῆς συναρτήσεως' εἰς τὸ μέντρον τοῦ αὐμλου ἰσοῦται πρὸς 
τῶν. μασ αριομπτιιὴν. τῆς συναρτησεως υατὰ µπιος τῆς περιφερείας͵ ἤτοι: 
(ἄν) τπῃ: π [ (1.9. Ε.ϱἱθ) ἀθ. 


ο 


Ἄποδειεις: Διὰ τὰ Ἰ τῆς περιφερείας ἔχομεν: ἸΞ3ο5 8. οἳ", ὅτε Ἰ-2.- κ. εἰὃ εαὶ 


α-ἰ. Ν.6ἱ9 4θ ιμαὶ οὕτω ὁ τύπος τοῦ θεωρήματος π-9-1 τοῦ ζαμςΏν γίνεται: 


1π 
ιθ ἰθ 
{1 -ππτ μα. τη βρω ιο ἀθ. ας. .Μ. 6ἰ') 4θ 


(ο) υ] 


65. ΑΡΧΗ ΤΟΥ ΜΕΓΙΣΤΟΥ ΚΑ ΕΛΑΧΙΣΙΟΥ ΜΕΙΡΟΥ ΜΙΑΣ ΑΠΑΛΥΤΙΚΗΣ ΣΥΜΑΡΤΗΣΕΩΣ 
θεώρημα π-5-1. Ἔστω µία συνάρτηισις { (3) ἡ ὁποία εἶναι ἀναᾶυτιαπι εἷς τὸ φραγ- 
µενον πεδιον α ιιαὶ συνεχἠς εἷς το Δειστον πεδὶον ᾱ. Τότε τὴν μεγὶστην τιμήν 


4 { Π . ο. ς 4 - { 3 - 
ἡ 14 (6)1 τῶν Δαμθάνει Ἐπὶ τοῦ συνόρου τοῦ 6, Εωτὸς ἔὰν ἡ ὁ(3) εἶναι σταδερά ἑ- 


πι τοῦ {. δηλ ὑπάρχει σημεῖον ᾖ τοῦ συνόρου τοῦ α τοιοῦτον ὥστε: .ό()]-- ιαχ |ὁ (3) . 
Ἀποδειξις: Εξ ὑποθεσεωλα Έχομεν ὅτι Ἡ συνάρτησις |4(3)]-ψ μα.ν)” υἱζα, ν) τῶν 
ὅύο μεταθᾶητῶν εἶναι συνεχἠς Ἐπὶ τοῦ αᾶειστοῦ πεδίου ᾱ. Ὅδεν Ίόμος Β΄ θεώρ.ζ-Ί-! 


απη Δαμθάνει μίαν μµεγὶσττην τιμήν, ἔστω Μ, εἰς µαποιο σημεῖον ΖοΞ(χο,ἠ) ε. Αὺ- 
έ ͵ ! 
το σηµαίνει ὅτι: ΜΞ 4 (29) 


[ Π μ--ν ς Γ ͵ Π 
5/4 (2) (1) διά αάθε Σε. Ἄς υπόδεσωμεν ὅτι τὸ 
σημεῖον 3ο εἶναι ἕνα Εσωτεριιόν σημεῖ- 


ον τοῦ πεόίου ᾱ (6λ.2κ. 1). 

Ἔστω 6Ο, ἕνας μα ὐιμὰος Εντός τοῦ πε- 
δίου α μὲ αέντρον τὸ σωμεῖον 3ο. Ἐξαι- 
ροῦωτες τών περἰπτωσιν ὅπου Ἡ (3) εἷ- 
ναι σιαδερα επί τΏς περιφερεὶας Οι, τό: 


τε δα πρέπει νὰ ὑπάρχπ ἕνα σημεῖον, ἔσπυ 


ϐ,τοιοῦτον ὥστε |4(8)| ς Μ ἡ ὑπάρχει ενα 
ε»Ο ὥστενα ἔχωμεν |{(8)- Μ-ε, ε2οΟ: Σκ. |. 

Ἐποιόη ἡ 43) εἶναι συνεχής ἐπί τοῦ ἆἄ αὐτο σπµαϊνει δια αάθε ε2Ο0 συνεπῶς 
μαὶ διά τὸ ἀνωτερω ὁρισθὲν ε2ο ὑπάρπει ἓν ὅ»ο τοιοῦτον ὥστενὰ ἔχωμεν: 

Ιέσ)-4(8)|« 5 διὰ 3-6] δ. (2) 
δηλ. Ἰ{Φ]«Ιή(ΘΦΙ«Σς Μ-ενσ τμ «Φ). 

Ἡ σχεσις (3) ἰσχὺει δί ὅλα τα ἔσωτεριμα σημεῖα τοῦ απύωᾷου Ἀξντρου 6 μαί 
ἀωτῖνος ὃ»ο (6λ Σχ 1). 

”μόπ μαιασιευάδομεν ἕναν αὐμᾶον Ος µε μεντρον τὸ ἃς Φιερχόμενον διά τοῦ ση- 
µείου ϐ. Λιὰ τὰ 3 τοῦ µἔρους τοῦ πύμλου αὐτοῦ ὁ ὁποῖος τεµνεται ὑπὸ τοῦ αὺ- 
μου 6. ιιαί τὸ ὁποῖον ἄς ιαᾶέσωμεν ΑΒΓ ἔχομεν ἰσχύουσαν τὴν στέσιν (3). 
ἦτοι: [ά(λ)]-«Μ--ε . Διά δὲ τὰ ἆ τοῦ ἔνατιομένοντος τμήματος τοῦ ος 80 ε- 


χωμεν: | (3) Μ. 


Π / 1: ' ’ . ' ν 2 : Π 
Εστω -ᾱ- αοβ-ω (μετρουµενη ἀπο την Όεσιν ΟΑ αι Ίατα την αντιΌετον Φαραν 


προς την μίνησιν τῶν δειατῶν τοῦ ὠροᾶοχιου) ιαὶ ἔσιω τς]θ-Σε]. Συμφώνως 


' ! η νὰ, 1. 
προς το θεώρημα τ-4-6 τοῦ ἆαωςς Ἐχομεν: ἳ 
1Π 


δ(19)τππ ... ἀθ Ύπη µ (2εςτ.ο) ἆθ 


Ὅδεν, όσο |-ε τν άμς ϐ)|ἀθ) ήτΜάνντς)| ο 
ω ι -- ὡ 
μ νὰε Μάι (µ- ης (απ-ω) -- 8 


το Οποῖον εἶναι ατοτιον. 


ὁπλ. ΜΞ |ά(πο] Μ-α 
ἘΕ αὐτοῦ σα ὅτι Ἡ [4 (3) δὲν δύναται νὰ Δσμθάνη µεγχὶστων τιμήν 
3 ͵ - Ξ ”΄ 3 ι ͵ [ ι Ὀ , ᾗ ͵ 

εἰς τὸ Εσωτεριιον τοῦ 4 υαὶ καν ἀνάγωην τὴν μεγίστην τιμήν Θὰ πρέπει νὰ τών 


Δαμθάντπ ἡ {{(3) | ἐπὶ ποῦ συνόρου τοῦ ἄ. 


θεώρημα τι-ε-2, Ἔσιω ὅτι 43) εἶναι ἀναλυτιιμήὴ ἔπὶ τοῦ Φραχμένου πεόιου 
μαὶ συνεχής εἰς τὸ µᾶειστον πεδἰον ὅ ιαὶ ἐπί πᾶέον ὅεν μηΦδενίδεται διά μάθε 
Ἔεα. Ἴοτε ὦ |4(3)] Ἀαμθόνει μίαν ξλαχίστων τιμήν ἐπί τοῦ συνόρου -τοῦ α, 

ἸΑποδειξις: Ἡ ό(5) δὰ έἶναι συνεχἠς ἐπὶ τοῦ ἃ μαὶ ἐπί πδέον εἶναι 4(3)40. Όδεν 
μαί ἡ συνἁάρτησις Φ(ω στο 94 εἶναι συνεχης ἐπὶ τοῦ ὅ μαίὶ συμφώνως πρὸςτο 
προωγούμενον ΘεώρΏμα ἡ ΙΦ(3)| θα Δαμθανηω μίαν ολ, τιμήν οὐχί ἔτι τοῦ 


6 ἄλλα Επί τοῦ συνόρου τούτου, Ἄρα αι ὦ 14 (2)|-- τόση θὰ Δαμθάντι μίαν ἕ- 


Δαχίστηων τιμΏῶν επἰ τοῦ συνόρσυ ο 


Πόρισμα π-5-1. Ἔσιω ὅτι ὁ ὁ(5) εἶναι ἀναδυτιμπτι ἐπὶ τοῦ φραχµένου πεδίου 
μαι συνεχής εἰς τὸπεδίον ἄ μὴ μηδενιξοµένω διὰ μάθε πεα ιαὶ ἐπὶ πἎέον εἷ- 
ναι σταΌερα Ἐπί τοῦ συνόρου τοῦ ᾱ. Ἰότε ἡ 4(4) εἶναι σταδερα ἔπι τοῦ ᾱ. 

Ἀπόδειξις: Ἔστω Τ τὸ σύνορον τοῦ ᾱ. Ἴοτε συμφώνως πρὀς τὰ προπγούµενα δεὼ- 
ρτιµατα ὑπάρχουν δὺο σωμεῖα ἔστωσαν Ἰ μαι Ἠ ποῦ συνόρου Γ τοιαῦτα ὥστε 
δύ αὖτα ἡ Ι4(3)] νὰ ἀαμθαάνω τὴν µεχιστην υαὶ ἐλαχίστην τιμήν ἀντιστοίκως ἐπί 


τοῦ Τ. 


ΕΕ ὑποὈέσεως ὅμως Ἰό(1)]- Ιό (10), συνεπῶς πιαχ / ϱ()]γ ποπ μὴ δεν, Ἡ Ι5(1)] 
εἶναι σταδερἀ ἐπὶ τοῦ ᾱ. Ίοτε συμφώνως πρὸς την 24 Ἔφαρμογην της 63 τοῦ ΚεφἩ 


π 4(3) ὃὰ εἶναι σιαδερα επὶ τοῦ ᾱ. 


6 6. ΕΦΑΡΜΟΓΑΙ ΤΗΣ ΑΡΧΗΣ του ΜΕΓΙΣΤΟΥ κΑὶ ΕΛΑΧΙΣΤΟΥ ΜΕΤΡΟΥ 
ΕΙΣ ΤΑΣ ΑΡΜΟΝΙΚΑΣ ΣΥΠΑΡΤΗΣΕΙΣ 
“Ἡ αρχη τοῦ μεγίστου μαί Εαχίστου μέτρου μιᾶς ἀναλυτιικῆς συναρτησεως 
εὑρίσιει ἕναν ἱιικανοποιητιιὸν ἀριθμὸν ἔφαρμογῶν εἰς τὰς αρμονιιὰς συναρυΊσεις 
Παραδετομεν ἁατωτερω μεριιάς Εξ σὐτῶν. 


Προιασις Π-6-1. Ἐάν ἡ ἁ(κι) εἶναι μία ἁρμονιαπ συνᾶρτησις ιιάΐ διάφορος 

σταθερᾶς Ἐντὸς τοῦ πεδίου ᾱ, τοτε ἡ µ ,ν) δὲν ἁαμθάνει σὗτετην µεχίστην 

οὗτετην Ελαχὶστην τῶως τιµηΏν ἕντος τοῦ 6. 

Ἀποδειξις: Ἔστω (ο Μ.) ἕνα σημεῖον ποὺ 4 μαι Έστω Κ µία περιοχη τοῦ (ἁο1. 
ευρισιομενῖι εντος τοῦϐ. θεωρσύµεν την ἀναλυτιικην συνᾶρτησιν {(2)-α (αμ) νυ(α) 


ἀσ) 


. ͵ μα ο, . τιν ͵ ε 4 - . 3 
εντοςτήςπεροχΏς Κ τστε ια! π συναρττσις µε τυπον Γ(259 εἶναι αναβυτιατ εν- 


τὸς τῶς περιοκῶς Κ«, ὧιοτι, Ε(ςοἵ 3). (1). Ἐπὶ πθέσν ἡ συναρτησις Σ(3) δὲν μηδενἰὶ- 
ζεται ἔντος τῶς περιοχΏς Κ μαὶ Εχει µέτρον | Ε()|-ο ϱ ρα ὶ ο (1.3) | 
] ον σα] -«οἩ(Σ) - οὐ.) 

Ἡ συνάρτησις (αν) δὲν ὄνναται νὰ Έχη ἕνα μεγιστον εἰς το σηµεῖον (Χο,ῇο), διο- 
τι τότε εαὶ ἡ συνὰρτησις /Ε(3)|9ὰ ἐλάμθανεν ἕνα µεχιστον εἲς το σημεῖον 
Ἡο- Χονίηο ΕΚ γεγονός ποὺ ἀντιθαίνει πρὸς τό θεώρημα .-5-! (Ἀρχή τοῦ µεγἰ- 
στου µετρου), Ἀναλοχως η μα (κ 9) δεν δύναται νὰ ἂαμθαντι Ένα Ελάχιστον εἰΣ 
ὕμαποιο σπµεῖον (Χο υ οἷ, διοτι τοτε μαὶ π ΙΕ(2)| θά Ἐλάμβανε ἕνα ἔλάχιστον 
εἰς το στμεῖον 2ο πχιπίυ.ε « χγεξονος ποὺ ἄντιθαίνει πρὸς το θεώρημα π δ-ᾱ 
(Ἀρχή τοῦ Εβαχίστου Μέτρου). 

Προτασις 6-27 Ἔστωςα ἕνα αραχμένον πεδίον ἀαί (αι) µία ἁρμονιωη 
συνάρτησιΣ ἔντος τοῦ 6 ιαὶ συνεκης Ἐντὸς τοῦ ᾱ. Τωτε τὸ συνορον τοῦ 4 περιέχει 
δύο σημεῖα (Ε,1) ιαὶ (Ε΄ η) τοιαῦτα ὥστε μίξη) πακνον), α.(Εξ,Π)Ξ 


ΞΤΩΙΏ  (χ η). 
ος) εἆ 3) 


Ἀποδειξις: θεωροῦμεν τὴν ἀναᾶυτιιιν συνάρτπσιν 6 (θ)ξα(κὠ)κίυ (α, ν). 
Ὡς εδεἰχὃγ μαι εἰς τὴν προηχουµενην προτασιν η συνάρτησις Εί)-Θ ορ, 
ναι ἀναλυτιαπ. Ζυμφώνως προς το θεώρημα Ἡ-5-{ υπάρχει ἕνα σημεῖον 
”Ξ Ένιη τοῦ συνόρου τοῦ ᾱ τοιοϊπον, ὥστε Ἡ ΙΕσ)| - μρς ν ΙΕ(5)Ι, πτοι 


ο” (δη) « πιακ ϱ 39) ιμαὶ ατα συνεπειαν (Επ) σοκ, μα). Ανάλοχος ἀπόδειξις 
Ρ έά 


' { Π ] 4 
μαι δια τὸ Ελαχιστον. 


Προτασις Ἰ-6-ὃ. Εστω τὸ Φραγμενον πεδθίον 4 εμαί ἡ συναρττσις αά(χ,ι) ἡ ὁ- 
(ποία εἶναι αρµονιιχηΏ ἔντός τοῦ ᾱ ιιαὶ συνεχἠς ἕντος τοῦ α.Ὑποδέτομεν ἐπί πΆέον 
ὅτιΏ μ(α,υ) εἶναι σταθερα Επὶ τοῦ συνόρου τοῦ ᾱ. Ἴοτε ἡ α(χ,)) εἶναι σταθερά 
παντοῦ Εντός τοῦ 6, 

Ἀπόδειξις: Ἐπειόή ἡ (χι) εἶναι σταδερα ἔπί τοῦ συνόρου τοῦ α, ἔπεται συµ- 
φώνωώς πρός τὴν προωχουµεντν προτασιν ὅτι η µεγχίσττι ικαὶ ἡ Ελαχίστη τιμή αὐτῆς 
ἐπὶ τοῦ συνόρου τοῦ ά ἐἶναι ἴσαι ααὶ ὡς ἔα τούτου ιιαὶ πώσαι αἵ ἐνδιάμεσοι τι- 
μαί ποὺ ἄαμθανει η υ(χ)) Εντός τοῦ 6 εἶναι ἴσαι μεταξύ των μαὶ μάλιστα ἴσαι 
πρὸς τὴν τιµΏν τοῦ µεχίστου Ὦ ελαχὶστου της α(χ,υ) επὶ τοῦ συνορου τοῦ 6 ρα 
ἡ (αι) εἶναι σταθερὰ ἔντος τοῦ ᾱ. 

Πορισμα ΣΙ-6-1. "Εστω τὸ Φραγμἔνον πεδἰον 4 μαὶ τα, (Χ.9), Ἡι(α.) δὺο ἁρμονιυαί 
συναρτήσεις ἔντος τοῦ 4 αὶ συνεχεὶς εντός τοῦ ᾱ,Ὑποὂετομεν, ὅτι εἲς υάδε στιμεῖ- 
ον του συνορου ς εἶναι α (αυ) (ιν). Τστε αα,(α; )Ξ τι (αυ) παντοῦ Έντος τοῦ ᾱ. 

Ἄποδειξις: ἡ συναρτησις (αυ), (αν) - ᾱ, (α,ὴ) ἱαανοποιεῖ τὰς ὑποὂεσεις τῆς 
προηχουµένης προτάσεως ιαὶ εἶναι μηόδὲν παντοῦ ἐπὶ τοῦ συνόρου τοῦ. Συωµμ- 
Φώνώως πρὸς τῶν προηγουμένων πρότασιν, ἡ α(α,)) θά εἶναι σταδερα υαὶ ἴση 
πρός µηδεν διὰ μάθε (κ, η) ε, ὅτπλ. θὰ ἔχώμεν αχ ))Ξ (αν) διά ναδε(χν)εᾶ. 


Προτασιςπ-ς-4. Ἔἔστω π συναρτη σις Ε(Ν) - Ε(ω-ίυ) ἡ οποια εἶναι ἁρμονιικὴ εἰς το 
πεδίον ὃ μαὶ ἡ συνάρτησις Ν/Ξ6(2)- δ(ανἰ) εἶναι ἀναβυτιαὴ εἰς τὸ πεδίον (ᾱ 


' ! ' ; - ῃ ' - ' 
βαμθάνουσα τας τιµας της ἔἕντος τοῦ ΤΡ. Ἴοτε ἡ συνθεσις τῶν συναρτησεων 


Ε(4(3)) εἶναι ἁρμονιωπ ἔντός τοῦ . 


Ἄποδειεις Θεωροῦντες τῶν Ε ὡς συνάρτησιν τῶν μ καὶ υ, ὅπου α-α (χιν) υαὶ 
υ-υ (α,ὐ) ααὶ Ἐφαρµόξοντες την 8,1 τοῦ νὰ, απ 8 ώς ἔχωμεν: 


δε 


σατ” (αυ 


(κ ως.) ἆν- 


(1) 


μαι Ξ (μ΄ ο. » -... 


στ 

᾽ έν [ . ͵ 
Λαµθανοντες ὑπ' οψιν τὰς συνόπωκας Οαιοβι/- Αἰρππαπτι, ἵποι: α:. κὺυς μαὶ µ.--ὕς α- 
δως μαι τὰς σχεσεις α- ο πξνα Ξ0, υς κ Όσα .Ο (αἱ με) ἒἶναι αρμονιωαι συναρτη - 


σεις) διὰ προσθεσεως τῶν (1) «ατα µεβτ Δαμθανομεν τεδιιῶς-ο 3 στ: ο, ω 


τοι Ἡὶ Ἐ εἶναι ἁρμονιιετ. 


Συμπληρώματα μαὶ ἁσιῆσεις: 
ἱ. Νά ὑπολογισὸΏ τὸ ὁβομιδήρωμα αι 4.ἱ.:3) ἂξ ματὰ µΠιιος τῆς ἁαμπύδηως ο 


μὲ Εξίσωσιν υΞ πχ" Φ4χ-Ι ἃᾱαὶ με ἀρχιιον στμεῖον το(!, !) καὶ τεῆιιιὀν τὸ (323). 


2. Να ὑπολογισθῦ το οὐοιᾶπρωμα ] || 43 ὅπου Π ααμπύᾶλη ς, εἶναι: 
ἲ) Ἡ διανυσµατιατ ἀμτὶς ἡ ἁοτοκοίσα εἰστὸ σιμεῖον ᾱ-2-ἰ 
ᾗ) Ἱο ἡμιαυμᾶιον |3-4, 0-ατᾳΈ-π (Ἡ ἄρχη εἶναι το σημεῖον 3-4). 
μ) Ὦ ἡμιαύιλιον 3-4, --Ὁεατης --- (Ἡ ἀρχη εἶναι τὸ σημεῖον 2--ἰ)᾿ 


ν) Ὁ υύαᾶος ο... 


8, α ὑπολογιαῦἩ τὸ ὁβουδήρωμα | 13]- 33, ὅπου Ὁ εἶναι αᾶειστη αμπυᾶτι ἡ ἆτο- 


τεβουμένΏη ἀπό το ἄνω ἡμιμύμᾶιον |Ε|Ξ! ιαὶ ἀπὸ τὸ εὐθυγραμμον ἹμΏμα-/«χς! νο. 


νὰ νξὰν ς εἶναι: 


4. Νὰ ὑπολοφισδΏ τὸ ὁλοιδήρωμα ἵ 
Ὁ ὃὉ αύαλος |π-ί]Ξ-1 
ἰ  Ὁ πὐωλος [ττὶ]-! 
ὕ) Ὁπιύμβδος |τ]-2 
(Πάντες οἱ αὐιᾶοι διαγράφονται Ἱατὰ τὴν Θετιαην φοράν). 


Υ ' ες δν, (11 λἳς 14 ' - 
5. Ὑπολογίσατε το οἁοιᾶπουμα τεστ  ΄ ὄύναρτησει τοῦ κ. 


Ι1-α]-α 


. 


-- 
--ᾱ 


. Δειξατε ὅτι: / Ε(2).α (2) ἀᾳ - Ε(2):α (1)- { Ε(3)Α(5)άπ ιιαὶ ἓν συνεχεια ὑτιολογι- 


σατε τά ολοιδηρώματα: 
ϱ) [1ε’4 αἱ) [ημας 
μ) [19 εἰαχ αατὰ µῆωος τὴς παραθοᾶῆς τῆς ὁριδομένως ὑπό τῆς ἕξι- 


ος ῃ - ῃ μ 
σώσεως τν -ος" ἀπό τὸ σημεῖον (0,0) µέχριτο (πι). 


» - Π α - { ο ῃ - 
.. Άνευ τὴς χρήσεως τοῦ ὁΔοιδηρωτιιιοῦ τύπου τοῦ ζαµςπῃ νὰ ὑπολογισδὴ τὸ 


ὀδοιἈήρωμα 1 ση ;ΠΞ2,3,4,... ὅπου α εἶναι ἕνα ἔσωτεριιόν σημεῖον τὴς 


ας τα 
 ίτ-α 
Δειας αδειστῆς μαμπύβης τοῦ Ἰογάαπ ς. 


|. Δειξατε ὅτι ! 4ξ - ϱ, ἐάν ς εἶναι µία τμηματιιῶς Δεία μδειστὴ ιαμπὺ ἆπι τοῦ 


τή 
σ 
Ἰογάατ περιεχοµένη εἰς τόν ὁαμτύδιον {κ ]π]ς α. 


|. Νά ὑποᾷογισθῆ το ὀᾷοι ὄπρωμα /5345, ὅπου α εἶναι ἕνας αὐδαίρετος µιχαδιωός - 


ὼ ( ία 1115! 
αριθµος μαι [5 1. 


Δεὶξατε ὅτι [α' ἄξ-ο διὰ μάθε ἐαβογη τῆς ἁρπιωῆς υ 
μΣ1.1 
τιμής τὴς συναρτήσεως αξ 
το 
σα πι η Ν Ν 
.Ὑπολογίσατε τὸ ὁδοιδήρωμα Πς οπου ς εἶναι το 
σύνορον τόῦ μιδαιμτυδίου τοῦ Φειμνυοµένου εἰςτό Σχ. |. πι ό πας” 
.- 
Σχ. 


Δειξατε ὅτι: /3/ Ἐάν Ἡ 4(3) εἶναι συνεχής εἰς μίαν περιοχἠν τῆς ἀρχῆς,τότε: 


1η ἴθ 
λμὶ | {(ρ:ο) ἀθ- 1π4 (ο) 


13/ Εάν π (3) εἶναι συνεχης εἰς μίαν περιοχήν τοῦ σημείου Ἄ-α., τότε: 


{τη 4α)άΞ ο πὶᾳ(α) 


β-ο 
Ι1-αι-ρ 


Β. Δείξατε ὅτι : [βῶ68- [κ ἀπ δί ὅλας τὰς μαμπυλας Οι, υαὶ 6, περιεχοµένας 


σι ζ. 


Α Α) 


εἰς ἕνα Φοδὲν πεδἰον « µέ τρ αὐτὸ ἀρχιιμὸν μαί τελιιόν οΏμεῖον, ἔάν εμαὶ µόνον ᾿ 


ἐὰν μ/Φάε-ο διὰ µάδθε Δεία αδΔειστὴ παμπυᾶπ 5 περιεχοµένη Ἐντός τοῦ . 
ς 


μΜ. Να ὑποᾶβοχισὸη τὸ ὁλοιδθρωμα ; |σεέα ) Εάν: 
ὢ τό στμεῖον 3ἱ αεῖται ἐντός τῆς μαμπύᾶτης ς, μαἱ τὸ σπμεῖον -3ἰ αεῖται 
ἔωτός αὐτῆς. 
π) Τὸ σημεῖον -Δἱ αεῖται ἐντός τῆς παμπύᾶης 6 μαὶ τὸ σωμεῖον 95ἱ ἀεῖται 
ἑωτός αὐτῆς. 


ἄ) ἸἈμφότερα τά σηµεῖα 3 μαί -ᾱἱ μεῖνται ἐντός τής μαμπυᾶτςς. 


4 κ. ͵ " ι κ. , - ωώ , 
65. Νά ὑποδογισδὴ τὸ ὁλομλδήφρωμα: Πρ, ὅπου τὸ σημεῖον α αεῖται ἐντός τής 
ς 


υναμτπύᾶτς ς. 


ν µ ει ῃ 4 οξα: 5 . 
6. Ὑποᾶογίσστε τὸ ὁἠοιβξρωμα σης ͵ τσι)» ἔανι: 


ἱ Τὸ σημεῖον 0 μεῖται ἐντός τῆς ἁαμπύδης ς, µαἱ τὸ σημεῖον { αεῖται Εωτός 
4 
αὐτής. 


ἰ) Τὸ σημεῖον / αεῖται ἔντος ιαὶ τὸ σημεῖον Ο μεῖται ξωτός τῆς ς. 
4) τά σημεῖα ϱ ααἱ ! αεῖνται ἀμφότερα ἔντός τῆς ααμπύᾶης 6. 


΄-σο : 
Π. Δεὶξατε ὅτι, ἐὰν τὸ οἠοιᾶπρωμα | [Ρ(4)| αἲ, ὅπου Ρ(4) εἶναι συνεχής συνάρτησις 
π ' 45ο / 
ἃ ρ(ε) αἲ 


οο 
τής πραγματιαῆς μεταθᾶητῆς ἓ, συγαθὶνπ τότε ή συνάρτησις κῶ-/ ο. 
οο 


εἶναι ἀναλυτιαη εἰς ἕιαστον τῶν χωρίων Ίπ320 υαὶ Ίπσς 0. 


α ι : 
Β Να ὑποᾶογισδῆ τὸ ὁλομδηρωμα: ο ἀπ διὰ ἐλο. 


ο. 
1π 


9 Νά ὑποᾶαγισδή τὸ ὁλοιδήρωμα: -- [ν (χ- .2 69) ἄθ 
ο 


Ὁ. Νά εὑρεδΏ τὸ µέπιστον τῆς |4(3ἱ ἐπὶ τοῦ αὐμᾶσου |1]5Ξ 1 διὰ τὰς συναρτήσεις ϱ(3) 


ἑ- Ἑ - , { ͵ -- 
αἱ οποῖαι ὁιόδονται υτιὸ τῶν τυπων: 


) 3-42 , ἱ) απο νά, ἴἱ) πμαὲ, ἰν) 355 


253 3 
. εν ᾱ { . . { « ῃ ς - 
3. Νά ὑἡοβογισδῆ τὸ ὁλομδύήρωμα αμα ἄχ , ὅπου « εἶναι µία ἁπᾶῆ αδειστή 
( : 


μπαμπύᾶη ἔχουσα ᾳ,-πὶ εἰς τὸ ἔσωτεριμόν της μαὶ τό ὁλοαδήρωμα ματὰ µῆιος 


τής 5 Δαμθάνεται ματὰ τήν Θετιμήν φορὰν. 


ῃ . ͵ . ῃ ῃ Π 4 
Ὢ.Ἐσιω ς µία ἁπδῆ ιδειστή ιαμπὺᾷπ περιαΔείουσα τὴν ἀρχύν. Δειξατε ὅτι: 


αν ῃ ϱ.3 
πι .ἱ απ | αλ ἄξ 


α 4 ῃ η ῃ 5] [ - ’ ι ͵ 
Ὁ. Έστω 4 (3) µία ἀναδυτιατ συνάρτησις ἐντός υαὶ ἔπί τοῦ ιύμΆου Γ:3-Κ.0ἱ9 ιαὶ 
9 μ : - -- ῃ ο. ' 
Φως ἐσώτεριμον σημεῖον τοῦ Γ, δείξατε Οτι. 


' 1η κ. ᾗ 
ο 4 αἳ Ί ιθ 
{(39)5πῃ | κτεττ  σηγισον (ὅ-δ.) ὁ (9) ἀθ 


ο 


Σημ. 0 τελευταῖος τύπος εἶναι γνωστὸς ὧς ὁᾷοιδπρωτιυός τυπος τοῦ Ροἰδ5οπ. 
. 3 - ἕ κο , κ 
24. α υπολογιδθοῦν τα ολοκληρωμᾶτα: 


α) {α. βορά, ὅπου ϱ:|251 δηλ. πεβιφθρεια αιατῖνος ἩΞ! διαχραφομεντι 
ας 
νατά τών Θετικὼν Φοραν. 
ᾱ. ςλαάτ 
μπας 
ο .-ξ 


ὅπου ς.:|2]-1, διαςραφομόννι «κατὰ τον επικῶν Φοραν. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΗ ΥΠ 
ΣΕΙΡΑΙ ΤΑΥΙΟΗΒ ΚΑΙ ΙΑΙΡΕΝΤ 


61. ΣΕιρΑΙ ΤΑΥΙΟΑ 
Εἰς την παροῦσαν παράγραφον δἀ ἀσχολπδῶμεν µε τὸ θεώρημα τοῦ Ταιι έοτ,τό ὁποῖ- 


- [ . ας . 2 - Γ 
ον εἶναι ἕνα ἀπό τὰ σημαντιιώτερα τῆς θεωρἰας τῶν ἀναλυτιιιῶν συναρττισεων. 


θεώρημα ΠΠ --Ί-Ί. Ἔσιω ὅτι ἡ συνάρτησις 4 (2) εἶναι ἀναδυτιωπι παντοῦ εἰς τὸ ἆ- 
ι ῃ Π Π ͵ αα. Π .] -- [ 
σωτεριμον ἑνός ύιιλου Ος μὲ αέεντρον τὸ σημεῖον ἆς μαι ἀμτῖνα πο. Τότε δια 
μάδε σημεῖον 3 ἐντὸς τοῦ ος δἀ Έχωμεν : 


; / (π 
{6)- {19 ν΄ (σο) (3-το) «ἆ 5 (πο. ο ο ο 
. ῃ υ ' «: ς ... ο [ Π ι 
Ἡ σχἒσις (1) εαφραδει ὅτι ἡ ὀυναμοσειρὰ -ᾱλ (1-2.9)3. συγκδινει προς των 
πισο ἕ 


συνάρτησιν ὁ (7), ὅταν | -ᾷοὶ «Το. 


Ίο ἂνωτέρω θεώρημα απμαίνει ὅτι ἡ 4 (3) ἀναπτύσσεται εἰς μίαν σειρὰν τοῦ 
Ταψέογ περιξ τοῦ στµείου 3ος. Εἰς την εἰδιικὴν περἰπτωσιν ὅπου πάντες οἱ ὅροι 
τοῦ ἀνωτέρω ἀναπτυγματος εἶναι πραγματιμοἰ ἀριδμοὶ, ἔχομεν τῶν ἀντὶστοιχον 
πατα Ταυ ζουν ἀνάπτυξιν εἰς Φυναμοσειρἀν μιᾶς πραγματιιῆς συναρτήσεως. 

.) η η] «« 3 ι - ' 

Ἀποδειξις' Ἔστω ἕνα Ἔ ἑντός τοῦ αὺ- 

ν 
-μᾶου ζο μαὶ ἂς θέσωμεν |ὰ-Ἔο]-τ, ὃ- 
που Ὅπς Το (0Λλ.Σκ.1). Ἔστω η ἕνα ση- 
μεῖον τιείἰµενον ἐπί τῆς περιφερείαςς͵ 
( { 4 ῃ . επ - 
ενός πυνμλου μξντρου Ζο μαὶ ἀμτῖνος τι 


; ο οἱ ο 
τοαυτηξςώστε, Ὅἵς ιςἸο. Ουτω -ᾱι|- ε, 


Ώ [ ως ὦ 4 - { 
Ἐπειότ το 3 αεῖται εντὸς τοῦ αυμλου ο, 
α ᾱ α ! . / ..... 
μαι π 4 (3) εἶναι ἀναδυτιμη εντός μαι ἐπὶ σχλ 
τῆς περιφερεὶας αὐτοῦ τοῦ μὐύμλου, ἔπεται συμφώνως πρὀς το θεώρημα 


τοῦ ζαµςΠΏν, ὅτι δὰ ἔχωμεν: 


τσι μον 


σι 


οἱ ε ι κ Γ ᾽ , ή. 
ὅπου ο αὐμᾶος ο, θεωρεῖται διαχραφομενος υατα την ΌετιιΏν φορά. 


Εξ ἄλδου Έἔχομεν 


αά [ μα... 1 
ὅ-δ (7-ἐο) (ο) ἐς Τσο 


Ἐπίσης, ἐὰν νν εἶναι ἕνας μιγαδιιός ἀριδμός 3, ὧς Ὑνωστὸν ἔχομεν: 
] | - χ 3 ν-{ αι 
πο πο ΗΝ ΑΝ Στ ΣΝΜ σος 


Ὅδεν, 


λαὶ Ἱιατὰ συνέπειαν : 


«4 0) , 5) 6 9) 
ο σε σοι σοι ρα απ ο 


( - - 4 - - 
ΟΔοιβτιροῦντες ἕμαστον ὅρον τῆς τεβευταἰας ἰσότητος ματά µῆιος τῆς περι- 
φερεἰας 6, μαί διαιροῦντες διὰ πί ααὶ γνωστού ὄντος ὅτι. 


{40 ιιὺὸ ἀ 
λος, --ἆτά (1), (Ἀπο18...) 


απι (ὁ- 2ο) 
ια] 
δά Έχωμεν : - 
ὁ6)ό 9 ο ὁ ας) ᾱ-λο- τν τπην (2-39) « Βι (2) (3) 
ο (1:39) | ὁ (4) 5 
ος ας Γνσπι ο 
σι 


Ὑπενθυμίδομεν ὅτι: |-ᾷο]Ξ- τ μαὶ |1- 3ο] - "τι, ὅτε δὰ εἶναι: 
-πι5 |] - 2ο|- |Σ- ἐο]- τ.-τ. 
Ἐντεῦθεν ἔπεται, ἀπό τόν τύπον (4), ἐὰν Μ παριστᾶ τὴν μεγὶστην τιμήν τῆς 6(1) 
ἐπὶ τῆς περιφερεἰας Οι, ὅτι: 
απ Μαπτι Να π}ν3 
| δι /σ πη σπιν πρ σσ. ) (5) 
Άλλα Ἔυικι, ὅδεν: Εἶτι Αι (3) -ο 
Η-5.οο 
Οὕτω διά 1ιάδε σημεῖον 3 ἐσωτεριμόν τοῦ αὺὑμᾶου ζο, τὸ ὅριον, μαθώς.τὸ 


Η 19, τοῦ ἀδροίσματος τῶν Ἡ πρὠτὼν ὅρων τοῦ δεξιοῦ μέλους τῆς ἴσόιπτος (3) 


τείνει πρὸς τήν συνάρτησιν ᾧ (3). Συνεπῶς Φυνάμεδα νά γράψωμεν: 


(2) 
{(3)- δ(1ο) 3 τὸ «{4-29), ὅταν. |3- 3ο] - Ἰο (6) 


ν 5 4 1 [ [ - . 
Διά 3ο-0 ἡ ἀνωτέρω σειρα ανάχεται εἰς σειραν τοῦ Μας (αμἁπ, Ἠτοι: 


ςπ) 
ΕΟΧ ο «αἩ, ὅταυ |ὸ] Ἔο (3) 
τσ] ΄ ; 


Παρατηρτησις: Ἐὰν εἶναι γνωστόν ὅτι τ ό (3) εἶναι ἀναδυτιαή εἷς πάντα τὰ ση- 
μεῖα τὰ μείµενα ἑντός ἑνός υυμᾶου Ἰέντρου ἔο, ὁ σύγιδισις τής σειρᾶς τοῦ 
Ταψθοτ. περιξ τοῦ σημείου Ἔο πρός τὴν ϕ(1) διἁ μάθε Ἔ εντος τοῦ δεωφρπθέντος 
υὑμδου εἶναι ἐξποφαλισµένη μαὶ οὕτω δὲν ἀπαιτεῖται ἀριτήριον διὰ νὰ διαπιστώ- 
σώμεν τὴν σὐχυδισιν τῆς σειρᾶς, | 

Καιωτέρω Φίόομεν μεριά παραδεϊγµατα ἀναπτυξεως μιᾶς ἀναδυτιυῆς σνναρ- 
τήσεως εἰς μίαν σειρὰν τοῦ Μας 6αωπίπ ἡ Ταυθος. 

ἰ) Εστω 4 (2) « οἳ. Λύτη εἶναι ἀναδυτιαη διὰ μάθε Ἔεζς. Εἶναι δε { ζν)- οἳ 

μαι {τος :. δεν, 


οϱ Ά μ 
ε-ι- 2 -ᾱτ , ὅταν |] «αν. 
Έτ : . 


[ ./ Ε) ῃ ῃ 
Κατα εναν ἀνάλογχον τρόπον ἔχομεν: 


0 1-4 
ὕ) ημε- ο (τσ... σποτ ,. Όταν |τ]ςκεο 
γισή ! 
: ο 1η ὁς 
06) συν2Ξ19 ὃι (-1) οπή ην » ὅταν |] «γα 
πσί ι 
; . ου πω ω 
ν) σίπηα- }, το ΤΠ .. Οιαν |ἒστο 
Όπ] ι 
κ αττ ο 
ν) ϱοδ η. Ξ η πω ). Οταν |2])ςῶ 
ηθει : 
: 1 ο το « 
νι) σπα ο (-1)' 3 . ὅταν ... ! 
παν Ἕο 4 ο. ΑΛ ον π 
9) πωτη Ξ- ». (-τ) . ζ ) οταν 5 Γ51, 


ονας). ο () (2: ν ὅταν |τ-]] κ !. 


ἍξΞο 


-Ὁ 


ἳ. εἶναι Ε (πι πο μαι { ἕς («0 πι. Άνα- 


᾽Απός: (νι) "Ἔσιτω {(2)-2 
Πτύσσοντες αατὰ Ἴαφθου τὴν ἀνωτέρω ουνάρτησιν Πέριξ τοῦ σημείου ἆ-{ Ἑ- 


{ ᾿ 4 { 
χομεν το ἀνώτέερω ἀποτεᾶεσμα. 


.”, 3 κ ο) . 
ἰα) ος -(1-!) -ἳ 3. αλ ον. μυ μμ δια ἰ5-τ} ς . 
ἐν Όδτοντες ἀντὶ 3 το 39! ἘΈχομεν: 
απ Μπ... , 
θος 1) ταν ν-- 1... ο ὅια Ἰπίς1. 


' { , 9 ' Π ' ᾿ οι 
χα) δΔιὰ π.δθθ µιγαδιωον αριθµον α, ὣς ἵνωστον, ἔχομεν ..-α ο. 08εν 
ζω 
α α(α--ἱ)' .' (α-Ώ 1) οι ; - 
ζεις ο σσ ππσ-- (1- 1)”, δια 11-1]ς 4 
ι.1) 
Π Όετοντες ἀντὶ 3 τὸ 394 Σχομεν: 


(1 Αλ 1” αν (αι ᾱν δια Ίσ]ς 1. 


γηδς 
αἱ) δια μάθε πες µε |3-οἱ« 2 Ἰσχύει: 
ο π 
σα ο ο κ) 


το 


Λυσις: Ἔστω 4(α)τ-στ-: Τοτε: 


αω- πες ’ τικ 01 ὁ,.- . 


2 τοι 
πι 


Ο8εν: (- (πε)! 


(5) 
4 (2) . 293 : μ ο”, ών 
"Ε ὅσον ἡ ὁ (3) εἶναι ἀναδυτιαη διὰ οᾷα τὰ 5 µε |1-0ἱ «ο, εχομεν: 


5 (-ιὸὴ -... - α-ο λα 
τε Ξ πο (1-2) --ᾱ- 4) (τιον1) 3) ' 
ολο] η-ό 


ὅπᾶ. ἡ ὄυναμοσειρα συχιλϊνει προς τῶν συναρττισιν Φ4)--ἒτ, 


ὅταν 1-ο]ςο. 


60. ΣΕΙΡΑ! ΤΟΥ ΙΑµΡΕΝΤ 

᾿μόπ Όὰ µεβετήσωμεν σειράς τῶν ὁτοιων Έχομεν ἀρνητιυὰς δυνάμεις τᾶς µετα- 
ϐθλητης ᾱ. 

θεώρημα ΥΙ- 2-1. Ἔστω Ἡ σειρα αι. εως (4) μαὶ ἔστω ὅτι {- μμ σωρ]/σ 
τὸτο Όα Ἐχωμεν: 


) Ἔαν 6:90, τοτε ἧ σειρα (4) συχαᾶϊνει ἀπολύτως διὰ πάντα τὰ 2 τοῦ µισα- 


-- 31 [ η / - « 
ἁμου επιπεόου εωατος τοῦ σηµείου σ-α, 
να) Π ' υ ῃ 3 Π [ [ , ͵ 
|) Εὰν ος ἔκοο, τοτε Ἡ σειρφᾶ (4) συχἀλίνει ἀπολυτως διὰ πάντα τα 3 τα 
Π ᾿ . ' ' Π ἤ , η Π 
μεἶμενα Ἐωτός τοῦ αυιᾶου ἱπ-α]ςξ τιαὶ ἀποιᾶϊΐνει διὰ παντα τα 3 τὰ μείμενα 
1 ' ως ' . 
εντος του μυμλου |-αἱ-6. 


[) Ἐάν ἔ-αο,ἡ σειρα (ι) ἀποιιᾶϊνει δια πᾶν ἆ (5. αο) . 


Άποζειξις: "Ας ὀεσωμεν : ὐ- σα ὅτε ἡ σειρα ({) Ύινεται:. κ. ὃν 
Ἡ ἀμτὶς συγαᾶίσεως τᾶς (1, ὡς πνωστον, εἶναι: 
| σον ται. .. 0) 

Ειτηςωρ{/]ς κ] υ 
Συνετὼς η (1) ο να, διά αὐτὰ τα 2 πού Έχομεν: 


( 
ο "ης Ῥ ἤ |σ-α[28, ἓξοῦ τὸ συμπέρασμα. 


Π - , ε ͵ ε µ -- . 
ο Ἔστωσαν «ο, μαι Ο, δύο οµοιεντροι μυιμᾶοι µε ιεντρονυ το στιµειον α ἵμαὶ 
- ' ος ͵ : « 

ἀατῖνας Ὅ, και π., ἄντιστοιχκως, οπου ΟπὍις Ὅ, (01λ.Σκ.1) Ἠότι ὃα µεᾶε- 
τησωμεν μίαν ουναρτησιν (3) οποία 
.- 3 ει 3 Π Π 
είναι αναζνυτιιαπ εἰς τον μα υικΔιαον ὁα- 
τυᾷιον Ό: τις }α-α]κς Ὁ,. ᾿ 

υ, - , - [1] 

Ενας τοιοῦτος ὁαωτυᾶιος εἶναι ενα. 
χωρὶον ουχί ἅπΏῶς συνειτιιον καί α- 


τὰ συνέπειαν δὲν ὄυναμεθα να ἔφαρμο- 


{ , -. ; 
σώμεν τον τυπον τοῦ Οαμςβυ. Ίσχυει σχε- 


Σχ. Λ 


τιμκῶς τὸ ααπωδθι θεώρπµα τοῦ Ιαιτοτιχ. 
|) Με συμόο/έ5ομεν Ἐπίσης τό 0 διὰ ὃ-κοο ιιαί τὸ «ορ σιά {,Ξ0 


θεώρημα Ἡ- 2-2. ᾿Εὰν Ὢ 4(π) εἶναι ἀναδυτνατι ἔντος τοῦ πυμᾶιιου ὅστυ- 
Λίου Ὦ, ποτε δια υάδε σημεῖον ᾷ αὐτοῦ τοῦ Φαυτυλίου ἡ Φ(2) Έχει τὸ ἁἁτωθι 
ἀναπτυχμα. 
- τον. 
56-22 οιῴ-α στο 


γιΞο ΕΤ 
οτπισυ ο ππῃτ [498 () ηπΞοα 28... 
ο, 
μαι απ-πῃς μῷ (-α)” 4η (8) 
σι 


ο [ ι -- - Π -- ο ὁ μ. ς ͵ 
πὸξ Φορα ὁιαγραφΏς τῶν Ο, μαὶ Ο, εἶναι Ἡ ὁρισθεῖσα ὡς Θετιαῃ. 


Ἡ σειρἀ (1) δύναται νὰ γραφΏ μαι ὡς εξῶς: 


(9) - Σ΄ ο, ἆ-α) (4) {πιε[α-α]κ τι). 


ὅπου ορ ---- ος, ; ΠΞο, ΑΔΗ 2/3Β,... 


Ω 


. ο α! ͵ ’ . 4 ε ο , 
μαὶ ὡς 6 λαμθάνεται Ἡ Ο, Ὁ Ος εὰν το η εἶναι Θετιιο η ἀρνητιμο αντιστοϊχωῶς. 
Ἡ σειρα (4) Ώ ὁποία ΕγιΔεὶει θετιιιάς ιαὶ ἀρνητιιάὰς ὄυναμεις τοῦ (2-α) εα- 
ας - { [ -- Π ώς τα ς { 
Δεῖται σειρά τοῦ ἰαιτεηέ ααὶ Όα εἶναι συγνΆινουσα εν ἁμιφότεραι αἱ σειραι 
οο αο 9 
- Ἆ [ Ό η , 
Ον (1-α) ἀαὶ ὃ ταν συψι Δίνουν. 
ἩΞ στ 
- { [ ώς / [ ον .- -. ἡμά 2 
Εξ αὐτῶν δὲ ἡ πρὠτη μαδεῖται ιανονικον µερος τῆς σειρᾶς τοῦ Ιαωποτἳ, Ἐ- 


νῶ τ δευτέρα μαδεῖται πρωτεῦον µέρος της σειρᾶς τοῦ |αμγεττ. 


Παρατηρτησις: Ἐάν ἡ συνάρττσις ὁ (3) εἶναι ἀναβυτιμὴ εἶς μάθε στιμεῖον ααεί- 
µενον ἓντός τῆς 5, ιαί ἐπ αὐτῆς Εξαιρουμένου τοῦ σημείου Ἔ- αι τοτε ἡ ἀκτὶς 
κι ὀύναται νὰ Ἀπφοη ὀσονδήποτε µιαρΏ μαὶ ὡς ἔι τούτου ήἡ ἔμφρασις (1) Ἰσκὺ- 
ἒι δια Ο«|χ-α]ς Ὁ,.. 

Ἐάν Ἡ 4 (3) εἶναι αναλυτιαἩ εἰς πάντα τὰ σημεῖα τὰ αείμενα Έντος μαὶ ἐπὶ τῆς 
(ᾳ, τότε ἡ συνάρτησις 6 (2)- (1-α)”! εἶναι ἀναᾶυτιαπ Εντός ααἱ ἐπὶ τῆς Ο, Επειδπ η Σ1 καὶ ὡς 


.. ΄ ες ι , ͵ [ - . ή , [ασ εν 
ἐὰ τούτου τὰὁλοιδηρώμαια θὰ δίδοντα τοὺς ζ.ῃ εἶναι πάντα μηδὲν. Οὕτω τι ἔαφρασι5 
(!) ἀνάχεται εἰς µίαν σειράν τοῦ Ταψογ. 


Ἄποδειξις (τοῦ θεωρΏμµατος). Ἐαν 3 εἶναι ἕνα σπμεῖον ἀείμενον ἐντός τοῦ 
ανυδιιοῦ ὁαμτυλίου Ὦ, Θεωρσῦμεν πὲριξ αὐτοῦ ἕναν πὐμᾷον Κ ιἀειµενον Ἐν- 
τὸς τοῦ δαιτυβιου 0 ιαὶ θετιιῶς προαανατοᾶισμένον (6λ.Σκ.1).Ἐπειδτ ἡ {3) 
εἶναι ἀναλυτιωη εἷς το αυμδιιόν χωρίον τοῦ οποίου τὸ Εσωτεριμόν του εἶναι ἕ- 
να πολδατιὰῶς συνεωτιικον πεδίον, τότε συμφώνως προς τὸ θεώρημα Ὑ-2-03., ὃα ἕἔ- 
χωμεν. 

1-2 
δ, οι 
Συµφώνως πρός τὸν τὺπον τοῦ ΟαµσΠυ ἡ τιμή τοῦ τρίτου ὁβομᾶτιρώματος 


α- . μα . μον -ο 
η-ε 1-ὲ 
κ 


εἶναι απιΦ(2). Όδεν, ὦ (1) Ὕράφεται: 


μὉ-”--. 
ο όι 


Διά τὸ πρῶτον ὁδομᾶήρωμα (6λ. ἀπόδειξιν θεωρηµατος πΠ- 1-1) δά εχώμεν: 


(0) ὁσδφι, (3) ”-ἲ ό( 
πις η-α (π- «νι (1-α)χ-- ... (ᾳ-α)λ . (1-α) κ (1-α)" ' ποια 


Διὰ δὲ τὸ δεύτερον ὁδομδτρωμα παρατηροῦμεν ὅτι: 
ι ] / 


ας ες Ἑξεεσες ονιοςιςι 
1 (1-α)-(η-α  στ-α Ί- 0) -α)/ (2-α) 


Καὶ οὕτω Επιτυγχάνοµεν 
ὁ (6) : Μ(7) ! ! (Ἴ-α) 4 (7) 


4) . ! οι λε. εν το, 
δν τα Ἴπαγι αρ ο ο σα ρ-αλ Έτσ-ῶς ασᾶ 


Οὕτω ἔι τῆς σχξσεως (2) ἔπεται ὅτι: 
δ(1)Ξοιγο,(ῶ-α)α:. ας, ο (.-α)' Εν 6) εξ αἹτεασντ σαι 9 (5), ὅπου 
τὸ Εν (Ξ) ιλαὶ Φ ὤ παρέχονται ὑπὸ τῶν τυπων: 
(4 -α)”. δ(1) 4” 
ἂν ()τ -ππι Πρ σα 
σι 
(1-α)”. ὁ (0) απ 
ο. σπιίσ-α σα 
ο. -. 
Εστω Ἱ5|2-α], όπου τι«πςτπ,. Ἐὰν Μ εἶναι το µεγιστον τῆς |4(Ἴ)| επι τῆς 


περιφερείας Ο., τότε ὡς γνωστόν δά ἔχωμεν : 


ο  ΜΩΠΤι  Μ.πι Ἐν» 
ΕΦ! πππ ττροτα ππος (ας) 


1 ι ͵ ' 
ἀλλα -ε--«{ μαὶ ὧς ἔω τούτου: 


ῥίτο Εμ(2)ξο 


ηΗ-νοο 


Κατ ἀναλογίαν Έχομεν: 
Ἡ 
ΙΙ πτσε, (σα) 
εἶναι δε -Ὅἷ.-.« 4 αὶ ὡς Έα τούτου 


Εο Ο (1) ΞΟ 


Η-νοο 


ω « { . 
Οὕτω Σδεχὸπ το θεώρημα τοῦ Ιαμνεπὶ. 


ο Παραδείγματα !ΙΣ Ἡ συνάρτησις ὁ (3) ο Έχει τὸ μάτωδι ἅατα 


Ιαμγθοτπῖί ἀναπτυημα» 


: 4 ο 
όσ)---- τπσ τπτ ο ας 
α« 6 . α- 
ὅπου το 3 εὐρὶσμεταί ἐντὸς τοῦ δαµτυλίου ο -«|πίς 4. 


Ὁμοίως ἡ ἀνωτερω συναρτησις Έχει το ιιάτωδι αατὰ ἱαμνοπὶ ἀνάπτυγμα:. 
[ ᾽ 4 { ο Ί π 
πλ. --- -- -- ---- ----- -1}. -{ 
ὁᾷὤτπτςρ τει) στι Ἕτ ολ. η, 


α μ ( ι .] Π -ς [ ι 
ὅπου το 3 εὈρισμεται εντος τοῦ δαμτυλιου ος ]ἰσ-α- 1. 


ή / ᾿ 
κ. 29/ Ἡ συναρττοις ό(2)- ϱ’Σ ἔχειτὸ μάτωδι ματάὰ ἰαιγθπῖ ἀνάπτυγμα : 


ή 1 
ο, ν. πι σσ 


π) -- τπτ 
ὅπου εἶναι |5]-»ο. 


ἔ .- { ' ἡ 4 ς { . - 
9» τος Ὄρημε Ἔπ- πρ ν 
89/ θεωροῦμεν την συναρτησιν ὁ(2) ἔξ- σσ Ξ απ -ᾱ-ς, Ὥ οποία εἶναι 
Ἴ Π μα Π ά.. μη . 
ἀναδυτιαΏ παντοῦ ξωτός τῶν δυο στιµείων Ἔ-! μαι ἆ-». Ζητεῖται νὰ ἀνα- 
-- α, ” , 3 { Π ῃ .. 
πτυχθΏ αὗτη εἰς σειραν ἰαιγοωὶ εἰς τας σαπτωθδι περιπτώσεις. ἰἱ) Όταν Ίμ]«4, 


ιἱ) Ὅταν ”κἰσ]ςκ2, |) Ὅταν |5| 2. 


ν : - , ς Γ ᾗ - ͵ 3 
Λύσις: ἱ) θεωροῦμεν τα ἆ τὰ εὑρισιόμενα ενιῤετουφαμτυλίου ἱσ]κ 4.ξξ 


/ -- τε ο 
αὐτοῦ δε ἔπεται ὃτι [5 4. 


θα ο ὀθεν: 
"4 | το αν Ὁὲ' ᾳ (21 ον ο -η-ι -- 
(2) πτσοη .. ο ΣΧ ΣΕ αι νας -)3 


- ' οἱ ε α ος " 
Παρατηροῦμεν ἀοιπὸν οτι, εἰς αὐτὴν τὴν περἰπτωσιν ἡ δοδεῖσα συνάρτησις 
΄ 


ἄναπτυσσεται εἰς μίαν σειρὰν τοῦ Ίαυθοτ διὰ ιιὰδε Ἡ εὑρισιόμενον ἔντός 
τοῦ δίσµου |7] «4. Τέλος εὐμοβως διαπιστοῦται ὅτι: ὁ (ο) (21 - 1). 

{). Ἔστω ὅτι το ἆ εὑρίσμεται εντός τοῦ δαιτυλίου {ς|τ]-«2. Εντός αὐτοῦ τοῦ 
: δαυτυβίου δὰ Έχωμεν: ή] κς4 μαι | | κ/ | 
' 


| ας 
πο σσ] |-ὰ Σπα ἆπει τς. λς 


τιΞξο 


Ὅδεν, ὁ(3)- 


Παρατηρσῦμεν ἂοιπον οιιδιὰ τα Ῥπαευρισιόμενα ἔντος τοῦ ἀνώτερω ὁαμτυλίου 
. 4 π 1 ' -- 
τι ὁ(Ἡ) αναπτυσσεται εἰς σειραν τοῦ )ααγεηῖτ. 

ο α, Π 6 | 3 { ' 

η) Ἔστω οτι τα 2 εὑρισμονται εἰς το πεδἰον |! 22. 

- [1] “ υ 
Εξ αὐτοῦ ἔπεται ὅτι: || 1 αι [ας Ι. 
, Γι  ν. κ  «μηπ 
Όδεν, (στα οτ σπα αἱ ρα ποτ | 
πηξο 

Ἠποι, ἡ (2) μαι εἷς αὐτην την περἰπτωσιν ἀναπτυσσεται εἰς σειραν τοῦ 


ἱαιποτιῖ. 


635. 1ΑΞΙΜΟΜΗΣΙΣ ΤΩΗ ΜΕΜΟΗΩΜΕΝΩΗ ΙΔΙΑΖΟΗΤΩΗ ΣΗΜΕΙΩΗ ΜΙΑΣ ΜΟΗΟΤ)ΜΟΥ 
ΑΝΑΛΥΤΙΚΗΣ ΣΥΗΑΡΤΗΣΕΩΣ 


Ἔστω το σημεῖον α (αἩ ϱ)) αι Ἡ μονότιμος ἄναβυτιιαγι συναρτπσι5 ας) 
ὡρισμένη εἷς υάὰδε σημεῖον μάποιας περιοχής τοῦ α Ειτός τοῦ σημείου α Ὡς 
Ίνωστον τὸ α τὸ μαλοῦμεν κεμµονωμένον ἰδιάδον σημεῖον τῶς 43). Προτιδε- 
µεΌα νὰ µεᾷετπσωμεν τὴν συμπεριφορὰν τῆς ό(3) εἰς τὴν περιοχην τοῦ σηµείου Έ-α. 


Συµφώνως προς το θεώρημα σ --2-2 Ώ {(3) ἔχειτὸ μἀτωδι µατά |αωγενὶ ἀναπτυγμα: 


4(5)- ΣΣ ο, (α-α) (3) 


λ.-4] 


Συμφώνως πρὸς τὸ ἀνάπτυγμα (1) τρεῖς ὁιαφορετιιαί Περιπτώσεις εἶναι δυναταἰ. 


{9/ Ἡ σειρα (1) νὰ µη περιέχπ ἀρνητιμάς ὀννάμεις τῆς διαφορᾶς (2-α). 
5 Ι " ͵ ν / 2 ! ., ο ο α { 
3/ Ἡ σειρα (1) περιεχει εναν πεπερασµενον αριόμον ορων µε αρνΏητιωας όν - 
ναµεις τῆς διαφορᾶς (:-α). 
ς ͵ υ [ . - - 
86/ Ἡ σειρὰ (1) περιέχει ἀπείρους ἀρνητιμάς ὄνναμεις τῆς διαφορᾶς (2-α). 
Ἱ . ῃ τ , . 4 ͵ - ! 
Ἠδη Ὁὰ µεβετήσωμεν πωριστὰ ἔιασττν τῶν ἄνωτερω τριών περιπτωσεων. 
{/ Εἰς πτὺν πρώτην περίπτωσιν 9ὰ ἔχωμεν τὸ ἀιμολουὸδον ἄναπτυγμα: 
οο 
4 Π -. , α ς ' 
ο) - 5 ο,(ᾳ-α). Εὐιμόοᾶως διαπιστοῦμεν ὁτι τοῦ Ἔ---α, π ἀ(3) Έχει µὶον 
ς ο. ) { ς τ Ι . - µ ΄ λ . ' 2 εν -- 
6ριαµηΏν τιμων αι Ὢ Όποια ισούται προς ζο. Ἔαν η ἆ(3) δεν εχπ ορισὸπ 
4 / ͵ ! ͵ 2 ' Π ασ ͵ 
ες τήν θέσιν Ἔ-α, τοτε ὀριδοµεν ταυτην εἰς το ἄνωτερω στιμεῖον Όετοντες 
. ! ἑ / ιο - ορ ! ῶ, |. 
4(α)-ζο, Εἰς τὸν περίπτώσιν ὅπου Π ἀρχιιώς ἀτιοδοθεῖσα τιμη τῆς ὁ(3) δια 
; σὴ ιο ι , [ 2 : Ὦ 1 - ͵ ι 
Ἔ-α δὲν εἶναι ἴσπ πρὸς Όο, Ἱότε ορὶδοµεν ἔα νέου τὴν τιμήν τῆς ὁ (5) δια ὅ-α ὃε- 
τοντες ὀ()- ου. Οὕτω ἡ 4(3) δά Εἶναι ἀναλυτιικὴ παντοῦ ἔντος τοῦ ἀυιλλου |1-αἱσς.. 
Συνεπῶς Έχομεν ἐπιτύχει μιαν ἃρσιν (διόρθωσιν) της ἄνωμαλιας τῆς 45) εἰς το 
σημεῖον 2τσα. δεν, εἷς ἕνα μεμονωμενον Ἰδιάαδον σηωμεῖον ἆΖ-α τὴς {(3) εἷς το 
οποῖον τὸ ἀναπτυγμα τῆς ὁ(3) εἰς μίαν σειραν τοῦ Ιαωιτεπὶ δὲν περιέχει ὀρνη- 
{ 1 -- -- ἓ ο 3 , δί -- 3 
μάς δυνάμεις τῆς διαφορᾶς (ὰ-α) δυνἀάμεθα νὰ Επιτὺχωµεν αρσιωυ τῆς ανω: 
μα ον 
ς ῃ ή { - 
αραδειχµα: συ Ώ συναρτησις (1) - Έτ ;Ὥ ὁποὶα Έχει το σημεῖον 250 
; ' αν Π 
ἰόιάξδον. Νὰ ἀναπτυχθη εἰς σειραν τοῦ |αατεπῖ μαὶ να εὑρεδπ ο ὁσμτυλιος συγ- 


ἁἀἀλίσεως ταύτης. 


ο ο] 3 5 3 
λὺσις: Ἔχομεν: Έα κος {ᾱ- (τν καν τε κ. ) | 


] ΕΕ] πι πες 
Π 35 ᾶ τα, Π σ- σ4 
πας Τατ 5τ μυ, Εὰ 


Εἷς τὸ σημεῖον 2-0 ἐπιτυγχάνομεν ἄρσιν τῆς ἀνωμαδίας Όετοντες: {(0) τατ --ε- 

Ἡ ἀνωτέρω σειρὰ συγιδΐνει προφανώς διὰ παθε 2ε6. 

24/ Ἡ σειρὰ τοῦ |αιποπί τῆς συναρτπσεως 43) πέριξ τοῦ μεμονωμένου ἰδιάδοντος 
σημείου Ζ-α περιέχει ἕναν πεπερασμένον ἀριθμόν πῃ ὅρων Ἐκόντων ἀρνπτιικάς 


δυνάμεις τοῦ (3-α), μὲ ἄλλους λόγους ἧ σειρα (1) εἶναι τῆς μορφῆς: 


Φ(3) 5 . σα (35-α)". 


τς Τη 


Εἰς αὐτων των περίπτωσιν τὸ σημεῖον σ-α εἶναι ἕνας πόλος τάξεως πι τής 
συναρτήσεως ἆσφ). 
:Πράχματι Έχομεν ἐν προμειµενω: 


. : 
- 5 τη 
ἆ (2)5Ξ ον (3 -α), .. - ο τ να. Σᾷ-αο ϱ), 


ὅπου ς.» Ἔ 0. Πολδβαπᾶασιαδοντας ἀμφότερα τὰ μεὀη τῆς (2) ἐπί (3-α)- λαµ- 
θάνομεν : 
γη πγΩ τή ων 
(2-α)ὴ. {(1)Ξ δε. (1-α)' ο (1-α) οι (αλ νο (8) 
ησο 
κ [αι ε ῃ ε - .. ι ( ' Π ο ῃ 
Ὢρπου το Φεξιον μέᾶος της (8) εἶναι µία συνηθπς ὀνναμοσειρα και τῆς οποίας 
ὁ σταθερός ὄρος εἶναι ὁ Ο.. (40). Συνεπῶς εἰς τὸ σημεῖον Ἔ-α αἴρεται Ἡ ἀνω- 
µαᾶια τῆς συναρτήσεως (2-α)”. (5). Επὶ πΆεον δὲ Έχομεν: 
θέπν (α-α) ό(4) ο. ο. 
3.νσ6 
ταί ατα συνέπειαν: 


ἱ -. Ρ (πι -- 
ο ο τες 


- { ᾗ - { ον) Π 
Συνεπῶς το ἅ-α εἶναι ποᾶος τὰς συναρττσεως ὁ (3) τάξεως τη. 


, Παράδειγμα: ἠα ἀναπτυχοῦ µατά |αιγεπὶ ἡ συναρτησις ᾧ(α)- το ττττ τα ση περιξ 
του ἰδιάδοντος σηµείου 2-4 αὐτῆς. Ἐξετασατε το εἶδος τοῦ σπµείου τοὺτου.. 


Λύόι5: θετοµεν π-Ίξμ, ὅτε 2-14 υμαὶ ὡς ξι τοὺτου ἔχομεν: 


Ζ χττα 3 3 3 3 4 
δα 68 ερ αλ  θι (χα) οι ο ο ἷς 
(3-133 Τμ ο υ παν ου σα μεν ) 
«ες τε ς 1ἱ. 48 1 ιν... 
παρ’ τει λος ο. (1-!)- 


Οὕτω το σημεῖον 2-4”εἶναι ἕνας πόλος τάξεως τΏΞ 3. 
ς - ὦ - ' ; ας / η 
35/ Ἡ σειρα τῶν |αυποπἲ τῆς συναρτπσεως ὁ (3) πὲριξ τοῦ μεμονωμένου Ἰόια- 
Π ΄ [ .. ” π ' ΄ ὡς ῃ - 
Ῥοντος σηµείου Ζ-α ἔχιδείει ἕναν ἄπειρον ἀριομὸν ἀρνητιαῶν δυναµεων τὴς δια- 


ᾳορᾶς (2-α), ὁπλ. εἶναι τής μορφῆς: 


ὁ()- α.. (2-α)” 


1)-- οὉ 
1 "3 ῃ ' υ 3 / ςν ω - - σι 3 - 
Εἰς αὐτὴν τν περἰπτωσιν ἀποδειανύεταιδτι το σημεῖον Ἔ-α είναι ἕνα οὐσιώδες 


κ) 1 ᾱμ ες ͵ 
ἄναμαδᾶον οτιμεῖον τῆς συναρτησεως ὁ (2). 


ον ο ο ας δε ος μα . 
Παραδειγµα {/ "Ἡ συνάρτησις ὁ(5)- οἳ ως τα επ η εχει τό ση 


μεῖον 3230 οὐσιῶδες ἀνώμαλον σημεῖον. 
Ἡ. . ῃ 5 - - μ 
3/ Ἔστω ὮὭ συνάριτπσις ὁ(3)5 (2-3) ματς Μά εὑρεθη η σειρα τοῦ [αικνεπὲ ταν- 
της περιξ τοῦ ἰδιάξδοντος σημείου --2. 


Λὺσις: Ἔσιω ἔ92-μ., ὅτε ἃ-ιμ-.. Ἡ δοθεῖσα συνάρτησις γράφεται:, 


(4-3) τμ προ ία-- δλπµη- -(μ-5) {ας ο ο. 
. 5 1 5 ἡ 
πο στα τ πας παν Ἕγασ- 

αἱ ἕωσσι ος ! 5 ; 


τν δ(σ}): ενω ποστς 
οἱ ῃ - -- “ 3 ο υ) ι - ὰ ᾗ 
Οὗτω τὸ σπμεῖον Ἔ--2 εἶναι ἕνα οὐσιῶδες ἀανωμαᾶον σηωμεῖον τῶς συναρτη- 


ς ' ν η [ 
σεως. Ἡ ἀνωτέρω σειρα συγιᾶϊνει διά υάθε ᾖτ-2. 


64. ΟΜΑΛΗ ΣΥΓΚΛΗΣΙΣ ΣΕΙΡΩΗ 
| "μδπ θὰ µεδετησωμεν τὰς συναρτησιαμὰς σειρᾷς, τῶν Οποιων οἱ ὃροι εἶναι συν- 
αρτησεις µιᾶς μιγαδιµῆς μµεταθᾶητης.. 

Ἄς θεωρησωμεν τήν ἀμολουδίαν τῶν μονοτὶιµων μιγαδιαῶν συναρτήσεων 
Βν (21, ηΞ της μιγαδιαης μεταθβτττς ὡρισμενων εἷς ἕνα πεόἰον ᾱ υαὶ ὃξ 
αὐτᾶς τῆς ἀμολουδίας ἂς σχτιµατίσωµεν την σειρὰν τῶν συναρτήσεων δε (1) Ο). 
Διὰ υ.αθε σταδερον Σ.εα ἡ οειρᾶ (1) µετατρεπεται εἰς μίαν σειρὀν μιγαδιιζν ἀριὸ- 
μῶν. Η σειρά (1) δὰ ἂξχωμεν διι συγιᾶϊνει ἓν 6, ξὰν διά μάδε Ζεά ἡ ἀντιστοιχος 


ἀριδμητιωή σειρὰ συγιαδίνη. 
οΕὰν ἡ σειρα (1) συγαδίνπ ἓν ᾱ, τότε εἰς αὐτὸ το πεδίον αι Δύναμκδα να ὀρίσωμεν 


μίαν μονότιµον ουνάρτησιν 5(4) τῆς ὁποίας ἡ τιμη διά μάδε Ζεα ἰσοῦται πρὸς τον 
ἀριὸμον πρός τόν ὁποῖον συγιᾶϊνει ἡ ἀντίστοιχος ἀριδμητικΏ σειρα. Αὐτη Π συναρ- 
τησις 5 (1) ααδεῖται ἄθροισμα τῆς σειρᾶς (1) ἐντός τοῦ πεδἰου . 
Οὑτω συμφώνως προς τἀνωτέρω, διὰ μάθε Ζε8 ιαὶ διὰ αάθε ε2ο ὑπάρχει ἕνας θετι- 
μός ἀμεραιος Η(5ε) τοιοῦτος, ὥστε να Έχωμεν: 
[56)- 4 (3) | «κε (1) δια ηΣΗ(ε,7) ᾖἩ 


|5(2)- 5,(αη) κε (2) διὰ ΠΞ Η{(Ε,2), 


ὅπου 6(2) - -. {. (3), ὅπλ.τὸ ἄδροισμα τῶν π πρώτων ὅρων τῆς σειρᾶς. 
Παραττιροῦμεν Δοιπόν ὅτι ὁ ἀριθμός Ν ξξαρτᾶται οὐχί µόνον ἔα τοῦ Εξ, ἄλλα ιιαί 
ξι τοῦ σημείου ᾱ. Όπως διὰ τὰς πραγματιμὰς συναρτήσεις, οὕτω ιαὶ διὰ τὰς µιταδι- 
υἁς εἶναι ἁπαραιτητον νὰ εἰσαγαγωμεν τῶν Έννοιαν τὸς ομαδῆς συγιᾶίσεως υαὶ 
νὰ ἀναφἑρωμεν ἓν ουντομία τὰ θασιιὰ θεωρήματα τὰ ἀφορῶντα ταυτην. Ἡ Έννοια 
αὗτπ παϊδει Έναν σημαντιιὀν ροᾷον εἰς τὴν θεωρἰαν τῶν σειρῶν τῶν ἀνα Ἀυτναῶν 


συναρτήσεων. 


Ὀρισμός π{-4-1. Ἔσιω ὅτι 5 (3) εἶναι τό ἄθροισμα τῶν τι πρώτων ὅρων τῆς σαι- 
ρᾶς (1),Ἠ ὁποία συγιθίνει πρὸς τήν συναρτωσιν 9 (3) (ἄθροισμα) δια μάθε ΞεΑ. 
θὰ δέγωμεν ὅτι Ἡ σειρά (ἱ) συγιβίνει ὁμαδῶς ἓν , ἔάν διά μάθε ε2Ο ὑπάρ- 
χΏ ἕνας δετιιός ἀιέραιος Ἡς Μ(ε) »Ο (ἀνεξάρτητος τοῦ 3) τοιοῦτος ὥστε να 
ἔχωμεν: ]5,(2)- 50ίσε (9) όια τ5- Μ(Ε) τκαί ὅια τάδε 28. 

θετοντες Ρ(2)- -. (3) ἡ συνθηωη (39) τῆς ὁμαλῆς συγιΔΐσεως Ἰσοδυναμεῖ 
μετόὸ νὰ ἔχωμεν : ΙΑ (9)-ε (3) δια πΞ Ν(ε). 


Παραδέτοµεν ματωτέρω μεριμὰ θασιιὰ Θεώρηματα ὁμαᾶης συγυδίσεως. 


θεώρημα Ὦ -Δ-1,. ᾿Εὰν ἡ σειρὰ ή (3) συγιᾶϊνη ὁμαδῶς ἓν 4 μαὶ Ἐὰν Έωαστος 


όρας ταύτης εἶναι συνεχης συναρτησις εἰς το σημεῖον Ἔοεα, τότε υαὶ τὸ ἄθροισ- 
μα 5(1) τῆς σειρᾶς εἶναι ἔπισης συνεχής ουνάρττισις εἰς τὸ σημεῖον Ζο- 


ἵμ ἀπόδειξις εἶναι ανἀάᾶογος πρὸς την Ξωτεθεῖσαν εἰς τὸν Πρῶτον Ἰόμον Πορισμα 
σφῃ-3-Ί ὅια πραχματιιμὰς συναρτπσεις. 


: ! [ - 3 { Φα, υ. ͵ ή .. 5 

Μία ἅμεσως συνέπεια τοῦ ἀνωτέρω Όεωρηματος εἶναι ὅτι τὸ ἄὃροισμα μιᾶς ὅμα- 

Δῶς συχωᾶινούσης σειρᾶς συνεχῶν συναρτήποεων ἔντὸς τοῦ ἄ εἶναι ὁμοίως συνεχὺς συνὰρ- 
3 Π - Π [ 3 { - Π ῃ .] ' 

τωσις Εντὸς τοῦ. (Ἐπειδηπ συνεχεια ἕντος τοῦ 4 σηµαίνει συνεχεια εις μαθε ση- 
μεῖον τοῦ (). 

θεώρημα ἵ[-4-2. (Μριτῃριου Μήαἱετς5ίτας»). Ὑποῦξτομεν ὅτι οἱ ὅροι τῆς σειρᾶς 
| μα (3) ἱμανοποισῦν τὴν ἀνισότητα |όκα)/-ας, ΚΞ12/3,... διά αἆθε ΣΕ μαὶ ὅτι ἡ ἀριθ- 


ο. σειρά Σα συγιᾶϊνει. Ίοτε ἡ δοθεῖσα σειρὰ σ υχω μᾶϊνει ὁμαδῶς Εντὸς τοῦ . 
κξῖ 


Απόδειξις: ᾿Εξ ὑποδέσεως Ἐχομεν: 


4 ς)[ζαι διά 2εα. 


Ἐπειόπ ἡ σειρὰ δα, συιᾶϊνει εξ ὑποδέσεως, ἔπεται ὅτι δια αάδε ε2Ο Ψ- 


πάρχει ένας νο πω οαιός ΝΟ τοιοῦτος, ὥστε νὰ Έχωμεν δας «ε δια ηΣΗ. 
ΕΞΓ1 


γι ή 1 Π 
Ἐξ ἄλλου Έχομεν την ους 


1. 


Κξςηγί 


κκηφς 


Τὀτελευταῖον συμπέρασμα ἀποδειανὺει τὸ θεώρημα. 


Ἐφαρμοχπ: θεωροῦμεν τὴν σειρὰν: 2313-13) 9-3 (1. ο λν.... 

τῆς ἀνωτέρω σειρᾶς τό 8.(2)-3:. Προφανῶς ἡ ἀμολουδία {7],Π31, συνετιῶς μαι 
ἡ σειρά, συχωᾶίνουν ἑντός τοῦ δίσµου |Ά]«{ μαΐ ἔξαιρετικώς μαί εἷς τὸ σπμεῖ- 
ον ὰ-4 ιιαὶ ἀποιδίνει διά |3|54 ἑωτός τοῦ σπµείου Ἕ-λ, ὅπου συχωδΐνει. τὸ 


ἆ Ίροισμα τῆς σειρᾶς 9ὰ εἶναι: 
ο, Εὰν [σὴςἡ 
ϱ (3) θἶτη ὃν (1)Ξ ξιπῃ τος 
αμ αύ να, ν στ 


Παρατηροῦμεν ἂσιπὸν ὅτι, ἡ ἀνωτέρω συνάρτησις ὁ (3) δὲν εἶναι συνεχὰς εἰς το 


σὐνοᾷον αξ{1: [α]ς! ταὶ .-1]. 


Τήν ἀνωτέρω σειρἀν τήν γράφοµεν οὕτω: 


{κ (σι) (1) - 3) 3 (απ πολ 
ο 
Ξή4 μα (ο. ) {4 ». μα (3) 9 όπου 8 (3) ο. αι. απ 
Ἅπη ση ι 


. ο 
"κς ἐξετάσωμεν τὴν ὁμαδὴν σύγιμβλισιν τῆς σειρᾶς Ὁ ὁν(3)- 


ην 


Ἔχομεν. |. (2) | Ξ 15]- τω - ως | .-4 ααὶ ἐντεῦθεν. 
4, αλςς Ὁ  (π91), ὅπου |] Ὁ 
Εἶναι ὅμως κα (ον!) (ση). ο. ο 


πς ΕΣΥ 


Ἡ τεΔευταία ἀριθμητιικὴ σειρἁ συμιᾶίνει δια Ὅκᾖ. 
Συμφώνως δὲ πρὀς τὸ προηπχούµενον θεώρημα μαὶ Π δοδεῖσα σειρα συχαἍίνει 


ὁμαβώς εἰς μάθε αἀΔειστὸν δίσµον | Ὁ -« Ι. 


θεώρημα ἩΓ-4-3. Εάν ή σειρα δ (3) {(ἱ) τῶν συνεχῶν συναρτήσεων ὁ, (3) σή- 
υδϊνη. ὁμαβῶς πρός τὴν συνάρτπσιν δ(3) ἐντός τοῦ πεδίου , τότε τὸ ὁΔομβήρωμα 
αὐτῆς τὰς συναρτήσεως µατα µῆιος μιᾶς τμηματιιιῶς ἀείας υαμπυᾶης Ο, αειμέ- 
νης ἓξ ὁᾷοιμδῆρου ἐντός τοῦ α ὀὐναται νά ὑποβονισδῆ ὁβοιμᾶπροῦντες ἕμαστον 
ὁρον τῆς ἀνωτέρω σειρᾶς ατα μῆμος τῆς Ο, ὅηλ. 
--- 


οσο Ῥῶαὶ -Σ [κζροη 


κ 
ο 


[ { , ας ͵ ι { Π 
᾽Αποδειξις: Ἐπειότι τὶ σειρα (1) συγαᾶίνει ὁμαβώς, τοτε διἁ ἅαδε πεί ὑπάρ- 
χει ἕνας ἄριὸμος Ν τοιοῦτος, ὥστε διὰ μάθε ε»Ο νά Ἐχωμεν: 


ΓΕ, (1) ] «ττ- διὰ τι». Μ(6)ΞΝ;, 


οπου ἱ. εἶναι τὸ μΏιος τῆς μµαμπύλτης Ο. Τότε: 


| ο ο [κσστ]-] {ρω λος ἱ [σης Περι ττε 


ο [ο οἱ [οἳ 


Κπσι 


ο 
π ] 
Όδεν, [ ο()α1Ξ Βκφάχ . 
ς ο 
θεώρημα 7] -4-4..(νεἰετςίταςς). Ἔστωσαν αἱ συναρτήσεις ὁ. (3) διὰ τὰςὁποίας 
- ͵ ΄ - , ͵ / υ., .ς ο. 
ὑποδέτομεν ὅτι εἶναι ἀναλυτιιμαί ντός τοῦ πεδίου α ιαί ἔοτω ὅτι ἧ σειρα Σ ὧν (2) 
μια μοι αοοονττας Ἑσε ματς Απο αρα ες μενα τεακ ας «πο ώιστο-----πακκιοο οκ κο ως πα 
Π ὥς ΄ ε - 1. , ' « { ε κχ -- 
συγιᾶινει ομαδῶς πρὸς τὴν συνἀρτησιν 9(3) εἶἰσωαθε μᾶειστον υπο- πεόἰον.α τοῦ 
. Ἴοτε ἰσχύουν τὰ ἁατωδι: 
[4 - η . ο Π 
ϱ/ ἩΗ 53) εἶναι ἀναδντιατ ἔντὸς τοῦ πεδίου ᾱ. 


25/ 5) -.. ὃν (3) 


ο] 


3/ Ἀσειρά 5 { 4) συγιιᾶϊνει ὁμαλῶς εἲς υάθε αᾶειστόν ὑπό- πεδἰον ᾱ τοῦ α. 
παή 


Ἄποδειξις: Ι/ Ἔστω ἕνα τυχὸν ἐσωτεριιόν σημεῖον 2.Ε ααί ἓν συνεχεία ᾱ-- 
' . ς { , ε ἑ ῃ ; ο. , { - 
τασμευάδοµεν ἕνα ἁπᾶὸ συνειτιιον ὑπὸ -πεδίον ά τοῦ ά περιέχου το σημεῖον Ζο. 
Συμφώνως πρὸς τὸ θεώρημα Τ-Δ- Ἰ ἡ 9(3) εἶναι συνεχἠς συνάρτησις ἐντός τοῦ 
ᾱ. θεωροῦμεν τὸ ὁᾷοιβήρωμα τής 53) µΊατα µῆιος μιᾶς αὐθαιρέτου ΊάδΔει- 
στῆς υαμπύυᾶπς ο ιειµένης ἐξ ὁβοιβήρου ἔντός τοῦ πεδίου ᾱ, Συμφώνως δὲ 


πρός τὸ προτῳούμενον θεώρημα ,δἀ ἔχωμεν: 


πο -. ους 6), 


[ο 
[ β . 9» , ς. . ᾽ , ε 4 
ααθ᾽ ὅτι, αἱ ὁ (3) εἶναι ἀναδυτιιαί ἔντος τοῦ  μαὶ συµφώνως πρόὀςτο Θεώρῃη- 


μα τοῦ ζααςπυ Θδά ἔχωμεν [. (7)ά1- 0. Ἑυμφώνως δὲ πρός τὸ θεώρτµα 


7Ι--4-2 (Μογετα) ἡ 943) εἶναι ἀναλυτιιήὴ εἰς µίαν περιοχὴν Α΄ τοῦ στµείου {ο. 
Ἐπειόπ ἡ ἐαᾶογη τοῦ σημείου 2ο εἶναι αὐθαίρετος ἡ 5(3) εἶναι ἀναδυτιμὴ ἓν- 
τός τοῦ α. 
23/ Ἔστω ἕνα αὐθαίρετον (σταθερὀν) σημεῖον 2. ε . Ἐιδέχομεν μὶαν αὐθαί- 
( ῃ α) 4 ω] ἐ [ὸ [ [ ͵ / 
ρετον ιΔειστὴν μαμπὺᾶτν ο κειμένων ἐξ ὁλοιδήρου Ἐντὸς ἕνος ὑπο- πεδίου. 


μαΐ περιέχουσα (ἡ ϱ) τὸ σημεῖον ἄο. Ἐπειόπ, 
] 
54) -Ὁ ὁπ) (2) 
ΗΞΊ4{ 
δά Ἐχώμεν: ” 
5 (3) ος ο ὧν () 
(1-α (α-ροὸ Σ. σα - ο) γκι (5) 

Διά τὴν σειρἀν (3) παρατηροῦμεν ὅτι, Δόγω τῶν ὑποδέσεων τοῦ θεωρήματος, αὔ- 
ση συγιᾶίνει ὁμαλώς ἐπί τής. Ὅδεν, ὁλομἀπροῦντες ιιατἀὰ ὄρους τὴν σειρὰν (3) 
ματὰ µῆμος τῆς 6 μαὶ ἐν συνεχεία ἐφαρμοδοντες τὸν ὁᾷσοι δηρωτιμὸν τύπον τοῦ 
Οαμομή, Δαμβάνομεν: 


Τσ 
ή 


ο(4)ά5 .. ον ὁ (7) αἲ . 
ρω ο. [άρα Ὅ 
σ 
ο. . δ, (39) (4) 


Επειδή δὲ τό ἄο εἶναι αὐδαίρετον σημεῖον τοῦ «τὸ δεύτερον µέρος τοῦ θεω- 


ρΏµατος ἀπεδείχθδη. 
ι ( ͵ ͵ ' -] (κ) ͵ 3 Δ ι ' 
35 ᾿Ηότ Θά δείξωµεν ὅτι ἡ σειρα ὸ ἆ, (3) ουχιδίὶνει ὁμαβῶς εἰς μάδε ιαᾶειστόν 
.- Ὠσ4 
ὑπό -πεδίον ἅ τού ᾱ. Ἔστω Ὑ, µία περιφέρεια ἀμτῖνος Ἡ ιμαὶ ἀέντρου ἆο μα 
1 { 3 / Π . .. - 3 ε «- ι ο 
εστω Κ; 9 ἄνοιατος δίσωος Ώξντρου ἔο μαι ἀμτῖνος 1 Κ. Ἐπειδή ἡ σειρα ρ. (34) 
, ς » [ ος ω ῃ 7 / - οἱ 
συγιαλίνει ομαδῶς Ἐπὶ τῶς Σ2,,Όπαρχει ἕνας ἀμεραιος Η, Ξ Ν. (ε) 20Ο τοιοῦτος ὥστε, 
[-) ο 
να ἔχωμεν: 
[5.(1) 5) )«ε {5 
.» ' ιτ ο ι 
δἱ οΆα τὰ πΣ Ἡ, υαί οᾶα τα Ίεγ, . 


Ἐω τῆς (5) ἁαμβάνομεν' 


ος ο. Φα - κι [σι 


σπε (πα) ση (ἡ -Σ) κ ση -τ)κ 
τς χο δε, 
5,(7)-ςΦ4)άν |. κ [15.ς)-50)]ά κ! ε 
πι | (ᾱ- ασ ]κτ] τπῃ πλην Ἔ πππ τερατ ὁ 2πΠΑδ (6), 
ο Σ1ο ἵ 


δι ὅᾶα τὰ πδ ". μαὶ ὅἃα τα 2εκ. 


᾿Εφαρμόξοντες δὲ τὸν τύπον τοῦ «αµςΒ το ἄριστερον µελος (6) γίνεται: 


αλ] 


(κ) 
 ὤ ντ νξ ω- 5ς|« κε -ε σ) 


δια πΣ Ἡς, υαὶ ΣεΚε. 
Ἐμ τῆς (7) παρατηροῦμεν ὅτι Ἡ σειρα μα κ συγιΔᾶίνει ὁμαλῶς Έντὸς του 


στι 
ῥίσµου κά. 

Συμφώνως δὲ πρὀς τὸ θεώρημα τῆς μαᾶλύψεως τῶν Ηοϊπο - Βογθς (6λ. θεώρπ- 
μα 1-1-2) τὸ αδειστόν μαὶ Φραγμένον χαωρὶον ἅ δύναται να ἀαᾶυφδῆ ὑπό ἑνός 
πεπερασµενου ἀριομοὺ Φϊίσμων ΚΣ, (Σοεα), Ἐσιωτῶν Κ:, Κάι. Κγ.- Ἐμδεγο- 
μεν ἓν συνεχεία ὧς ἩΞ τηαχ {8 νἨαν-το πο) μαι παρατηροῦμεν ὅτι, ς ἀνισότης 
(1) θὰ ἰσχύη δὲ ὅλα τὰ η5 Ν μαὶ διὰ ἀάθε πε’, ὅπηλ. ἡσειρὰ τς ) συγ- 
μλᾶΐνει ὁμαλῶς Εντός τοῦ α΄ 
9 Ἰὰ ἀνωτέρω θεωρήματα δυνάμεθα προφανῶς νὰ τὰ ἐφορμόσωμεν µαίὶ εἰς την 
εἰδιιὴν περιπτωσιν τῶν δυναμοσἑιρῶν. Σχετιιῶς ἰσχὺύουν τἀμόλουθδα διὰ τὴν ὃυ- 


ναμοσειραάν’ 


5 [ο αν Ἡ, (1) 
Φ5ο 


θεώρτ μα -Λ-:5. Εαν γι δυναµοσεχρα (:) Έχπ αιιτῖνα συγιαλίσεως ϱ, τότε (ϱ σωχ- 
αδίνει ὁμαλῶς (μαὶ ἀποδύτως) εἷς μάθε μᾶειστόν δίσιον |2/ππς« α. 

᾽Απόδειξις: ᾿Επειδὴ |3]-π δἀ ἔχωμεν ααὶ |Ο, 23] -]ος|-] ο] Ξε]ον|. τὸ. Ἄλλα 
ἡ ἀριδμητπιήὴ σειρα 5 Ιον] Ἰ" συμιἀϊνει μαὶ ὡς Έα τούτου υατὰ το µριτΏριον 


τοῦ γεἰοτεῖταςς υαί ἡ δοθεῖσα σειρὼ ὃα συγωλίνη ὁμαλῶς ιιαί ἀποᾶύτως ἓν- 
ῃ α Π 
τος τοῦ χωριου Ι2/Έπτςκ. 


θεώρτιµα Τ[--4-6. Το ἄθδροισμα 5 (3) τῆς Φυναμοσειρᾶς (1) µε ἀατῖνα συγ- 
μᾶΐσεως Κ εἶναι συνεχἠς συνάρτησις Ἐντὸς τοῦ δίσιου || -- Β. 
ποδειξις: Ει τοῦ ἀνωτέρω θεωρήματος υμαθώς ιαιτοῦ θεώὠρΏµατος πι -Α-) 
» ἔπεται ὅτι η συναρτηωσις 3(2) εἶναι συνεχτις εἰς μάθε υλειστον δίσιον |ε]-εν «Β. ἔν- 


η ς - { ώ ͵ ’ ᾽ 
τεῦθεν τη 3(3) εἶναι συνεχτις εἰς τον ἀναοιμτον δίσμον |ή]ς Β. 


θεώρτιµα ΣΙ-Α-] Ἔστω η όυναµοσειρα (1) µε ἀμτῖνα, συγαλίδεως Ριιαἰ ἔσιω 
63) το ἄδροισμα ταύτης, τοτε: 

ἱ) Ἡ ουναρτησις 5 (5) εἶναι αναλυτιατ ἔντός τοῦ δισιου |8|«Α μαι ἔπιπᾶεον ἰσχύει: 

5 (1) οι 20.398 ΟΥ 11 πο ὁ... 

ὁπλ. ἡ παράγωγος τοῦ ἀδροίσµατος τῆς δυναμοσειρᾶς εὑρίσμεται, ξὰν παραγωγί- 
σωμεν ἔιαστον ὅρον τῆς δυναμοσειρᾶς ιαί ἡ νέα ὀνναμοσειρά ἔχει πάᾶιν ἀκτῖ- 
να συγιᾶίσεως Κ. 

ἰ() Τὸ οἈοιᾶνρωμα τής 5(5) ματὰ µπιος μιᾶς μδειστῆς παμπυᾶης ϱ μειμέ- 


4 - ' ς 2 « ’ Ι ' - 
Υης ἔντος τοῦ δίσωου |1ἱ|« κ εὑρίσωεται, ξὰν οὐσομάπρωσωμεν Έιιαστον ὅρον τῆς 
- π. - ΐ ᾽ { 
δυναμοσειρᾶς µατὰ µήωος της ἰδίας μαμπυᾶης. 


65. ΠΕΡΙ ΑΝΑΛΥΤΙΚΗΣ ΕΠΕΚΤΑΣΕΩΣ 

Καί ἀρχας δὰ Ἐξετάσωμεν πῶς ἡ συμπεριφορά μιᾶς ἀναλυτιμΏς σύναρτησεως εἷς ἕ- 
να πεδίον προσδιορίζεται ἀπό τὴν συμπεριφορὰν αὐτῆς εἰς ἕνα µιιρον συνοᾶον περι- 
εχοµενον εἶς αὐτό τὸ πεδίον. Με ἄλλους λόχους δὰ δεωρήσωμεν τὸ πρὀθᾶημα τὴς 
ἐπευτάσεως τοῦ πεδίου ὁρισμοῦ μιᾶς ὀναλυτιιῆς συναρτησεως. πρός τούτοις Όεω - 


-- - 13 ἴ ε ' 
ροῦμεν ἀναγιαῖον ν αποδειξωµεν το µατωδι: 


θεώρημα π-5-/. «Ὑποδέτομεν ὅτι ἡ συνάριησις ὁ (3) εἶναι ἀναλυτιωη εἰς ἕνά ση- 
μεῖον Ἔς, τὸ ὁποῖον εἶναι μηδενίδον αὐτῆς. Τότε ὑπάρχει µία περιοχΏ τοῦ 2ο ἔντός 
τῆς ὁποίας ἡ ὁ(3) δὲν Έχει ἄλλα μηδενἰδοντα, ἑωτός ἐὰν ἡ ὁ(3) ἂναι ἔα ταυτότη- 
τος μηδεν. Τὸ ανωτέρω συμπέρασμα σημαίνει ὅτι τὰ μηδενιδοντα στιµεῖα Ὅ]ς ο4) 
εἶναι µεμονώμενα σημεῖα. 

Ἰπόδειξις: Ἐφ ὅσον Ἡ ὁ(3) εἶναι ἀναδυτιιπ εἷς τὸ ο αὐτό σηµαϊνει ὅτι ὑπάρ- 
χει ὄνας αὐιᾶος αἔντρου ο Ἱαί ἀμτῖνος Ἔο εἰς τὸ ἐσωτεριιόν τοῦ ὁποίσυ ἡ 463) 
ἔχει τό πάτωδι ιατὰ Ἰαμθοτ ἀνάπτυγμα. 


ὃ(α)ς ασ" δα, (3-59), ὅπου [ᾳ-2ο] ζο (9) 2 


5 [ . (1) 
είναι όςσ ας Ξ 4 (ϐ) -αι α. «ᾱ το, 
Ἐὰν τὸ 2ο εἶναι μωδενιδον τῆς ὁ (3), τότε ἄο- Ο. Εαν δε συμθΏῶ ἐπί πᾶεον 


ι -- .. “ τη-τ) οι ος τη ι ς , : 
ιαὶ εἶναι ὁ (7ο - ὁ(Ἄο)- - --Ξ ὃν (2ο)-0 ενῶ { σο Ο,τοτε ὁ τύπος (1) γραφεται: 


4 (3)- (1-4ρ) να (1-2.), αι Ο 2), 
με ἄλλους Άσγου» : εἰς αυτην την περίπτωοιν τὸ μηδενίδον την ὁ(3) εἶναι Ὁ- τάξεως. 
Ἔσιω 4(5)- Σα ιό (4-39), ὅπου |2-3ο]- Το (3) 
Εἶναι δε, 4 (3ο) 5 ατα Ἡ Ὁ. Ἐπειότπ η (3) συγωᾶϊνει ἡ 4(3) εἶναι συνεχτὶς εἷς το Ζο, 
Οὕτω διά ἀαάδε ε»ο ὑπάρχει ἕνα ὃ(Ε)50 τοιοῦτον, ὡὧστε να Ἐχωμεν: 
[4 (3) απ] ε δια |Σ-Σο]ς ὁ (ε) (4) 


, |α Ι [ - [ 3 ι / - ᾿ ΄ - - μ 
Ἔαν εΞ-π' - μαὶ ὃς εἶναι µία ἀντίστοιχος τιμή τοῦ ὅ,τοτε λογω τῆς (4) 9α 


ξχώμεν: 


Ια(3)-απ]ς ας , ὅταν ]3-ᾷοἱ- δο {(5) 


ἜἛι τῶν σχέσεων (5) προιυύπτει,ότι εἰς παθε σημεῖον τῆς περιοχῆς |3- Ζο-δςο 
εἶναι 4(3)4 Ο διότι, ἂν ὑπῆρχεν σημεῖον πτοιοῦτον ὥστε «(3):.0Ό, τατε δά εἴχαμενί 
[απ] -- ---ἵ--- ἐσαὶ ;. ὅπερ ἄτοπον, 

Ἐω τοῦ ας -ᾱ ΌεωρΏματος συμπεραίνοµεν ὅτι: ἰ) Εάν η 4(3) εἶναι ἄναλυ - 
τιμη εἰς Ένα στμεῖον Ζο, τότε ὑπάρχει µια περιοχτι |Σ- Ξο|-- ε τοιαύτη, ὥστε εἴ- 
τε ἡ 4(:)ΞΟ Έντος αὐτῆς τῶς περιοχῆς,εῖτε ἡ {(2) δὲν Ἐχει μηδενίδοντα σημεῖα ἑντός 
αὐτῆ» τῆς περιοχῆς μὲ πιδανήν Ἐξαίρεσιν αὐτὸ τοῦτο τὸ σπμεῖον Ἔο, τὸ ὁποῖον 


ὀυνατον να εἶναι μηδενἰδον σημεῖον τῆς 4 (2). 

ο «Ὑποδέτομεν Τιόπ ὅτι τὸ οπμεῖον 3ο εἶναι ἕνα σπμεῖον συσσωρεύσεως ενός ἀπει- 
ροσυνόλου ιιαὶ ὅτι ἡ ὁ(2)-0 εἲς μάθε σημεῖον 3 αυτοῦ τοῦ συνόλου. Ἰότε µαδε 
περιοχΏ τοῦ 2ο περιέχει ἕνα μηδενὶδον (ματὰ συνεπειαν αι ἄπειρα μτιδενιδοντα) 
τὴν ὁ(3) διάφορον τοῦ Ζο μαὶ αν ὦ 4 (2) εἶναι ἀναᾶυτιαπ εἰς τὸ Σο, ἔπεται Οτι 
ὑπάρχει αάαποια Περιοχτ τοῦ 2ο, ὅπου ὁ(2)ΞοΟ. 

{) Εἰδιαῶς, ξὰν ἡ ό6)Ξο εἰς μάθε σημεῖον 3 αάποιου πεδίου ’ περιβχοντος 
τὸ 7ο Ὦ εἰς μάδε στμεῖον πάποιου τόξου (γ) περιέχοντος τὸ Ζο υαὶ ξὰν τι (5) εἷ- 
ναι ἀναλυτιαΏ εἰς τὸν ἂγοιμτον δίσικον |2-2οἱ-« Το, ὅστις περιέχει τὸ ἀνωτέρω 
πεδἰον Τι τόξον, τότε τι 4(2) εἶναι ξα ταυτότητος μηδέν εἷς αὐτῶν τὸν Φισικον [2-2] Το. 


'μόπ παραθετοµεν το μάτωδι σπουδαϊῖον θεώρημα. 


θεώρτιµα σ1-5-2 Ἐάν µἰα συνάρτησις 4 (5) εἶναι ἀναΔυτιπή παντοῦ εἰς ἕνα πε- 
δίον α μαί εἶναι 4(3)Ξ0 εἰς μάθε σημεῖον 2 ἓνός ὑπό-πεφἰου ’ ή ἑνός τόξου ἔσω: 
τεριμοὺ τοῦ «τότε ἡ 4(3)-0 εἰς ιιάδε σπμεῖον τοῦ «. 

Ἀπόδειξις: ϐ ἀποδειξωμεν τὸ θεώρημα 
εἰς τὺν περίπτωσιν ὅπου 6 (3)-9 δια υάδε 
σημεῖον 2 Ενός πεφίου ας Εοωπεριιιοῦ τοῦ 
6. Ἔσιω 2. ἕνα σημεῖον τοῦ 4ο μαι ᾗ ἕνα 
σημεῖον τοῦ μὴ πεἰμενόν ομως ἐντός τοῦ 
ᾱ.. Ἐπειδη τὸ πεδἰον ἄ εἶναι συνευτιαον͵ 
ὑπάρχει µία γραμμη ς µειµενη ἔντόςτοῦ 
4 ταί ἑνώνωσατα σημεῖα ζουμσι Ζ(61.χ.1). 
Ἔστω ρ ἡ ἁπόστασις μεταξυ τῆς ζ μαὶ 
τοῦ συνόρου τοῦ ᾱ. Έστωδαν δε ὅτι τὰ ση- 
Σο Ἔ εἷ- 


μεῖα Ζοι2ι, κ. .λδο μονο 2 


πι) 


ναι διαφοχιιά σημεῖα τῆς 6 τοιαῦτα ὥστε: 
πα ο. ΙΞ Ρ (ἶκεοι,λ,.. 1) (1) 
5 - - ' µ ΄ 3 , μ - 
Ημ Όπαρξις τῶν σπµείων τῶν ἱιανοποιουντων την (1) συνάχεται εὐμοᾶως Εὰ του Θε- 


ὠρήματος τῶν Ηείπθ- Βοτθθ (0λ.θεώρτιµα 1:)- 2). Οὕτω ιικατασιμευαδοµεν τήν. 


” ἄλυσιν, πῶν ἀνοιατῶν Φίσιων Κι,οςἰ-επ-1, ὅπου Κἱ εἶναι ὁ ἀνοιατός δίσιος 
|3-3ι]«Ρ. Προφανῶς υάδε δίσιος Κι περιέχει το ἀέντρον ἆ:,ι τοῦ " ἐπομένου, δί- 
σιου Κιιι. Εἰς ἕμαστον δΐσιον Κι ἡ ό(3) Ἐχειιὼς ἵνωστον, ενα µατα Ταψθογ ἀνὰ- 
πτυγµα. 

Ἐπειδή ἐξ ὑποδέσεως ἡ 40)-0 εἰς αάθε σημεῖον τοῦ συνόλου ἄ,ΏΚο,τό ὁποῖον 
ἔχει τὸ Ζο ὁριαιον στιμεῖον, ἔπεται ὃτι µατα τὰ προπγουµενα συµπερασµατα ὅτι, αὖ- 
τη θά εἶναι µηδὲν εἰς ὁλόιδτρον τον δίσιιον Κο, τότε ὅμως Θά εἶναι μηδέν εἰς μὰ- 
θε σημεῖον τοῦ συνόλου ΚοΏκΚ, το οποῖον ἔχει τὸ σημεῖον δι ὡς ὁρισιόν σημεῖον 
μαὶ υιαχἀ συνέπειαν θά εἶναι μηδέν ἑντός τοῦ δίσιου Κι. Συνεχίδοντες τον συλλο- 
χισµόν µας 9ὰ ματαβηξωμεν ὅτι ἡ ό(2) εἶναι μηδέν εἰς τὸν Κ..ι δίσιωον καὶ ἐν - 
τεῦθεν εἶναι ωτιδέν εἲς τό σωμεῖον ἆ,Ξα. Οὕτω ἡ ό(3) ἐἶναι μηδέν εἲς οΔόιω ἃπρον 


τὸ πεδὶον ᾱ, μαδ᾽ ὃτι τὸ 2 ξᾶἡφὃδη αὑθαιρετον Ἐντὸς τοῦ πεφίου {. 


Πορισµα σ1-5-Ί. ᾿Εάν αἱ συναρτησεις ὁ (5) μαι α(5) εἶναι ἀναλυτιικαι παντοῦ εἰς 
! , Ἱ ε ἤ { 3 ε ν σα ς ! 
Ένα πεόἰον «4 ααι αἱ (3) μαὶ 4(3) ταυτίδονται εἰς µαθδε σημµεῖον ἆ ενος υποπεδι- 


πν « [ 1 ε [ -- υ 
ου «’ τοῦ {6, τότε αἱ ό(2) ιμαί Φ(2) ταυτιδονται εᾷ ολοι άτιρου ποὺ πεδιου 4. 


͵ Π « , η 5’ ᾿ { ./ 
ο Ὡς γνωστὸν Ώ τοµΏ άιΏα, ὅυο πεδίων , μαι ᾱ, εἶναι ενα πεδιον.Ἔαν Εχὼμεν 
δὺο πεδία 6, μαὶ 6, µε Μοινὰ σηµεῖα μαι 
[ 1 ς 5 ͵ -- » 
μιαν συναρτησιν (4) Τι οποια εἶναι ανα- 
3 { η 3 [ ἓ τον 
λυτιαη ἔντὸς τοῦ ᾱ, ἔνδεχεται να ὑπάρχτ 
« 4 5 ς ε τα 3 
μία συναρτησις ᾗ,(3) η οποἱα είναι ανα- 
! [ - , 
Δυτιαη Σντὸς τοῦ πεόιου ἄ, (61.1χ. 1 
2 
υαί τοιαύτο ὥστε ὁ,(3)Ξὁ, (2) δια αάθεὲ 


χεα,Ώς.,. Εὰν συμθαϊνη αὐτὸ, ιαᾶοῦ - 


μεν τὴν ὁ,(3) ἀναθυτιωὴν ἐπέωτασιν 


Σχ. 


αν 3 [ - : 
τῆς ὁ, (1) εντος τοῦ πεδἰου 4. 
ἲ [ µ , ς .ς - ͵ 9 
Το δεῦγος τα, ὁ()] ἀποτελούμενον ἀπὸ τὸ πεδἰον ὁρισμοῦ μιᾶς μονοτίµου ἄνα- 
Ἀυτιωὴς συναρτήσεως μαὶ ἀπὸ αὐτὴν ταύτην τὴν συναρτησιν ααβεῖται στοιχεῖ- 


οὐ µέ πεδἰον τό ᾱ. Δὺο στοιχεῖα (αι, ὁ, (2)1, { αν, ὁν (3)1 Όα λεχωμεν ὅτι εἶναι ἴαα 


ἔαν α,Ξα, ιαὶ ὁ,(2)Ξ ὅ, (1). 

Δυο στοιχεῖα ία., 4, (3)} μαι {α., ὁ, (2)} θὰ Άέγωμεν ὅτι εἶναι µία ματ εὐθεῖ- 
αν ἀναδυτιιή Έπεωτασις τὸ ἕνα τοῦ ἄλλου, ξάν εἰς το πεδὶον 5 Ρ,Ω Σ, Ἐχωμεν: 
ὁ, (2) « {κ (3) όια αάθε ᾳε0. 

ποδειινύεται ὅτι: Ὁσάμις ἡ ἀναᾶυτιωπ Επεωτασις ᾗ, (2) ὑπὰάρχει,αύτη εἶναι 
µονοστιµάντως ὠρισμἒνη, 

Ἐν τούτοις ἐὰν ὑπάρχη µία ἀναᾶυτιιὴ Ἐπεωτασις ὁ, (5) τῆς ἆ, (3) ἀπό τὸ πεδίον 
ᾱ, εἰς τὸ πεδίον κ τὸ ὁποῖον ᾱ. τέμνει τὸ «,, ὧς δειμνύεται εἷς τὸ ΣχΏμα 1,5εν 
εἶναι ἀναγωαῖον ν᾿ αὔπθευπ ἡ σχξοις ᾖι(2)Ξ ἡ, (3) διὰ μάθε Σε, αμ. 

Ἂς σηµειωὸΏ ὅτι, εἷς αὐτὴν την περίπτωσιν Ἠ συνάρτησις ὅπου ὀρίδεται ὑπο 
τοῦ τύπου : 

ο ὁ, (1) διὰ μάθε Σε, 


Ε(5) | ' 
Ἂνά (4) δια ἅἃαδε σε. 


- Ὡ ; 3 ῃ ο , -. ͵ , 
εἶναι ἀναλυτιαπ ἔπέωτασις ἀμφοτερων τῶν συναρτησεων ὦ,(3) αι ὅε(3) εἷς το 


πεὀίον αξαι 6.. 


Παραδείγματα: 1/ Ἄψς θεωρήσωμεν τὴν συναρτησιν, ἡ ὁποία ὁρίσεται ὑπό τής 
ὀυναμοσειρᾶς΄ . 
(το Ἐν 

πσο 
ἵμσειρα (1) συχιᾶϊνει, ἔάν, ααι µόνον άν, /Έ)ς 1. 
Ἡ όυναµοσειρά (1) εἶναι τὸ ἀνάπτυχμα ἧατα Μαςθαωτίη τῆς συναρτήσεως τ. 


ει 


09εν: 
ὁ, (3) σσ) ὅταν |] 4 

μαὶ ἡ ουνάρτησις ῥ, (2) δὲν ὁρίδεται ὑπό τῆς Φυναμοσειρᾶς, Όταν |3ἱ5:4. 

Ἀμόπ ἂς θεωρησωμεν τήν συνάρτησιν: 

λ()ττς με Φθ 1. 

ἡ ὁποία ὁρίσεται αιαὶ εἶναι ἄναδυτιικη παντοῦ ξωτὸς τοῦ στιµείου α-{ Ἐπειόη εἰς 
τὸ πεδιον |3]«1 Έχομεν ὅ, (2)56, (1) ἡ συνάρτησις δι(3) εἶναι ἡ ἀναᾶυτιαη ἔτιξ- 
μτασις τῆς (2) εἰς ὁᾷόι ἃτιρον τὸ µιγαδιιὀν ἐπίτιεδον ἔωτος τοῦ σηµείου Ζ- 


- [ { - { ' κά. ”. ῃ ' ᾽ 
Εἶναι όε 4. (2) η µοναδιατ αναᾶυτιαη ἔπειτασις τῆς ό, (3) επι πΆεον ὁε τς 


5εῦγος {ιει!, νῇ ὤ)] εἶναι ἕνα στοιχεῖον τῶς ὁ, (3). 
25/ 5 ο... τν ουναρτήσεις αἱ ὁποίαι ὀρίδονται ὑπό τῶν ὄυναμοσει-. 
ν ο απ (συ. 

ρῶν: ὁ,(1)Ξ Ὁ -πτ μαι ὁ, (0)5 » ο ροτ 


τη 
Ἐφαρμοβοντες τὸ µριτΏριον τῶν ἂόχων ἡ πρώτη σειρα συχαΛ]νει δια |α]-ς2 
(6λ. Σχ.!). Αὕτη δε εἶναι μία ΤεωμετριωΏ σει- 
ρὰ μὲ πρῶτον ὅρον τό  μαὶ λόγον Ξ/2. 
᾿Αὕττῃς δυνάµεθα νὰ εὕρωμεν τὸ ο. της 


μαὶ το οποῖον εἶναι ἡ συναρττσις ὁ, αι. αμα 


' µ µ ε - 
Ὁμοίως ἡ όευτερα σειρα, θάσει τοῦ ἰδίου ἀρι- 


τηρἰου συγιδίνει δια ο. ε]ε1«-» -ἰ/κνςδ (61. 
ΖΧ. 1). Και αυτη δε εἶναι µία γεωμετριαΏ σειρα σεν 

µε πρῶτον Ορον τον {2-ἱ μαὶ λόχον τον 2. ών Φε να ἀθροισθὴ μαι τὸ 
ἀθροισµά της εἶναι Ἡ συνάρτποις ὁ.(2)5 δε -ἷς Ἐπειδή ὁε αἱ δύο δύναμο- 


σειραἰ παριστοῦν τὴν αὐτὴν συναρτησιν εἰς -- χωρίον Ό- {21/5 «21Ω {5:12-ἱ]κνθ] 
όπλ. τὸ μοινον χωριον τὸ εὑρισαόμενον εἰς το ἔσωτεριμόν τῶν ἁύμλων |1ἱ-2 μα 


. υ ! ς | -- ς 3 . , ι - 1’ 
[ε-ἰ]«νθ, Ἐπεται οτι, ξιάστη εἶναι η αναᾶυτιαη ἕπεωτασις της αλλης. 


ν/ μ μ µ . ο ΄ ο ο) { , - υ 
8ὲ/ Ἄς θεωρπσωµεν την συναρτπσιν η ὅποια οριςεῖαι υπο του τυπου: 


ο 


δι(2) "| ο π αἱ (:) 


[ο] 
Το ολοιβπρωμα (1) ὑπάρχει, µόνον ὅταν 
ρϱ6.”» 0 ιιαὶ τὸτε ὁίόει : 
.. 
ὁ 2-3 


Ὁ τόπος ὁρισμοῦ Ὦ, τῶς ὅ, (3), μέσω τοῦ οΆοκλη- 


ρώματος (1) ὁπλ. οτόπος Ὦ65 0, δειυνύεται εἰς 


{ 


τὸ Σχ.1. Η δε συναρτησις ὁι (3)5-π εἶναι ἄναλυ- 


{ [ 
τιιδη εἰς αὐτον. 
Ἔστω πὸπ μαι ἡ συνάρτησις ὁ, 2, ἡ ὁποία ὁρίδεται µέσω τῆς γεωμετρικῆς σειρᾶς: 


4 (κι » (35), Ιαν (9). 


ε ι ͵ 3 ῃ ε . [ ' -- οί ῃ 
Η σειρα (3) συγωᾶϊνει εντος τοῦ µοναδιαιου πύμλου 7, τοῦ Έχοντος µἔντρον 


Π - ῃ ͵ { ῑ ς ͵ ῃ « / -. 
τὸ σημεῖον Ἔ--ἰ, τὸ δὲ ον της υποᾷβογίδεται ιατὰ τὰ γνωστα ιμαὶ εἶναι: 


δν (2) 5 ἵ- στὴ π-σ- ο µε [σης ή (4) 


νὰ 

Παρατηροῦμεν Λοιπόν ὅτι: δι (3) . (3) διά ιιάδε 2Ε2,Γ 3, (6λ. σχήμα το χραµ- 

µοσμιασθεν τµΏμα). Οὕτω ἡ ἆ,(5) εἶναι ἡ ἄναλυτιμτι ἔπεωτασις τὴς ὁ, (2) ἔντός 
τοῦ 2,, 

Τελος ἡ συνάρτησις Εῶ-ς (140) εἶναι η αναᾶυτιμπ ἔπέμτασις ἀμφοτέρων 

τών συναρτησεων ὁ (3) ααὶ ἆ, (2) ἐντὸς τοῦ πεδίου 1, πού εἶναι ὁᾷοιιβπρον το 


µιγαφιμον ἐπἰτιεδον ἔμτός τοῦ σηµείου 3-0. Συσχετίσατε τὸ ἀνωκέρω παρα- 


δειγμα µε τὸ Πόρισμα τπ- 4-1. 


43 "Ἔσιω τι συναρτησις ὁ(3)- δα. αγ ναδι αμ... (3) ααὶ ο μοναδιαῖος 
ὀΐσιος Ε, ὁπλ. ὁ |1| 1. Λἔχομεν δὲ ὅτι, ἡ περιφέρεια |7|-/ εἶναι ἕνα “φυσιιόν 
σύνορον, τής σειρᾶς (1), δηλ. ὅτι δὲν ὑπάρχει ἄναδυτιαη ἔπεμτασις τῆς 4 (2) ἓἲς 
ἕνα εὑρύτερον πεδίον α περιέχον τὸ Ε. Πράγματι, ξάν ὑπῆρχεν µία τοιαύτη ᾱ- 
ναλυτιαπ ἔπέιμτασις, τότε προφανώς τὸ ᾱ θά περιεῖχεν μάποιον τόξον Ψ τοῦ 
µοναδιαἰου υυιου μαί ματὰ συνεπειαν τὸ Οριον : 


ι / ΣΠΙςΑ 
τη σ(ρ κ ὅπου 2-ρ9 
πο -ο 


δά πρεπει να εἶναι πετερασμῖνον δὲ ὅλα τὰ ας γ. 

Ὡς δά δείξωµεν πατωτερω τοῦτο εἶναι ἄτοπον Ίμαὸ ὅτι, τὸ τόξον Ὑ πρέπει 
νά περιέχη σημεῖα ο3ἱα µε α ρητό ιαὶ ἕνα τοιοῦτον ὁριον δὲν εἶναι πεπερα- 
σµενο. πράγματι, ἔστω α- 4 , ὅπου ϱ4 290 εἶναι ἀμέραιοι μαὶ ἔστω Ἄφο 
παὶ ἌΞρ.2ο, ὁπου ΟκρςΊ. 

Ἡ συνάρτησις ὁ(3)- {(ρο31α) γράφεται : 


α-! 


όω-Σ. αι Σ ρἩ (3) 
Σ 


δα 


- "ς ολα. 


διότι, δια πδα ἰσχύει π"-(ρ.ο 


- ρ”' ο ληύτι! «Ἰα .. ρἩ θμὶκ -- οὰ «ρῖ) . κεζ 


Ἔστω Μ- 394 Ν, ὅπου Ν εἶναι ἕνας αὐθαίρετος δετνός ἀμέραιος, ὁτεησχέ- 


σι5 (2) γράφεται: - 
Ιόα]-[1» σσ ρσ ο . 
τα κξα αν ΞΜΦ4 
α-4 -4 
Ι42]3 | λ. ν ρ” 5- πο αι (3) 
γι τα τα Ἅτη 


τὸ πρῶτον ἄθροισμα τῆς ἀνισότητος (3) ἔχει Μ-ᾳ!”-! τὸ πΏπὃος 6ρους, ἓνῶ 


τὸ δεύτερον ἔχει 4-2 τὸ πᾶῆδος ὅρους, Ἀντιααθιστῶμεν τούς ὁρους τοῦ πρύτου 

ἀδροίσματος μέ τόν µιαρότερον πάντων ὅρον ϱ', εἰς δὲ τὸ δεύτερον ἄθροισμα 
- Γι ω [ - , νο [ ’ τν 

ἀντιιαδιστῶμεν πᾶντας τοὺς ὅρους πού εἶναι μιµρότεροι τῆς µονάδος ὑτιο τῶς 


μονάδος ιαὶ τότε Ώ ἀνισοτης (3) τίνεται; 


ν | 
4 (ο) |-- (Μ-α κ) ο” -(α!) «3 
"δω τοῦ ρ--{ τὸ δεξιὸν μεᾶος τῆς (4) τεὶνει πρὸς τὸν ἀριθμον Μ-αε]-αν15Ξ 
Μ-24392Ξ5Ν3 2. 
«Ρ ε 5 -- 1 . ᾿ ” π. ω 
Ὥστε || Ε(ροτί α)| »Μ42 (5) Ἐπειότι ὁ Ν εἶναι τυχών ἀμεραιος εατῆς (5) ἔπε- 
ται ὅτι, ἡ 6(3) διὰ τὰ σημεῖα τοῦ Ὀεωρηθέντος τοξου τῆς περιφερείας δὲν εἶναι φραγ- 
μένη. 
54/ Ἔστω ᾱ, εἶναι τὸ τιεδίον τὸ ὁριδομενον ὑπό τῶν ἄνισοτήτων: 
(Κ-ι)η (Κ11)Π 
ΕΣ «ασ -- (κΞοβ122,...) (1) 


καὶ ἔστω ὁ, (2) ἡ συνάρτησις ἡ ὁριδομένη ὑπό τοῦ τύπου! 
ὁν (1) - ἐοφ || ἰ-Θ (1) 
μ - { - ς Π ᾿ η ῃ - 
ὅπου Θκ εἶναι η τιμη τοῦ απᾷ ἱμανοποιουσα την συνὂµιτν (1). Τοτε τὰ στοιχεία 


[ας 5 ()], [αι νδο (5)] εἶναι μία κατ εὐθείαν ἀναδυτιιπ ἔπειωτασις τὸ ἕνα τοῦ ἅ]- 


ᾖου, εὰν ιιαὶ µόνον, ἐὰν τὸ ἔ Δαμθάνη μίαν τῶν τιµών Κ-,κ, κ]. 


Συμπῆπρώματα εαὶ ἀσμήσεις 
Ι. Σειραί Ται/έου 


Δείξατε ὅτι: 
ἰ) -ᾱτ γον (π1). (191) ὅταν [291] 1. 


ὦ σε τ-ακᾱ- (0 (πεὴ: (303)) ὅταν |1-ο| --ᾱ 


πτι 


! - αὉ 


1) Ψτοστη Ξ 2 -ἅπ β οταν ος |τ]ςα4 
ντο 


μ | 
Μά ἀναπτυκθοῦν εἰ5 σειρὰν Ταού αἱ ἁάτωδι συναρτήσεις μα νὰ εὗρε- 
δη Π ἀατὶς συγιᾶϊσεως τῶν ἀντιστοίχων Φυναμοσειρῶν: 


πι : 
|) οι -τ- αἱ) κ. ἰν) α.. ἀπ 
[ο] 


ο 


ο: 


- Σ 
μ) στ Άπττς 


Δειξατε ὅτι: 


ς 5 αλ . 

ἰ) ο ὃ (ε . ὅταν στίς 

() ελ οί, ν (-1) (η 2) (η) αἳ σος [π]ς1 
(134 2)3 στ Ὀ . 


ο 4 . ει - μ ' 
Μά εὑρεδοῦν οἱ τέοσαρες πρῶτοι ὅροι τοῦ ἀναπτύυηματος υατὰ Ταφ {ού εἰς το 


μας ς ’ - 13 ͵ Γ 
σηπμεῖον 3-0 ἕἔμαστης τῶν αιολουθων συναριησεων: 


| Ἱ . μαι τος Ἡ / 
ν 6 μ) πμ τίς ολα ιν) ΥσυνΣ, ὅπου νσυνο5Ί 


οκ - 3 ῃ - ε 32 [ , ς - ος 
Να αναπτυχθοῦν εἰς ὀυναμοσειραν τοῦ Ξ-! καὶ αμολουθως να ευρεθή Ἡ 


5 
) 


ἀμτὶς συγαβισεως τῶν αἀάτωδι συναρτήσεων; 


ἱ) -ξ-- .) «τς 1) 


ο τα 
Ε η 22.1295 (431)3 


Δείξατε οτι οἱ να. Ον τοῦ ἀναπτύχματος : 
μα τη σ- τα «δα πα” 


σος ! Π - ι . ν 
ἱιανοποιοῦν τὴν σχέσιν Ο,- Ομ. Ος., (ΏΞ 2). Νά εὑρεδοῦν οἱ Ον υαὶ Π 


αυτὶς συχαΛϊσεως τῆς σειρᾶς. 


Σημ: Οι ἀριθμοι 6, ααλοῦνται ἀριθμοι τοῦ Εἰβοπασοί 


ῃ ι [ 
Ἡ. Δείξατε ὃτι ἢ σειρα : 
9ο 


πἃ 
4(2)Ξ να πρετα (ὐ 

παριστᾶ µἰαν ἄἀναλυτιωήν συνἀάρτπσιν εντός τοῦ δίσαου |:7]-«{, Ααολούδως 

οὐ - 3 µ ς 3 ῃ Ὦ 
να οναπτυχθΏη εἰς σειρὰν Ταψξογ γι ανώωτερω συνάρτησις ὁ (9). 

9 
Πα ςε 4 κ πί 
ϐ. ἍΔειξατε στι όια Σάο Έχομεν: 


πμ (τὴ) ο το εν... 
54 τ 8 π πῃ 


π. Σειραὶ | αωτεπῇᾖ, 


1 ς { - ΄ - - 
9, Εἰς ἑμάστηων τῶν πάτωδι ἀσαπσέων νὰ ἀναπτυχθῇ ἡ Φὁοθεῖσα συνάρτησι5 
: - ε μ 3 η { ει - , 
εἰς σειρὰν τοῦ ἱαωτοπὶ Σιάσττι εἰς τὸν Φειινυόµενον ἕναντι αὐτῆς ὁαυτυλιον 
αμ. 


τ εἰς περιοχἡν τοῦ δοδέντος σημείου. 


: 1 , κ. 
τη εἶς την Περιοχην τῶν σημείων 3-9 μαὶ ὅΞο 


.. ! Ώ ͵ - ' ν 

ή) τα-αυκ (αθο, Κπουσιμός) εἷς την Πβριοχην τῶν σηµεἰών Ἔςο μαὶ ἃ-οο 
ελ. ἡ ᾿ μ 4 ια ι πι. ἡϱ ῃ μα. 

μι) ἄτρατο εἰ τον ὁαωτυβιον !«|1«4 η τὸν ο-/11ι]«8 Πτο πεφίον |3/}λ4 πτο| κι. 
. 1 

ν) -Ἑ λες 


ε ͵ - ͵ ον τν ; ͵ 
σας εἰς τήν περιοχΏων τοῦ σημείου 3:35 μαὶ εἰς τὸν ὁαωτυβιον 1/3 «2. 
ᾱ-2). (2 


ν) ος. εἷς τὴν περιοχην τῶν σημείων 4Ξἱ μαὶ Σ- οὐ 
. ) 
ς 2 -ᾱ4τδ 3 , ψ - ͵ 
νι) συν σης εἰς την περιοχτν του στιµειου 42. 
{ 
ως 3ἡ- ῃ , ' 
νι) ϱ' Σ εἰς τό πεδἰον ος|σ]ςο 


ας |] ο / ῃ 
να) ημἜτημ- εἰστο πεδιον Ος|έ[ου 


- - ῃ ο - τὰ, μ [ ο ε 
ο Νά εὑρεδῆ τὸ πρωτεῦον µὲἑρος τῆς σειρᾶς τοῦ ἱαωτεπὶ ειάστης τῶν αἁτωδι 


“. 


19. 


18. 


15. 


συναρττισεων εἶ5 τὸ Φειινυόµενον ἕναντι ἑαάστης σημµεῖον: 


αν 3 Ἀ ..] 
“ (192) πο.) 3) σης. (1ο- 0) ᾱ) πμπε (3ο 5τ) 

τὰ | 

ὑ) σφπἙ (3ο”-π) ν) ος Ἡ (3ο- 2Πἱ) νί) τας. (5οξἰθ, 920). 


'Μά ἀναπτυχδῆ εἰ σειρἀν τοῦ Ιαυτοηὶ Π ουνάρτησις 5ἱπῃὰ ματια τὰς Φυνα- 


µεις τοῦ Ζ -πὶ ὁια νὰ. ἀποδείξετε ὅτι: Εἶπῃ ΞίηΠὰ ας. 4 
χυπὶ πι 


π. Ἰδιαδοντα σημεῖα, 
Π ς - ε ᾗ ο ῃ ο - 1 . 
Νὰ εὑρεθδοῦν τά μεμονωμένα (διᾶδοντα οημµεῖα τὼν ν-ατωθι συναρτήσεων υα- 


δώς ιαὶ ἡ φὐσις αὐτῶν. 


! τι εί. αν ες α οι Ἡ ή ο -- 
ϱ) -σεσσᾶ ἴί) ταση πι) τσ τν 2.68 τη 
1 
. - ο εαφστ ον ο -ᾱ - 
νι) εφ νι) σφς--ᾱ- ο τα). ημας χ) ο αἰε ουνς χὶ) 2ημς (π:ᾱ- 


μέραιος. 


" : ᾿ , : ο ᾳολαι 21: απ ὁ . 
Έστω π ρπτη συναρτησις: 4(1)- ασ τε στ τθ τε σσ θα) ὅπου αἂπιά ο, 6053 Ο. προς 
ὁδιορίσατε τὰ πεπερασμένα ἰδιάδοντα σπιµεῖα αὐτῆς, ὑποδέτοντες ὅτι ὁ ἀριδμητης 
Π ΓΙ , Π ως ΄ ἤ η / ᾿ υ ς 
μαὶ ὁ παρονομαστύς δὲν ἔχουν υοινόν παράγοντα. ᾽ΑμοΔούδως δειξοτε οτι η 
4(3) ἔχει µίαν ἀἱρομένην ἀνωμαβίαν εἰς τὸ σημεῖον 2-0, εάν τηΈτι μαἱ ἕναν 


πὀᾷον τάξεως τι͵-π εἷς τὸ 2-00, αν Π πι. 


µἁ ἐξετασθή ἡ συμπεριφορά εἰς τὸ στιµεῖον 3-9 τῶν ἀμολούθδων συναρτήσεων. 


. 23 . ϱ3 ντ -ᾱ τ Γ 
ως κος ἱιἱ) ᾳα. ἵν) ---Ἐ--- 
Ἡ (111) .. “95 .. )πμε 
4 
! Ι ’ . μιας, σας ση 
ν) σφ ο νι). σφς ν) Ώμ-ς αμα νι) 


ιά) 
Σ-] 


μαὶ νὰ εὑρεθὴ τό ματάλΆτηλον χωρίον δί αὐτό τὸ ἀνάπτυγμα. (ϐ) εἲς μίαν σει- 


[ 5 ες Π ” 3 { - ψ 
μα παρασταδή Ώ συναρτησις ὅ(3)Ξ (α) εἰσ μίαν σειρὰν τοῦ Μας ξαωγίη 


ρὰν τοῦ ἱαιχεηῖ δια τό πεδἰον |32 1. 


2] 0 ον 
Άπαντ' {(α) σισα 21 (ει) (ϐ) 12 ». (μι δι 


Ύνπτ αλ. 


. 


13. | 


. [ πι Π υ ͵ . ιο 
Ὑποθετομεν ὅτι ἡ ὁ(3) Έχει ἕναν πόᾷον τάξεως τη εἰς τὸ Σο. Λειξατεδτι ᾗ 


π Π { Π ν , 
4 (3) ἔχει ἕναν πολον ταξεως τπαπ εἰς τὸ 36. 


Ἆς θεωρήσωμεν τήν Ἐμφρασιν: 
Μπ Ὁω 
ὅπου τὸ Ζ.«έοο εἶναι ἕνα μεμονωμένον ἰδιάσον σημεῖον τῶς {(5]. 
Δείξατε Οτι: 
α) Τὁ ὅριον (1) ὑπάρχει ιμαὶ εἶναι πεπερασµένον, ἐὰν τὸ σπμεῖον 2ο ἔχει 
μίαν διορθωμένην ἀνωμαλίαν. 
ϐ) Τὸ ὅριον (1) υπάρχει ιαί εἶναι ἄπειρον, ἐὰν τό Ἔο ὦναι ἕνας πόλος. 
3) Τὸ ὅριον (1) δὲν ὑπάρχει ἔάν τὸ 3ο εἶναι ἕνα οὐσιῶδες ἀνώμαᾶον σημεῖον. 
Διά τὴν περίπτωσιν ἆ-οο ἐξετάξδομεν τό ὅριον : 
ο ὁ(σ), ὅπου 1 


μαί ἔχομεν τὰ ἀντίστοιχκα συμπεράσματα. 


Ισ. Ἐπὶ τῆς ὁμαδῆς συγαδίσεως, 


ῃ / ᾗ , Ξ , - Π ς ας 
Προσδιορίσατε το χωρίον ὅπου ἑιιάστη τῶν ιάτωθι σειρῶν συγιαιᾶινει ομαβῶς. 


ο] οο 3) ορ 
᾿ συνηΣ τς (ᾱ-- 0 δΑ ή : νΏμι - 
υπ ὦὼ πε ῷ τπτ ὐ) δν 
11Ξ1 ση τισ1 1] 
Ἀπανι |) Ισ ι) α- ἴέ) Ι1ἱ3 ΗΒ ὅπου ΑΣ ἡἱν) Διά αάδε 3. 


Διά διαφορίσεως ἀμφοτεέρων τῶν μεβῶν τῆς σειρᾶς 


ο... σίκ] 
ο | 
ῃ μα ς. . ι ς 
νὰ εὑρεθβ' τὸ ἄδροισμα τής σειρᾶς ρᾷ η. 3] δια |7ἱ]«Ί. Ἐν συνεχεία να εὗρε- 
ι τισ 


δΏ τὸ ἄθροισμα τῆς σειρᾶς ὁ πΣ” διά |] 4. 


οὉ 
ηξι 


Λεἰξατε ὅτι: α) -1- Ἔλν 24-26... δια [τα] 1 | 


1432 
ϐ) Ἔάν ἑαδέξωμεν αὐτόν τὸν μΔάδον τῆς ό(ὰ)- τοξ ΕΦ τοιοῦτον, ὥστε 


Φ(ο) - ο, διά χρησιµοποιήσεως τοῦ (α) ἀποτεβέσματος δείξατε ὅτι: 


1. 


24. 


ῃ 2 ἐ - ῃ - χ “ ' 
Νά ἔξετασετε την συμπεριφορὰν τῶν μάτωδι Φυναμοσειρῶν εἰς τὸ σύνορον 
τοῦ πὐμλου συγαδᾶίσεως. 


οοϱ ο 
) Σπ ) σα τε 
πι τ τς Ί 


το 
ῃ ω ς μ 9 η ς -- ώ { Γ . 
Λειξατε Οτι Π σειρα ν 23 συγιᾶϊνει ομαδῶς εἰς παθε  ἂειστον Φδίσιιον. 


στο 


τσ] τι ἆλᾶα οὐχί εἷς τὸν ἀνοιωτὸν δίσωον |] ς 4. 


π ς - ο ͵ , 
συχιιᾶϊνει ὅμαλῶς εἰς τον αᾶειστον Φίσιον 


Δείξατε ὅτι τἱ ν. .ἳ 
εἰξατε ὅτι ἡ σειρὰ 


ΙΣ] 1 μαὶ ἀποιβίνει διὰ 3121. 


ο) ῃ ͵ , “ ( . ͵ « λ Εν - τ ῃ 
Εὖς τάς αάτωθδι σειρας νὰ εὑρεθῆ το σύνολον εἰς τὸ οποῖον αὗται ουψικλ- 
νουν ὅμα λῶὼς': 

ο- | Π -- -ητ π- Σἔοφγι --- Ώμηα 
. ν πἊ κ. . - ος τὰ . 
Ὁ σος (2Ἴηνας) . 6 αἱ) ὸ 9 νὰ... 
τση ο ηξο ηξι 

2. π -Ἡ ο τωό ῃ 

π Ἐπὶ τῆς ὁμαλης Επεμτάσεως. 


ο. ς ο 
ς ( “ .. 
5 ολ εἶναι ἡ ἀναᾶυτιωπ Επξωτασις τής όϱ) 52 τη 
στο 


Δείξατε ὅτι, ἡ ὅ, (3) Ξ ση 


δείχνοντας Ἱραφιικῶς τὰ πεδία συγωαᾶίσεως αὐτῶν τῶν σειρῶν. 


Δεἰξατε ὅτι ἡ συνάρτησις ὁ, (στ (144ἱ) εἶναι ἡ ἀναδυτιαπ ἐτέωτασις τῆς 


ῃ η ’ - ͵ - Γ ῃ ; 
συναρτἠσεως ζμ(2)ς ΣΣ (-1)”. ατὸ ἔντός τοῦ πεδίου τοῦ ἆτιστεᾶουμενου ἀπο 
σσ] 


: { Π ος . ον:, 8 : π - ' , 
«ολα τὰ σηωμεῖα τοῦ μιγαδιαοῦ Επυπὲδου ξιατός τῶν σημείων 253ἱ. 


Δείξατε ὃτι ἡ συνάρττισις ΄/1ι παριστᾶ τὴν ἀναᾶυτιιὴν ἐπέμτασιν τῆς συναρ- 


οο 
τήσεως τῆς ὁριδομένης ὑπό τῆς σειρᾶς 2 (π41).(211)1 (111), ἔνιός τοῦ 


πι-ο 


- ΄ μ ος ας - ῃ . 
πεδίου τοῦ ἀποτελουμένου ἀπό πάντα τα σημεῖα. τοῦ μιχαδιιοῦ ἐπιπἑ σου ἕ- 


τιτὸς τοῦ 2-40. 


{ π Π -τ 1 ὃ / . , 
28. Δείξατε ὅτι ἡ συνάρτησις εἶναι ἀναδυτικπ ἔπέειωτασις τῆς συναρτήησεως 


σεν 

σο 

όσ)- | ο” ημέαἑ ἐντός τοῦ πεδίου τοῦ ἀποτελουμένου ἀπό πάντα τὰ σπιμεῖα, 
ο 


τοῦ μιγαδιμοῦ ἐπιπέδου Εωτός τῶν ἜΞκἰ. 


2. Ἐαὰν , υαὶ «, εἶναι οἱ δίσιοι || 1 ιιαὶ |2-2]«{ ἀντιστοϊκως μαὶ ἔστω 


ϱ0 οο 
ό α)5λ-ἳ . ἆν (λτίπα ὁὸ (- ο. 


τιξη ππα 
Δείξατε ὅτι τὰ στοιχεῖα {α,, ᾧ,(3)}] αίὶ {ᾳ,, ὁι (3) } εἶναι ἀναδυτιική ἐπέκτα- 


σι» τὸ ἕνα τοῦ ἄλλου. 


30. Δείέατε ὅτι αἱ συναρτησεις αἱ οριξόµεναι ὑπὸ τῶν σειρῶν ϕῃ(1)Ξ19απγα 9 -- 


᾿ -- (1α)ἆ (14 α) 2” 
ναι ᾖ, (1)Ξ πε -- τσ πες - 


µία τῆς ὀβλης. 


κ } . ! απο .. 
ἓνν εἶναι ΏὮ ἀναᾶυτιωατ επειτασις Ὢ 


8. ἠΔείξατε ὅτι ἡ όυναμοσειρα ὁ(3)Ξ Σ 1") παριστᾶ μίαν ἀναᾶυτιμήν συνἀρτησιν 
στ] 
ἐντός τοῦ ἀνοιμτοῦ αὐύιμᾶου |π]«1 μαὶ ὅτι ἔχει τήν περιφέρειαν /3|Ξ! ὡς ἕνα 
φυσιιὸν σὐνορον. 
:γπόδ: Χρησιμοποιήσατε τὴν ταυτότητα ὁ (1) «τν ἁάγ-... «Ἡ ν (5) ααὶ ἐν συνε- 
χεία δεἰξατε Οτι διὰ μάθε σημεῖον τῆς μορφῆς 1. ντ (Κ: φυσιµός ἀριδμός) 


ἡ ὁ(ἵη)----οο μαθώς το {--»{ (ος ξ «1). 


3). (Άρχι τοῦ Κατοπτρισμοῦ τοῦ 5οηατ{κ). 
«σοθξτομεν ὅτι Ἡ Ε, (2) εἶναι ἀναλυτιαη εἰς τὸ χωρὶον 


(βλ.Σχ.1) ιιαὶ ὅτι ἡ Ει(2) ἀαμθάνει πραχματιαἁστιµας 
ἐπὶ τοῦ τµΏματος ΛΜΝ τοῦ πραχματιιοῦ ἄξονος, Έσιω 


. . - ΄ ͵ . « ’ - 
6, το συμµετριιον τοῦ χωρίου ᾱ, ὡς πρὸστον ἀξονατῶν κ 


υαὶ ἔστω Ε,.(1) ἡ ἀναβυτιωπ ἔπευτασι5 Ε(2) επἰ τοῦ 6, 
Δείδατε οτι ὃᾳ Έχωμεν: Ε{5)- ει). 


Ἀπιόδειξις: Προφανῶς ἐπί τοῦ πραχματιιοῦ ἄξονος τῶν χ ὃα ἔχωμεν: 
πσ-πα)Ξ ΕΟ)- ΕΣ). 
Συμφώνως πρὸς τὸ πὀρισμα Τ1-5-! ἀριεῖ ν ἀποδεϊξωμεν ὅτι η συναρτησις Ε(5)Ξ Ε, (3) 
εἶναι αναβυτιωη εἰσ τὸ πεδίον ϱ.. 

ὙἜσω Ε)-ι ση) νυν). Επειδη αὗτπ εἶναι ἀναλυτιιπ εἶς τὸ πεδίον , θὰ Ισχὺ- 


ς - - . ». 
συν αι συνόηµαι τῶν ΟαµςΠή- Εἰθήπαηη Ώτοι: 


ὅπου αὐται αἱ µεριιαί παράγωχοι εἶναι συνεχεῖς. 
Ἔστω Πηόω Ε(Σ)Ξ.Ε (κ-ίυ)πω (αφ) νίυ (αν), τοτε θὰ ἔχωμεν: 
ευ αν)-ιυανν) ϐ) 


ι -- ο τα ο) , . , [ } οε Ε οὲ , 
Δια να εἶναι τ Ε(4) αναάυτιιάγι εἰστο χωριον α., ἄρωει να Σχωμεν όα η 20. 


δι ὃ(-υ) ὃς , ὃςυ) 
ὃχ ος “αἰδόωτος 3. 
Αἱ σχέσεις (3) εἶναι ὅμως ἰσοόύναμοι πρὸς τὰς (1), Επειδα τῷ -δδ-, 


ὃς . ὂαµ ὃν). ου 


σα) ὂδὺ’ ὃκ δα 


“οδεν Έχομεν τὸ ὄητουμενον ἀποτεβεσμα. 


{ . ῃ - 3 - - -- 4 
Παρατηρησις: Τὸ ἀνωτερωῳ συμπέρασμα της αρχης τοῦ Κατοπτρισμµού δυ- 
ναται νὰ ἔπειταδη ιιαὶ εἶς την περίπτωσιν ὅπου ἀντὶ ενὸς εὐθυχγραμμου Ὅμη- 


µατος ΛΜΝ ἔχομεν μίαν μαμπύλπν χραμμην. 


υ ῳ ο , ς , τι , πν “ ω - η" 2 
8 Δείξατε ὅτι, ἡ συνάρτησις ἡ οριΣσοµενη υπο τοῦ τύπου πω-] ἔσ' "αἲ εἶναι α- 


ναλυτιιάγι 50 ὅβα τα σπιμεῖα Σ διὰ τὰ ὁποῖα Έκομεν 565” Ο. Αιοβούθως εὐ- 
ρατε µίαν συνάρτησιν η οποία εἶναι ἀναδυτιι ή ἔπέωτασις τῆς Ε/(3) εἰς τὸ 


χωρίον νφα-ςο, 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΥΠΙ 


«ΠΕΡΙ ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΩΗ ΥΠΟΛΟΙΠΩΠΗ 
(8ΕδΙΡΙΕΞΘ) 


6 1. ΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΗ ΥΠΟΛΟΙΠΟΗΝ ΜΙΑΣ ΑΝΑΛΥΤΙΚΗΣ ΣΝΜΑΡΤΗΣΕΩΣ ΕΙσΣ ΕΗΑ ΜΕΜΟ- 
ἓσ ὈλΛΟΚΛΗΣΩΤΙΚΟΗ ΥΠΟΛΟΙΠΟΗ ΜΙΑΣ ΑΝΑΛΥΤΙΚΗΣ ΣΥΗΑΡΤΗΣΕΩΣ ΕΙΣ ΕΗΑ ΜΕΜΟ: 
ΝΩΜΕΜΟΗ ΙΔΙΑΖΟΗ ΣΗΜΕΙΟΗ ΑΥΤΗΣ. 


᾿Ἔσιω Ζο ἕνα μεμονωμενον ἰδιαδον οπμεῖον μιᾶς μµονοτίµου ἀναλυτιιῆς συναρ- 
͵ .) ε» 3 , Ξ- - ἤ ς , ι 
τησεως ὁ (3). Εις µίαν περιοχην αὐτοῦ τοῦ σημείου, ὧΣ νωστον, ἡ 4(3) Φύναται 


3 - . ' - { 
ν ἀναπτυχθῆ εἰς μίαν σειρὰν τοῦ ἰαυτοπί, ἧτοι: 


ας ας, (εί) ω 
η .-σο 
ὅπου σα "απ ' | ο. (2) 


ιο 
Π - Π - . { Π η . . Π 6 
μαι ς εἶναι µία ἁπᾶτι μᾶειστγι ιαμπύὺᾶπ διαγραφοµενη ματὰ τν Όετιμην φορᾶν τοι- 
Π ῃ κ. Γι αι 3 .- Π .) .Εο μ ευ) / 
αυττι ὡὦστε η 4 (7) να εἶναι ἀναθυτιαπι επ αὖττις καὶ εἰς το εσωτεριιἀον της ευτος 


ἀπὸ τὸ σημεῖον 3... Ἔμ τοῦ τύπου (2) διὰ π--ὶ ἄαμθάνομεν : 


ο τη, τής (ᾳ) ἆ] (3) 


ος 


Ορισμός σπ-1-{. καζοῦμεν ὁδοιμζγπιρωτιιιὸν ὑπό Ίοιπον (βοσιά ις) τὴς ἀναθβυτι- 
κῆς συμαρτήσεαις 4(3) εἰς ἕνα µεμονωμένον ἐδιάσον σημεῖον ἄο αὐτῆς, τόν µει- 
Ζαδιιιὸν ἀρ/θμόν ὅστις ἰσοῦται πρός τὴν τιμην τοῦ ὁδοιμἈπρώμιστος η; Ρα αἩ, 


θρωρουμᾶνη μάδε ιθειστή μαμπύῶη ο ἐπί τῆς ὁποίας χίνεται ἡ ὁδοικλήρωσις 
ὅτι ἀαγράφεααι ατα οὖν δεεικήν φοσράν καί ὅτι αὕτη κεῖται εἰς τὸ Πεδίον ὅπου τὶ 
4(Ε) εἶναι ἀναζυτ/ιη τιαί περ) ἐχουσα ἕνα µοναΦειον ἐδιάδου σηµεῖον Σο τῶς /(Σ). 

Το οᾷοι Ἀπρωτιιιον ὑπόᾶοιπον τὴς ϱ (5) εἰς τὸ μεμονωμενον ἰδιαδον σημεῖον ο αὐτῆς 
δἀ το συμθοᾶϊδωμε οὗτω: Ἆε5 Φ (2). 

Εἶναι Δοιπὸν :: ο "πα 0947 (4). 


ντ 
σ 


Εἶγαι προφανές ὅτι, ξὰν τὸ σημεῖον ἆο εἶναι ἕνα ὁμαᾶόν στιμεῖον Τ Ἡ {(3) ἔχτι µί- 
αν αἱρομένην ἂνωμα ἂίαν εἰς τὸ Ζς, τότε τὸ ὁλοιΏηρωτιιὸν ὑπόδοιπον τῆς ό(ῇ) εἰ 
τὸ 2-2, εἶναι μτδὲν. | 

Π .΄ 4 ) ' . ς ; ε ͵ - . Π ' 

Δια νὰ υποβοχίσωμεν το οᾷοιβπρωτιωον υποῆοιπον τῆς ὁ(1) εἶς τὸ μεμονωμένον 


ἰδιάδον σημεῖον 37ο, ο. να ἐφαρμόσωμεν τὸν τύπον (3), πτοι: 


ξεςὁ (3) Ξ τπτ μῳ αἅ]Ξ-ς.ι (5) 


..ᾳ 


ς 
πι) 


ς ” - μ ' ο 3 [ ν 
Όδεν, Ὁ συντεᾷεστής Έ., τὴς σειρᾶς τοῦ Ιαωτεπὶ τῆς (3) εἰς μίαν περιοχἠν 
τοῦ µεµονωµενου ἰδιάδοντος σηµεὶἰου 2-4ο αὐτῆς Ίσοῦται πρός τὸ ὁᾷομᾶτρωτι- 
ε { ͵ - ͵ ; ν - 
μον υπόᾷοιπον τῆς συναρτησεως ταύτης εἰς τὸ Ἐν Δόγω σημεῖον. 


Διάφοροι περιπτώσεις; 
1. Ἐὰν τὸ σημεῖον 2535 εἶναι ἕνας πόλος τῆς ό(3) π- τάξεως, τοτε θά Έχωμεν : 
η 
4(3)5 (2-50): 9 (2) 
ὅπου το στιεῖον Ζο εἶναι ομαᾶον τῆς 42). 


Π , ς , 
ο ώώς, προς τὀν ὀρισμον ἔχομεν: 


ο. τα ναι" στ] τος - τπτ 9 (ἃ) (3) 


Εἶναι ὅμως, 4 (3) Ξό(3). (3-39) υαὶ 0 - αντ [ὁᾶ-το) ] 
--Ὁ --- ς 

Συνεπῶς 4 (5 - ἰπι -ρσα [η) (1-59) ] (1) 

ια τῶν (1) ααὶ (1) πεΔιιῶς ἂαμθβανομεν: 


Ρος {(2) - τη αν. ο. - α-ᾱ .. ό]. 


ἆτξο -δο (π- 1)! σσ] 


Ὅθδεν,τὸ οβοιμάπρωτιικόν ὑποᾶοιπον τῆς ὁ(2) εἷς Έναν πὸᾶον 3-3ο, Ώ- τάξεως δι δι- 


δεται ὑπὸ του τάτωδι τύπου: 


βος 63) "τπητ στ : εἴσῃ α {1-21} (3) 


αάσπὶ 


Ἱ. Εάν τὸ σηµεῖον Ἐ-ξο εἶναι ἕνας ἁπλοῦς πόλος τῆς ό (5), τοτε δα Έχωμεν: 
-4 
«(6)-οιι: (1-20) ν Οσοι. (1- Σο) «ον (1-29). 
Ποβδαπβασιάδοντες ἄμφοτερα τὰ μεᾶη τοῦ ἀνωτέρω ἀναπτύγματος ἐπὶ (- . 
ναὶ ἓν συνεχεία Δαμθάνοντες τα ὅρια αὐτοῦ, τοῦ 3--3ο, εὑρίσαομεν: 
θἰτη (3-49) Φ()Ξ ς., Ξ Εθ56 (3) 
Σ» 7ο εξδο 
{ ω κ - ͵ τμ ( - { . ς 
“0δεν, ὅταν τὸ σημεῖον Ἐ- ο εἶναι ἕνας ἁπᾶᾷοῦς ποᾷᾶος τῆς (3) τοτε το οᾷο- 


{ ς ' ! “ 5. - .) 
υἈπρωτιιόν ὑποὂοιπον ταύτης εἰς το σπμµεῖον Ζ5Ξ2ο δίδεται ὑτιὸ τοῦ τυπου. 


ζρβες ό(3) - Επι (1-55). ὁ 6) (4). 


ασᾶς 


ο « ς ο Π η - { ι -- 
Π. Εαν ὑτιοθεσωμεν Οτι Ὢ ὁ(3) εἰς µίαν περιοκτν τοῦ σηµειου ἆς παρίσταται υπο 


ἳ 4 . Π ῃ χι 
μορφύν ἆογου δὺο ἀναλυτιιῶν συναρτήσεων, Ότοι ἂν : 


(2) εί 
ὁ (1) -Ξ ο . Όπου Φ(3ο)Ξ0ο 


μαὶ τὸ σημεῖον ὰς εἶναι ἕνας μηδενἰδων πρώτης τάξεως τῆς ψ (Έ),τοτε θά Έχωμεν: 
ψ(Ἁ)Ξ (3-39) Ψ΄(9)» (2-29) ο εν ὅπου ψ (0) φο. 


. ν , , - ; .) ο, κ Π 
Ἐν τῆς Ἡ περιπιῴσεως ἔπεται, ὅτι τὸ Ζο εἶναι ἁπᾶός ποῄος τῆς 6ό(3) μαι ὧς Εμ τουτου 


ὃᾳ εχωμεν: 
τρ πμ ο πως Φ(3) ο Φ(19) 
ἅρςἡ(1) 5 Εἶπι (1:39) τσ φ(σωνᾷ Σο} τοῦ επεσι ο ην ἄπο. Ψπων ψτε) 


Ὅδεν, ἐὰν πο ἡ ψ(3) ἔχπ τὸ ἆ-ᾷο ο ον πρώτης ταξε- 


λε 
ὡς,τοτε θὰ εχώμεν: 


ρες 6 σ) --ᾱ 39. (9) 


.. (39) 


π. Ἔστω ὦ {6(3) ἔχει τὸ σημεῖον Ἔ- ω ἕνα μεμονωμένον ἰδιάδον σημεῖον. Ίοτε 
ειτὸς ἑνός πὐύιλου μὲ ἀρμούντως µεχάδη ἀωτῖνα Ἐκοντος Ίάέντρον τὴν ἀρκην 
τῶν ἀξόνων, Ἠ συνάρτησις εἶναι ἀναάυτιωτι. Εάν ο εἶναι ἕνας τοιοῦτος μύλιλος, 
τοτε τὸ οᾷοιδήρωμα : 


πό), 


5! - [ [ . ' 3 Π ι [ 
οπου «ο. παριστᾶ τον πυωᾷον ο αρ να μἃατα την αρνητ!αην φοραν, 


1 


εἶναι ἀνεξαρτττον τῆς ἀιτῖνος του πυιιᾶου καὶ ααδβεῖται ὁδοιΆηρωτεικόν 


ὑπόβοιπον τῆς 4(3) εἷς τὸ μεμονωμένον ἰδιάδον σημεῖον αὐτῆς Ζ-α0. 


-ἴθ « . 
θέτοντες 4-Ε.6, ὅπου β εἶναι ᾗ αμτὶς τοῦ υὑιιᾶσυ ο υαὶ μαβοῦντες πρ 


Θὰ Εἔχωμεν: 
ῃ 1ῃ 
μεσω | ας) ν καν κ. προ ον 
1η 
ο ! ἀτοῖθ) 4 
πο ααὶ κ σεν: τπτ σρη ον [ες) πι 
ο ο 


ὅπου 6 παριστᾶ ἕναν ὐιωᾶον μένος τ, περιξ τῆς ἀρχῆς, διαγραφομενον ατα 
τήν Θετιαην φοράν. 
Ὅδεν, το βεςό (3) εἶναι ἀντίθετον τοῦ κος τπτ - ὄ σὺ εἰς τὴν ἀρχήν, ττοι 


µας ὐ(3) Ξ-Ρθ9 ὦ (1) (6) 


ῄα ἵγματα, {38/ ος 
ἱ τας οι . -- - 
σηµεῖα τὰ Σ«γτ-α ο (κτοἈ1....η-1) μαὶ πάντα αὐτὰ τὰ σωμεῖα εἶναι ᾱ- 


πβοὶ πὀᾷοι. Συμφώνως προς τὸν τύπον (5 ) δὰ Ἐχωμεν: 


᾿ : 4 -- κ 
βοσόα)--- ἐκ} ἐκ ο ο -ᾱ ; διοτι ἆνΞΊ. 
αμ μα ο ἡ 


[ ἐξ ς [ [ ’ ͵ Π 3 ι 
38/ Ἔστω ἡ συνάρτησις ό(1)-ες-, ἡ ὁποία ἔχει ἕναν πὀᾷον 3 -τάξεως εἷς το 
σημεῖον Ξ-0. Συμφώνως ον τὸν λό: (3).Θά ἔχωμεν: 


11 «αν 4 ο 
βεσό (3) --π θίπη --ᾱ στι [6 Γ-ατ ο ασα- )Ξσ 46 Ξ 2. 


α-νο 


89/ Ἔστω η συνἀρτησις έῶσσος :Ἡ ὁποία ἔχει ἁπᾶοὺς πὸᾶους τὰ σημεῖα -34ἱ.. 


Συμφώνως πρός τὸν τύτιον (4) δὰ ἓ Εεχώμεν: 


μὴ ντ ρα 31. Στ 
βοσό (3) - εὗπῃ {6-9 ἔενα } εν απ ος σος 
» ς : { υ ο, [ ῇ ι α ν 
45 ᾿Εστω π συναρτησις ὁα)σπττευτ : Αυτη εχει ἰόιαδοντα τα στιμµεῖα αΞ 3, 


ἀμφότερα πόᾶους π- ταξεως. 


Συμφώνως πρός τὀν τύπον (3), δὰ Έχωμεν: 


ο) 


ο μα ών ο. ο --- ! 
δρ5όϐ) ΠΚΠΓΩΗ τῇ άν [α-η”' σσ] στ σ-η! εἶπη ἆπττ [ζεις | 


ο. η (Πμ1)-. πλ), 41. - [κο (Ύῃ-2)1 κε ι- σπα): 
στ ση-Ώτ (9 ἱ )1η-Ί ο [(η-!)) [(π-ι)) ]τ σῦστ ἡ- ποπ: 1)! στα 
5 Ἔστω ἡ συνάρτησις δ(1)-- πρ «τὴ οποία Έχει τὰ σηµεία 2, -Κη,κςεο/α2, . ᾱ- 


πΔοὺς ποᾷᾶους. Συμφώνως πρὀς τὸν τὺπον (5),Θα ἔχωμεν: 


.. μμ ο... 
ος Ἔμτ] Ξ δα δυντη - (- 9, Κ-οφ! ος. 
Σ5ὰι 
1 ῃ ' ος Ἄ Π - πα ᾽ 
64/ Ἔστω η συνάρτησις όἁ(1)Ξ 6 '. γὶ ὁποία ἔχει το σημεῖου 5-0 οὐσιῶδες ᾱ- 


νώμαᾷον. Εἶναι δὲ; 
ἳ 


ο. 
στατ σας ἲ 


ϱ- -1-ὃ «τας 


ὍὋδεν  βοςό(ᾳ)Ξ- 4. 
2-0 


62. ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΩΗ ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΩΗ ΥΠΟΛΟΙΠΩΝ 
θεώρημα 51-2-1. Ἐάν ἡ συνάρτησις ὁ(3) εἶναι ἀναδυτιατ ἑντός μαὶ ἐπιμιᾶς 
τμηματιιῶς Δεὶίὰς ιμαὶ αδειστὴς Ἱπαμπυᾶτης ο ἑατός τῶν μεμονωμένων ἰδιαδον- 


Π μα ως { ι 
Ὅπων σημείων Ζι ᾱ,,... Ζη πειμµέενων Εντός τῆς 6, τοτε Όα εχωµεν: 


{δρ Ξγπὶ : βρσή ο. 


᾽ { π [ ΄ . 
µΑπόδειξις: Οπωκόειινύεται ααὶ εἰς τὸ 2χ.{; Εστωσαν Ἔμξι,...,ᾶν τα µεμονα)- 
3 { - ὣ ῃ / - 
μένα ἰδιαδοντα σηµεῖα τῆς ὁ (3) μείμενα Ἐντός τῆς 
[ η , 2, . 
ο ααὶ Ὑι, ἔευ-- η Είναι υμυμδοι εχοντες Ίεντρα 
. { - . ν ΐ ε 
τὰ ἓν ἂότω σωμεῖα ἀντιστοϊκως ααὶ ἔχοντες Στισης 
- { , ς τ 1 Ν 
ἀντῖνας τοιαυτας ὥστε οὗτοι να μὴν τεµνουν τήν ἁα- 
! « [ 4 ᾿ ͵ 
μπυᾶην Ο ναι να µην τεµνωνται µεταξυ τὠν. 
{ ς υ 
Αἱ υαμπυᾶαι ο εαί Ὑ., Ὕι,..., ἕκ διαγράφονται μα: 


τα την θετιαην Φοραν. 


Ὡς Ἠνωστόν(ϐλ. θεωρ.1-2- 2)9α ἔχωμεν: 
ο. ο. μῶάξ (1) Σχ.1. 


κ.ι 
κ 


ἐ α« { ; ͵ µ . ι - 
Ὕποθετομεν ὅτι, το ἀνάπτυγμα ματὰ Ιαιαπτρητὶ τῆς {(3) πὲριξ τοῦ σημείου 2ι 
δίδεται ὑπὸ τοῦ τυπου: 


4). σον (σ-͵) (κξθλ,..., Νλ (1) 


γιτ-σοο 
ς ο ω ο ' έ .ς -- ' 
ΟΛομᾶηροῦντες Ορον πρός ὅρον τήν σειρὰν (2) ἅατα µΠιος τῆς ααμπυλης 
ι ίω -- ' - 
δε η δὲ ὁλοιαήτριωσι5 τιατα Όρους εἶναι δυνατη ἘπειόΏ Ἡ σειρα συχαᾶινει ὁμαλῶς 


3 [ - Π ᾿ ’ 
επι τη» περιφερειας τε, Επιτυγχανοµεν : 


ο. ο. ών. (1 -σι)' ᾖ4ς - ” . (2-5ο) αξ 


να, (ες οσα τς, ασ)». 
πξτορ 
1 
ή ῥῶ4ετ ὁ τη ολ ϐ) 
ητ-αυ 5 

ὅπου πι, εἶναι ὼ ἀμτὶς τῆς περιφερείας κ 

τη 2Π, εὰν ΏηΞ-/ 

Αάδα : [ οἶ(μὴθ θ- ΄΄ . 
ο ο, έαν πἙπ-4ή 


“ 4 { : ι 
08εν ἡ ἴσοτης (3) τίνεται! 


πο. οπίσςι (Κςιλ... Β) (4) 
ἕκ ' . 


Τεᾷο5, Δοχω τῶν (1) ιιαὶ (4), Δαμθάνομεν: 


ρω ο ) ππιοώ «ΟΠί ο. -οπί ». ρρ5 ω 


και ἆΣκ 


3ἱ 
0 η κι . οἳἳ τ ο. ... 
Εφαρμογπ]».Νά υποβογισθη το --ῃ | ο σσατο µατα µμΠιος τοῦ πυμλου 
6 µε Ἐξἰσωσιν |3|ἱ-5 ς 

Ἡ εὲ 

λυσιΣ:; Ἡ οβομᾶπρωτεα ουνάρτησις 41) Ξ ος τον ἔχειτο σηιμεῖον 


Ἔ-ο ποᾷον 2-τάξεως μαὶ τὰ σημεῖα ἕ--τὶ ἁπλούυς πὀᾶους-- ταῦτα εἶναι 


ρίδαι της ἃ 3Ε73425-0, Απαντες οἱ ποᾶοι µεϊῖνται Εντός τοῦ αὐιιβου [1-3 Είναι δε: 


Κος {(2)-ττ τ ἔιπῃ -ᾱς ἀ ο ] -θἶπι «05::2332)(εε)- ο" ω5. 2) 


Γι. 
ᾱ- [5 Ἔτατ σσ) πο εσσεττάνες 


ἐ-τ 
2 


(μέ εω)ε 
-- --- οἱ ορ ϱἩ ἳ δ1η-Ί ο κοιν - 
ματ) σι {[ε σι )] ΤΕΣΣΣΤΣΛΙΝ επι ο τ ἡίπι, εστι "6μῦ. 1ἱ ο 
ζὶ αυ 
| | ϱ Θ 
τς Μι δ., μμ -µυρρρρρρ--.-. ---- 
κα ο στοως 


Αύ ἐφαρμοτῆς τοῦ ἀνωτερω Όεωρηματος Δαμθάνομεν: 


αἲ 
ϐ'' ἆπ αν : κ αν νε « ' 
ατσττλαι) ΣΠ: (αΌροισμα τῶν ὁᾷοιᾶ. υπολοίπων) 
11/53 (εἰ) Ἐ (-ν)ε 
ο απ ᾗἐ-ὶ Θ καὶ -πωσα 
- ΤπΠι. ο... .. νι ο Ζ 


1 


απί. α, κ-σ- 6 συνὲ ] -(1-/)πίκ ο” π.ὶ συντ. 
(βλ. 6υνέχεια 38 ἐφαρµο/ῃ 68λ.291). 
5 8. ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΩΡΙΣΜΕΗΩΝ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜ ΑΤΩΝ ΜΕ ΤΗΒ ΒΟΗΘΕΙΑΗ ΤΟΗ ΟΛΟ- 


ΚΛΗΡΩΤΙΚΩΗ ΥΠΟΛΟΙΠΩΗ. 

(Η ἀναπτυχδεῖσα θεωρία τῶν ὁβοιζτιρωτιιῶν ὑποβοίπων εἰς τὰς δὺο προητουμἒ- 
νας παραγράφους εὑρίσμει Φααφόρους ἔφαρμογας οὐχὶ µονον εἷς τὸν ὑποβοχι- 
σµον τῶν οᾷοι ἀπρωμάτων μιάς συναρτήσεως μιᾶς μιγαδιαῆς μεταθἠητῆς ἆλ- 
λὰ καὶ εἷς τὸν ὑποᾶογχισμόν διαφόρων ὡρισμένων ὁδοιιδηρωμάτων μιᾶς συναρ- 
τπσεως µιᾶς πραγμµατιικῆς μεταθδητῆς, ἈΑριεῖ ες ἔμάστην περίπτωσιν ὑπολο- 
γισμοῦ ὠρισμένου οδομδηρώματος μιᾶς πραγματιμῆς ουναρτησεως Εμτός ἀπο 
τών ματαλᾶτιλον ἔιιῆογην τῆς µιταδικῆς συναρτησεως 4 (2) να Ἐπιτυγχάνομεν 
μαὶ μίαν ματὰᾶᾶπλον ἔιμδογην τῶς ααμπὺᾶπςᾳ ἐπὶ τῆς ὁποίας πρὀιειται να 
ιιάμνωμεν τὴν ὁδομλθρωσιν. Πρός τοὺτοις ταξινομοῦμεν τὰ οβσιᾶπρωματα 
πού προτιθεµεθα να ὑποβογίσωμεν εἰς τὰς πάτώδι κατηγορἱας: 

τῃ 

ο ὉΔοιληρώματα τῆς µορφης: { Κ (συνθ,ημθ) ἀθ. 

ο 


υ] ο) -- . « ͵ ἑ «κ 1 
Εστω οτι 5ητοῦμεν να ὑποᾷογισώμεν το οᾷομᾶτπρωμα : 
Ξ 1η 


κ | κ(συνθαµθ)άθ (1) 


ο - ' ' . 
Όπου Ε εἶναι ρπτΏ συναρτησις τῶν συνθ, τμµθ. 


ἳ ᾽ ς ῃ . ε ς ' - » 
Ὁλοιβηρώματα τοὔτύπου (1) δύνανται νὰ ἀναχθοῦν εἰς οἈοιβηρχύματα μιᾶς ἀνα- 
Λυτιιῆς ουναρτἠσεως μιᾶς μιχαδικῆς µεταθήητης αατὰ µῆιος μιᾶς ιᾶειστῆς μα- 


͵ η , Π 2 μ -- -- ς / ὼ . 
µπυβης, Προς τουτοις μαμνοµεν αἀᾶαγτν τῃς μεταθᾶπτΏης οἈοιάβπρωσεως εἰσα- 


γοντες τὴν μιχαδιιἠν μεταθβητὴν ᾱ, τις συνόξεται μετὰ τῆς ϐ ὑπό τῆς σχέ- 


ἱ ς , [ 
σεως 3- οἱ, ὁπότε δὲ ἔχώμεν: 


4 ασ ο. ἰθ, ο-ίθὶ  { κα ' ... .... 
ἀθ--- παν συνθ- ο (ο «θ )5 Ξ (5 ) αι ημθςξ σῖ (2 σ)» ὅπου ο-δς2Π. 
Τότε ἡ µιπαόιαη μεταβᾶηπτΏη 3 υινεῖται Επὶ τῆς περιφερείας |3|54 ιαὶ Μνατα 
την ΘετιαΏν φορὰν. θὑτω το ὁδοιᾶδήρωμα (1) μετασκημµατἰδεται εἷς τὸ πἁτωδι 
οἀσαᾶηρωμα : 
ανα. ο, πο ος. 
κανε, λ.) 0) 
ισι 

Οὕτω, εἰς τὸ ὁοἈοιλδηρωμα (2) ἡ ὁδοιᾶτιρωτέα συνάρτησις θὰ εἶναι προ- 

φαινῶς µία ρητή συναρτησις τῆς μορφΏῶς: 


- σθαιξδν.. κ απἝὮ 
Φ(2) 6ο 6, Σγ:-:4 Θτη λη (3) 


ς 4 σὲ 9 ' 3 : - [ - ὃὁ { 

Ἡ συνάρτησις (38) είναι ἀναβυτιαω Έντος τοῦ ἁπυμβου |3|Ξ4 παντοῦ, εατός Φυ- 
οιµὰ ἀπὸ ἕνα πεπεραθμένον ἀριθριόν ἴδια δόντων σημείων Ξκ, ὅπου ο Κ-τη, 
τὰ οποῖα εἶναι µηΦφενίδοντες τοῦ παρονομαστοῦὺ τὴς (8). Ἂν καᾶβέσιωμεν Ντο 
πλήθος τῶν µηδενιζόντων σημεὶὼν τοῦ παρονομαστοῦ,τότε ΝΞἘτη. 

᾿Εφαρμόδοντες τὸ θεώρημα. τῶν ολοιμᾶπρωτιιιῶν υποβοίπιων Δαμθάνομεν: 
ΝΔ 
Ἱςαπί ὸ Κρς ο (5) (4) 
κι ἔτεκ 


᾽ - - 1 μ Π ι ς Ὡς Ἡ 
Ἴα σηµεῖα Ἔι εἶνάι ποᾶοι τῆς συναρτήσεως ϱ (2). ᾿Εὰν ο ποῖος 3. εἶναι αι” 


τάξεως, τοτε δὰ ἔχωμεν ὧς τνώστον : 


Η | αι! , 
Τ-οπὶ νὰ ταστι αμ] να [(α-τι) Φ (2)] (5) 


ασ 
, 


/ Παράδειγμα: Ἠὰ ὑποβοχισθῆ τὸ ὁΔοιιᾶρωμα: 


1η κ ι 
ο άσεος, . 4θ 
ως εκ - .. ττασυνδ » [αἱ 1. | 
ᾖ | 
Λὺσις: θετοµεν 2:-56'-, ὅτε Δαμθάνομεν᾿ 
-- | 4ξ αἱ ἆ 
κε στη .5 ) να στ αμ τένα 
12/51 πιξι 


ο. , : ( [ -- 1 4 .». ς - αφ. . , 
Οἱ μηδενίδοντες τὸν παρονοµασττν εἶναι ὰ,,--ᾱ 3 γατ -4, οἵ οποῖοι είναι ἰόια- 


μυ τη ῃ ο - ῷ «ιο μας ς Ὀ Π 
οντα στιµεῖα τῆς οὐοιιδηρωτέας ουναρτησεως ό(3) πώ ετοσις -ΤαΌια εἶναι πολοι 


πρώτης τάξεως τῆς ὁ(2). Ἐπειδή ᾱ, ᾱ,-{ µόνον ἕνα Έµ τῶν πόΔων αὐτῶν εὑρίσκε- 
υ έ - [ ῃ ῃ ς πα. 
ται ἔντὸς τοῦ πύμλου [3-4 Ἱαὶ ὡς εὐωόλως δυνάμεδα να Φδιαπιστὠσωμµεν εἶναι 
ῃ ας { { [αι ῃ ’ ἳ Π Ώ/ Ἔ 
το στιμεῖον ἕι--ᾱπ-- ον 1. 0δεν συμφώνώς προς το θεώρημα πΠ-2-!ἱ, Εχομεν: 


' | 


2 2Π 
κ 4πὶ. πθ5 αασστα " 4ηΠ 


Ί-ατ 


10ο 


π. Ὁδομλπρώματα ᾿ τῆς μορφῆς η 4(α)άχ. 


--Ὁ 
θά ἔφαρμοσωμεν τήν δεωρὶαν πῶν οΔοαβπρωτιιῶν ὑποβοίπων διὰ τὸν ὑπολοχιομον 


Φου 
πενιαευµένων οἀοιβηρωμάτων τῆς µορφῆς: ] {(α) αχ (α είδους). 


--ὃ 

θά δεωρύσωμµεν τήν περἰπτωσιν, ὅπου ἡ συνάρτησις {(9) εἶναι ὡρισμένη εἰς ὁ- 
ἄδυΆπρον τόν τραγµατιιον ἄξονα ααὶ δύναται να Επιτευκδῷ ἡ ἀναᾶυτια ή τις 
ἐπέωτασις Εντός τοῦ ἄνω ἡμιεπιπέδου (πλ. τοῦ ΊπιΣ 39) υαὶ ἐπὶ πᾶέον νὰ τλη- 
ροῦνται ὠρισμέναι συμπᾶτρωματιιαίὶ συνθΏιαι Φιά τὴν ὁ (5). Δὲν θά Ἐπευταθῶ- 
μεν εἰς τὴν ΌεωρητιμΏν ἐξέτασιν τοῦ θέματος, ἀλλά ἀπό τὸ παράδειγµα ποὺ θὰ 
ἔιδεσωμεν, ὁ ἀναγνώστης δά ἀντιδηφδΏ περίπου τὴν Εφαρμοδομένην μεθοόον 
διὰ τὸν ὑποδοχισμὸν τῶν ὁᾶοαἈπρωμάτων τοῦ ἀνωτέρω τύπου. 

Παρά δειγµα ι 


Μά ὑποβογισὸΏ τὸ οἀοιδήρωμα: ἡ 


ο 


σο 
αχ 
1 χα 


λὺσις: θεωροῦμεν την συναρτησιν ὁ(3)- στι Αὗτη εἰς τὸ ἄνω µὲρος τοῦ ἡμιεπιπὲ- 
ὅου, ὅπλ.τὸ ἸτηΣ 30, Έχει τὰ σημεῖα 2,59)” Ἡ (Κ501) ἁμάό- 


͵ , - « η 
τερα ἁπθοὺς ποᾶους. Ἐν συνεχεἰα δεωροῦμεν, οπως ααί 


εἰς τὸ προηγούμενον παράδειγµα, τὴν ααμπύᾶτην ς (8λ. 


1 « η ε « , 
Σκ.2) ἀαποτεᾶουμενηΏν ἀπό τὸ διάστηµα -ΒΞεχ«ΕΒ τκαί ᾱ- 


-α 
4 . ς ͵ ᾽ αν , ΄ . 
πό τήν ἡμιπεριφέρειαν Ος ἀμτῖνος Κ τοιαύτης ὥστε οἱ να 


ἀνωτέρω τόᾶοι νά εὑρίσαονται ἐντόὸς τής 6. Ἡ περιφἑρεια ᾳ διαγράφεται ἅα- 
τα τήν θετιατιν Φοραν μαὶ ατα τὸ θεώρημα ΜΠ-2-{ τῶν ὁβοαἈηρωτιαῶν ὑποβλοὶ- 
πών δά ἔχωμεν: 

πόσα; Ἀπί ποσό), βεςό (2)] 00) 


ΣΣ5ει 


Είναι δὲ, βεςό (3) νετ 


καν -. 


4 ο πνΣ 
Ὅδεν, 1 - 2πι, Νή τος) πα (2) 


κἜε ἆ | α.ἰ:ᾳ’ 4θ 
Εξ ἄλλου : ση” [τὰ ο ..- απο  ϐ) 
Εἶναι δὲ Ἀιεδαθις [μάς ϱ τοῦ βίω ῥκ{(4) 
βάση | | μα αι 
Ἡ ϱἱ) Ἀόχω τῶν (3) μαὶ (2), ἔραφεται: 
ν π. 
- {[π.φ94ἀᾱ πνΣ 
πες» Ἡ |-ββτντ - 2 ο 
- . 
τοῦ βίο, Δόγω τῆς (4) ἡ (5) δίδει : 


φοο 


Ί 


»οο . σο 
[ ἀἃ. | κ . θὰ Ἐχωμεν': 


Ἐπειδηω πῴσαν τοσα 
οσο 
Ἡ κ . πνδ 
πἝ τσ] 4 
ο 
. χοο 460 
πι. Ὁλουβπρώματα τῆς µορφής: {2 00συνλκά« π | {(α)πμλκχάκ. 
| . οι 


Ν 


Προιειμένου νά ὑπολογίσωμεν ὁλομδηρώματα τοῦ ἀνωτέρω τύπου, ιαρινομεν 
ὀναγιαῖον νὰ παραθέσωµεν τὸ ματωδι Λημμα τοῦ 2ογάαπ. 


Λῆμμα σπ- 3-4. Ἐάν ἡ 6(3) εἶναι συνεχης παντοῦ εἰς τὸ έλα μερος τοῦ μιγαδιαοῦ 


ἐπιπέδου (όπλ. ο. μαἱ Εαν ΑΟ) τς διὰ 1- καὶ, ὅπου ΚΣΟ εαὶ Μ 
εἶναι σταδερἀ, τότε δά ἔχωμεν: 
ἔἴπι [ο'... 6 0)αἲ Ξο 
ορ | 


ω - ψ : ; Π , , 5 Π 
Οπου 6Ο εἶναι τὸ ἡμιιύιλιον (0,8) το εὑρισμομενον εἰς το θεώρπθεν Ώμιεπιπεφον 
υαίὶ πι θετιατ σταδερά, -- 

μμ, ο 12 


υ ν / - [ η . ς ͵ ο) 
Ἀπόδειξις: Ἐφ' ὅσον τὸ ὅ μινεῖται ἐπί τῆς θεωρηδείσης ημιπεριφερείας δά 


ἔχωμεν: ἹἸ- βοΐθ, ὅτε θά εἶναι: 
[ε οἱ 4 () α1- [5 ο ἡτ.μα τ.. ἰ:Α.ἵν 4θ ταὶ 


σᾳ ο 


[ον ὁᾷο")ὑκεἴαθ]- πα. (αοίθ)( κο 9 | ἄθ 


π οἶπιᾶσυνθ -τιβτιμθ. δ(μοἳ»).ἡ καὶ | 4θ 


κ 

α [ο αρα [4 (είν) | ρἄθ 
ο 

η στ 


το, [ ο κημο άθ-- Ὅστ [ ο” Ἀπμθ, 4Φ. 
| ο 


ὁ 


Π ῃ ῃ , 3 / “ 
Λαμθάνοντες δὲ ὑπ' ὄψιν αἱ τήν γνωστήν ανισότητα τοῦ Ἱογάαη, Ἠτοι: 


αν Ξημθ «θ διὰ 0Ξ0θ5ε--, τότε τὸ τεβευταῖον οᾷοιιᾶ άρωμα εἶναι µιαρο- 


τερον Π ἴσον ἀπό τὸ ὁδοιδήρωμα ! 


.ν τ 2πιέθ α 
ἀθε [ο ”ἳ. ον -θῆς (1- ο”) 


Ὅδεν | { ο ἶποὸ {4 (1) ατ - τς (ι-θ ο) 
ζᾳ 


Ἰοῦ Ἀ--ν ο μαὶ ἐπειότ τὰ πι αὶ Κ εἶναι θετιιιοὶ ἔπεται ὅτι Είπη ο 


σᾳ 


Παρά Ίδειχμα 13’ 
Νά ὑτιοβοχισδη το ὁὐοιιβήρωμα: [: συμᾶχ ἀχ, 130. 


4 - 3 [ λὶα 4 ι ! ΄ 
Λύσις: Θεωρσῦμεν τὴν συνάρτησιν ὁ(1)--Ἔ-στ, 30 μαὶ τὴν παμπυᾷτιν 6 .(6- 


πως δειανὺύεται εἰς τὸ Σκ.!) ἀποτελδουμέενη ἀπὸ τὸ τμῆ- . 

µα-ΑΞ κα τοῦ πραγματιιοῦ ἄξσονος μαὶ ἀπό τὴν Ορ 
᾿ἡμιπεριφέρειαν 6ᾳ μὲ ἀμτῖνα Κ21 εὑρισιομένη εἰς σ 4 ης 

τὸ ἄνω μὲρος τοῦ ἡμιεπιπέόου καὶ διαγραφοµένπ μα. - - 


ῃ ἳ ς Π ' -- , - μ 
τα τὴν δετιικἠν φορἀν. Ὁ μόνος πόλος τῆς συναρτήσεως {(3) ἔντός τῆς ἀνωτέ- 


ρω µαμπύλτς 6 εἶναι τὸ σημεῖον ἆ-ἰ. 
Ἐφαρμόδοντες τὸ θεώρημα σπ-2-Ί τῶν ὁβοιᾶδηρωτιιᾶν ὑποβοίτιων εὑρίσιομεν: 
| ὁ(η) ἀπ απίβοςό() (1) 
αἱ 
ς 


Εἶναι δε, κος 6 (3) ---- Το πρῶτον μέλος τῆς (1) γράφεται: 
Ξἱ ' 


) 1) ὅ -Ά 
[βαναν :ᾖπεης 4η 5 
-α 


ζᾳ 


(2) 


Εἶναι δὲ διά τὰ σπμεῖα τῆς ἡμιπεριφερείας Έᾳ,}Ξ Β οἳὃ μαὶ ὡς ξω τούτου: 
4 [ 


στα, κ οἳι κε 
Ἐφαρμόδοντες Δοιπόν τὸ Λημμα π-3-] θα Ἐχωμεν: ξὔη ο ο (3) 
σᾳ 
Ἡ (2) Δοιπον, ας τῆς (8), δίδει: 


γω 


/ "συνλα ας - π.ολ (4) 
-οο : 
, ο 
Ἐπειόη | συν ἃρε αχ τα: ο αχ. Ἡ (4) ενδειε 
-οο ο 
συνλκ α- - {. πολ 
τας κας 


οο 
Παρατήρποις: Δια 1-0 Ἔπομεν [ τας πω 


39Υ/. Νά ὑποβλογισθη τὸ ὁᾷομᾶτρωμα: [ μοι ἀπ. 
ο 


η, - ῃ ͵ ίε η | . 

Λὖσις. θεωροῦμεν την συναρτησιν α()----- θὰ θεωρήσωμεν ὡς γραµµπν 
ς ι. ὥα σα ῃ ΄ υ ͵ 
οσαδηρωσεως τῆς ἀνωτέρω συναρτησεώς την ααμπυ- εν ὃν 
ἄπν ο τῶν Φειμνυοµενην εἰς τὸ Σκ.2 ααὶ διαγραφομέ- 
νΏν αατὰ τήν φοράν ποὺ δειινύουν τα θἐλῃ. Οὕτως ἀμο- 

- ; ε ( ͵ « ῃ χι -ρ .-ρ 0 ρ ιά να 

λουθοῦντες αὐὖτον τὸν ὀρομον οἠομβπρώσεως ἔχομεν 
ἔξαιρεσει τὸ σπμεῖον 350 ποὺ εἶναι πόλος τὴς ὁ(2). Αἱ 


ἡμιπεριφἐρειαι Οᾳ μαὶ 6, τῆς δεωρηδείσης περιµέτρου ἔχουν ἀμτίνας Κ υαί ρ 


2 , 2 - ῃ - 3 { π . 

ἀνιιστοιχως. Ἡ 4 (3) ἐντός τς περιµέτρου Ο εἶναι ἀναβυτιαπ μαὶ ὧς ἔι τοὺτοῦ 
; ͵ [ ος , 

συµφωνως τιρὸς τὸ θεώρηµια τοῦ ΟαμοΏΏ, δὰ Έχωμεν: 


δρ, ιν ὶ 
[οφάς[-ᾱ- ἄκι | ο... ἆχ . αἷ-ο (1) 
ε β σ 


α 


6 - ς 

Ρ 

'μό [4 οδε ς! / [ [ ρ εί 5 ᾽ / ; 
Ὥ υποθετοµέν,Οτι το ϱ--»0 ἵαι τὸ Κ--»οο, Οτε Ώ σχεσιςΣ (1) Ὕραφεται: 


ο 
ἐκ ι ο ἳ 
/ π- ἄκν Εἶπῃ ο... αν ἀπ | 4” ο 3) 


ο . ᾿ ι 3ἡ “5 - ς . - 3 εν ι 
Ἄς υποᾷοχισωμεν Ώδη τὰ ὃρια τῶν ὁᾶοιᾶπρωμαιων τῶν Έμφανιδομενων εἰς 


την σχξσιν (2). Πρός τοῦτοις Έχομεν: 
[π τ|- κι 6"- σι “Επομένως, συμφώνως πρὸς το Λῆμμα π- 3-Ί, δὰ ἔχω- 


: ο αν.» 
μεν: ασε, ῶ 4ο. 
σᾳ 
πομενει νὰ ὑποβογίσωμεν το: Εἶτη | . ά 
Ρο 


6ρ 
οἳὲ 
Ἡ σειρὰ τοῦ ο. τῆς συναρτήσεως --σ- εἰς τὸ 2-0 εἶναι: 


5 
1 [ (ἰξ 3 νσ 
6 ο ως κ » (3), ὅπου (3) ἴναι τὸ ιἀανονιιὸν µέρος τοῦ 


α. 3 
͵ Π . ες - - µ ' π 
ἀναπτυγματος ιμαὶ τὸ ὁποῖον εἶναι ἀναλυτιαΏ συνάρτταις εἶςτο ἆΞο. 


“ ᾱ 
0δεν, .. .. αἩ - Εἰπι μβ 4 τση γα) ἀἸ. 
Επειδη [ρ) .-- Μ εἷς μίαν περιοχἠν τοῦ σημείου 2-0, θά ἔχωμεν: 


ΗσΦασ]5ι Μ.πρ --» 0Ο τοῦ ρ--0. 


« : ο σα, Ἡ α 
ὧν ἔπι ταν ὅπ [η 
Ορ 6ρ 
οι ι 5. ι8 ͵ . 
Εἶναι ὃε πο] ζρε-άθ. πι συνεπῶς μαι {ἰνπ. οὗ . ῃὶ ' 
ΐ ρ.6 β-νὸ ὁ ῦ 
ρ 


, [ [ ᾽ [ 
Η (2) ἂοιπον µετα τας ἀντιιαταστασεις, χραφεται : 


ο ͵ οσο η 
οἷκ ( ἐκ . ὃν 
{ Ξ ἄκ-πν ] ει ἄχ-ο (3) Ῥ 


ο ο 


μα 
Ἐπειόη εἳ αχ - ἰ-- ἂκ ἡ (3) δϊδει τεδιιώῶς: 
3 ο ᾿ | 


0 ο 


Παρατήρησις: Αναλόγως ἀποδειανύυεται ὅτι τὸ οβοιᾶπρωμα.: 


σημλκ υπ 
| ποπ αχ πο) λ2ο0. 
ο 


γοο 
5 .. . τς ' -χξ 
85/ Νάἁ υποᾶοχισὸπ το ὁλουδήρωμα:[ ϱ συνκάχ. 
' το 
1 .- π κ... -χ -(κν 3 
ΛὺσιςΣ; Παρατπροῦμεν Οτι: 6 συνχξθε”- κεθ . 
' ε : - 3 . ἐν" [ ΄ - ος η) 
θεωροῦμεν το οὐομδήρωμα ' ϱ Σ ἆπ, ὅπου ο: εἶναι τὸ συνορον τοῦ ορδογωνιου 
ς 
-ΈΞπχςπε,οξυςπ { (6.7.3) 
ἸἘπειόη ἡ 4,9 «ον εἶναι ἀναδυτιαπ εντος τῆς 6, 


'δὰ Ἐχωμεν: 


-ᾱᾱ π 
[ε ἀξ-ο {() Ἱπ -α 
ο 
α πα ο. β ο. ώ, ο. Σχ.35. 
[ο χε εαν) αν. [οσ"κν άχ | ο ΑΙ) Ἱάυ-ο (2) 
-Α ο ᾳ " 
Παρατηροῦμεν ὅτι: | 
-(βνίφ)”. .. -(αἲβ) - 
η 6 αν [--τ 6 ---»ο, του Ἁ--υ-- ο (3) 
6 
9 , χ 1 4 
ος ολ. ο κκ) 
Ὁμοίως: | | 6 η αφ [ατ9 δή νο, τοῦξ --ο (4) 
Γι . 


τοῦ Κ---οο, Δόγω τῶν (3) μαὶ (4), ἡ (3) δίδει : 


1. αυ) μι 
[9 : «κ «| επ κ (5) 


ο : -α 


Τὸ ὀλομβπρωμα τοῦ δευτέρου μέλους τῆς (5) ὧς γνωστὸν ἰσοῦται πρόὀς ΥΠ. 


Ὅθεν ξι τὴς (5) Δαμθάνομε 


69 . φόσ 
«χε ᾽ - 
] ϱἳ συνχάχ-ο | ϱχ αχ-ον νπ. 
ο -ᾱν 


ο ] 
45/ Δειξατε ὅτι. | πμκχ΄ αχ [συνκ ας - νΣ (οΔοιβήρωμα Εγθσηοσς). 
ο 


ο 

Ἀπόδειξις: Ἔστω « ὃτι εἶναι ἡ περίµετρος (6λ. Σχ.4) ἡ ἀποτεβουμέντι ἀτιό το 

{ μ.μ. ι ει 5 αν κ ͵ . , 

τοξον ΑΒ Ώµεντρου Ο μαι αωτῖνος Β υαί τας ἀντι- 
νας ΟΑ μαὶ 08. 

{ ών Π 1. ' 

Τὸ ὁλοιιδήρωμα τῆς συναρτήσεως {3-6 ιατὰ 


- « 1ἱ ἰσ ου 
µήιμος τῆς ς εἶναι μηδὲν, ἤτοι: ο, ἅγ-ο () η 
; 


ς 
κ. | - 
ενας κ 4]-ο (2) 
. ω 


Εἶναι δε, 1ΞΚ οἵο, ὅπου 0Ξθ{- ιιαὶ οὕτω ἡ σοχὲσις (2) πράφεται : 


Σχκ.4 


.. 


οι Σ «αριθ : 9... πἱ [ 
6 ἀχα | ο ἱβείϊδάθ. | οτε” οἳ ἀἂτ-ο ᾖ{(3) 


ιά 


Ἓα τῆς (84) ἄαμθανομεν: 
.. 


, αι. πί -- { ιασυν2θ-β ημαθ . ϱρἱθ 

ρα εἰιμα)άχ-θἈα 1ε ἅτ-ιε υκμο ἄ4θ (4) 

ο ο ο 

"Μόπ ὑτιοὂξτομεν ὅτι Κ--ν ο. Τότε τὸ πρῶτον ὁᾷομᾶηρωμα τοῦ δεξιού μελους 


τίνεται : 


1. 


Θ 


οϱ 3 
σι ν ο | [ 
| ο λα πο ἁπὰ 
ο 
Ἡ δὲ ἁπόᾶυτος τιμή τοῦ ἀλᾶου ὁλοιλπρώματος τοῦ δευτέρου μέβους τῆς (4) εἶναι: 


π 

4 τρ ι- Αα μιθ ιθ ας θ ξ ᾳ ο ο -αἳ 
{ ο μμ ώσβια 88 - | αν μάθ-δ | ϐ μου 4ρ λα) 
ο ο ο 5 


(διοτι, πημφΣ ο. οξφςς) 


πειδη τὸ δεωργθεν ὁδοιᾶπρωμα τοῦ δευτέρου μέλους τῆς (4) εἶναι απολύτως µι- 


/ μα. ο -Εμ2 . ς υ ε , ' ' -- « ο! 
προτερον η Ίσον τῆς ο. (1-ε ., ἡ ὁποία τεῖνει πρὀς τὸ µΏδεν τοῦ κ]ςαο έπεται οτι 
μαὶ τοῦτο τεϊνει πρὸς τὸ μηδὲν, τοῦ []ουι. 


Λαμθάνοντες Λοιπον τὰ ὅρια τῆς (4) τοῦ Βοο, εὑρίσμομεν : 


ο . 
ας | . θὰ ως. πο. ν 
| (συνχ μα )ακχ- ο να νο 4. Ὡ 
ο 


. - 
| συνχὶ ἀχ- | Ὠμχ" πχ .-- --- 
ὁ 9 
ΠἩ Ἡ περίπτωσις τῶν πἀειοτίμων συναρτησεωών. 

Εἰς τὰς προηχουµένας περιπτώσεις εθεωρήσαμµεν µονοτιµους ἀναλυτιμὰς αυν- 
αρτησεις υαί ἐφαρμόσαμεν τὰ Όεωρηήματα τοῦ ζαμςΒν διά τὸν ὑπολοχισμον γὲ- 
νιμευμένων ὁδοιδπρωμάτων, Ἠτοι αἱ ἀνωτερω μέθοδοι ἔφηρμόσθησαν µόνον ὅ- 
ταν ἡ ἀναᾶυτιαΏ ἔπέωτασις ὁ (39) τῶς συναρτἠσεως ὁ(α) ἀπό τὸν πραγματιιὀν ᾱ- 
ἔονα ἐντὸς ἑνός πεδίου φρασσομένου ὑπό μιᾶς περιµέτρου τῆς ὁλουδτρώσεως 
εἶναι µία µονότιµος ἄναλυτιωη συνάρτησις. 

Εἰς αὐτὴν τὺν περἰπτωσιν ποὺ δεωροῦμεν τώρα, ἡ πᾶλρηως ἀναδυτιιήἡ συναρ- 
τησις Ε(2) εἶναι µία πΔειότιμος συνάρτησις εἰς τὸ Ἐπειτεταμένον µιχαδιιιὀν ἔ- 
πίπεδον, ἡ δὲ περίµετρος τὴς ὁλομλπρώσεως ὀύναται νὰ ΞικΔεγὴ εἰς τρόπον ὥστε 
νὰ μήν ὑπάρκχουν αλαδιμὰ σημεῖα τῆς Ε() Σντός αὐτῆς μαὶ οὕτω ἔχομεν νὰ δεω- 
ρύσωμεν µόνον ἕναν ἀλὰδον (3) τῶς πᾶλρους ἀναλυτιαῆς συναρτησεως Ε(2), ππις 
εἶναι µία ματ’ εὐθεῖαν ἀναδυτιμπῃ Έπξηπτασις τῆς συναρτιησεως 4) Εντός τοῦ μιγαδιιοῦ 
πεδἰου. βάσει τῆς ἄνωτερω µεθοόου ὑποβογίδονται ὁ ιάφορα ὁλοικάτπρώματα.. | 

Παρᾶδειχμα {3/. Νά ὑποᾶογισδη το δλουβήρωμα» το οςρς! 


Λύσις: Ἔσιωστις εἶναι ἡ περιµετρος, ὧς δειωνὺε- 
ται εἰς τὸ Σχ.!, ἀποτεβουμενη ἀπότά τόξα Ὅρ μαὶ Ἔς 
τῶν πὐιλλων |1|Ξρ μαι | Ε ἀντιστοϊχως αι ἀπο 
τὰ εὐὀύγραμμα τμΏματα δι καὶ 6, τῶν ἁατίνων 
απ3Ξ-ε αἱ ατᾷΣ- }η-ε Ἔστω δὲ μαί ἡ συνάρ- 

αι ϱ(5 η) ζοφΣ 


Ὥσι ανω Ὁ-- χέ ς ͵ ; « 
τησις (λες ς Ὅτες-- ο την ὁποίαν εαβεγομεν οὗ η 


τως, ὥστε ὃ ἐοᾷ 2 νὰ εἶναι αβάδος τοῦ λογαρὶὃµου πουν ἱμανοποιεῖ την συνδηαην: 


ος ζω έοα- αν ξς« 2Π. (4). 


Η συνάρτασις ὅ(5) εἶναι µονότιµος ιιαὶ ἀναλυτιαπ ἐντὸς τῆς περιµέτρου 5, Εωτός 
τοῦ σπµείου ἆ--! ποὺ εἶναι ἁπλός ποᾶος. 


ος : (0.1) ξοφ ἆ (9-1) έοα (-1) (2-1) πὶ ου 
Εἶναι δε, Ἔα5ᾖ(2) - μη] Ξθ ώση 
Σ--4 σεξ) ἕξ-ι 


Ρ.ι | 
Ὅθδεν, { ὖ . οἳ - -α  ϐ) η 


ο β ο ας. 3) 


δι 


ο, δέ: 


ρα ρ. 
.., ο ππν --τ (1η-2ε) Β, ὅπου Ὀεχρικ21 (4) 


ο] | ) 
ο ο... 
Ἐμ τῶν (4) ααι (5) συναγοµεν οτι. 


ρ-4 
ῥυπι θίπη 3 ἀἴ .ϱ κ{(6) 


β-ν σο Επ"να 


ἐἶτη Μἶπι πε Ξ0 (1) 


Εξ ἄλλου, ξὰν εἰς τὴν σχξσιν (3) ὃεσωμεν ἢ-τθ'ὸ, αὐτη πράφεται : 


, [ πι χι 
οσο άρα] π [κό ααα"''") γ κ... (ϐ) απ 
: τε ἁ 


γρ 
ᾳ ἱ ων 
[η πλ οἰίν ((αη-ε) πε, οἱ) (1π-Ε) ; 
ε "ς τσι ᾱν ν [ά041-ο ; πτπθῖετ- ε) ο μ 
ρ τρ 


ε .-ι 
. 0) - οἱετί(ρ- θε ] απ ο τν [05] - 


ιω ρ ἕκ 


ς κ. Ι 
εαα ἱέρε, ϱ-1(υπὶ, Ἕτεσα- - πο... (9) 


β {ρ 


«ποθετοντες ηδη ὅτι Κ--σο μαὶ ϱ-» 0 καὶ ἀαμβάνοντας ὑπ όψιν τὰς (6) 


μαὶ (3) Ἐα τῆς (9) Δαμθάνομεν τελιιῶς: 


Ὅαίαν  ρλ-υπὶ πιό --ηπίε (ιο) Ἡ 
Ίνγπ, 2 εἰ 
ο σο ῥῃ ἳ ρπὶ 
κ απ . , Θ σι 
| πο 5 2πί τορτάππτ (1) 
. | 
. | Ρπί -- ' π 
Είναι δε, -Ααπί τβσρηπι πι ἜπιρβππιἜ πμρπ 
Ἡ (3!) τεδιικώς γράφεται Όξτοντας ἀντί Ὁ τόσα: 
τα ἳ αχ π 
πας πα (οςθπ!). 


Παρατηρησεις: /3/ Γενιιιῶς μὲ τὴν ἀνωτέρω µἐθοδον ὀυναμεδα νά ὑπολογι- 


οο 
σωμεν ὁλοιμδτπρώματα τῆς μορφής: | χ (κ) αχ (Ος«ρς 1), φυσιιάὰ πᾶπρουμε- 


ο 


4 : 5 ῃ 
νων ὠρισμενων υτιοδέσεων διά τὴν ὁ (χ). 


28/ ΟΔοιδτρώματα τὴς µορφής: ] χο. κ) ἀ(α)λάχοςΡρς 1 ἀνάτονται εἰς ὁ- 
ο 


. ν οο 
ἁομδηρώματα τὴς μορφΏς: [ κ) {(α)άχ, ξὰν εἰς το πρῶτον εωτεᾶεσωμεν τὴν ἀντι- 
ο 


. 
Ἱατὰοτασιν υΞ ὃς. 


33/ Ἡ µεδοδος ποὺ ἄἀμοᾶβουδησαμεν εἰς το προηχουµενον παράδειγµα παρου- 
σιάδει τὸ µειονεωτηµα ὅτι ἐμφανίδονται αριεταί πραξεις, Εἰς τό παράδειγµα 
͵ - [ ' - ῃ ν 
ποὺ ἀμολουθεῖ δὰ ἵδωμεν μίαν ἀλλην ταχεῖαν µέ- 


δοόον ὑπολοχ ισμοῦ ὁβοιαἈτρωμάτων τῆς µορ- 


ορ 
φης } κ] Εκ. 


ο 


Ὁ 
. ε { . τι Ν - 
Παραδειγµα 23/ Να υπολογισὸΏ ὁ ὁλουβήρωμα [άνες 
ο 


Λὐσις: θεωροῦμεν την συνἀρτησιν: 


αἵι 
3) η σσ) ος ατφέπ- 2Π. 


Σχ.2 
ς ι . [ « η ες [ το .. - - 
Ἡ οποία ἔχει ἕνα πᾶαδιιον σημεῖον, τὸ 251, µατα µῆιμος του ἄξονος τῶν χ. θεωρῶν- 


µ « ' ι ' ω - ι 1 
τες Φε μαὶ τὴν περὶµετρον 6 διαγραφομενην, ὅπως ἀπμριθῶς δειανύεται εἰς 
το Σχ.2, ὅπλ. ἡ ς ἀποτεβεῖται: ἀπὸ τὸν αυιᾶον; 


δν. :-κο, οςκθς2Π 


- 
τὸ εὐθυχραμμον τμήμα: 
Γ:απαξ-1π ες ]α]ςκ 
τον μὐιμᾶον : 
οι: σ-ε-σῖν, οςθς2ῃΠ 
μαι τὸ εὐθύγρομμον τμῆμα: 
Γ,:σπα2-ο, επ]|5]ς« Ν. 


ς ὃν Ώ ἕνα , - . ς  - 3 ῃ [ 
η ὁ(3)- αι εντος τοῦ πεδίου τοῦ οριδοµενου υπο τῆς ανωτερω περιµετρου 


ἔχει όύο πόλους τούς 2-4ἱ μαὶ δί ἐφαρμοτῶς τοῦ θεωρΏµατος τῶν ὁδομδηρώ- 


τιυῶν ὑποβοίπων ἆαμθανομεν: 
πίς πί 
9» απὶ [ρρσνω» Ρος νὌ] Ξοπἰ [ες α τπτ] ἜἝπνο. {(. 
κ. 2--ί . 


᾽ Π . μ { . τι ς τθ Ὠ .. 
Αιμοβουθδως ὀρίδοµεν την 4(3) ἐπὶ τοῦ Γι ὡώςτο ὁριον τὴς ὁ (τε ) ααθώς το 


. ο [ - ᾽ { δα : ͵ { Π αλ , 
θ-- 0 ιαὶ ἐπὶ τοῦ Γ- ὡς τὸ ὅριον τῆς ὁ (το) ααθδώςτο θ--2Π. Τότε δα εχω- 


/ { 
αχ 1. - ῃ χ νι. ς 
μεν; ὁ (1) στ Ἐπί τοῦ ἵν ααὶ ὁ(1)ξ- ας ἐπὶ τοῦ [-: 


'Η σχέσις (1) γράφεται ἀμοἠούθως: 


κ. 


[Ρο] «ῶάε « εωαι Ὁ | 4(π)άσ-πν (2) τη 
ο, ο σ, ζν 

Ἡ σκὲσις (2) χράφεται, ἐὰν Δάθωμεν τὰ ὅρια τοῦ θ---Ο μα θ--1π- ὁτετὰ τµη- 
µατα ἵ, ιαὶ Γ.. δὰ αεϊῖνται επὶ τοῦ ἄξονος οχ -͵,οὑτω: 


χ τν 


α ' , ἒ {0 ο ' ἳ Αα ι 
[ Ἀκεα ) κἰεῖν θε [- ὥς ᾿ [ας ςἳ) ειεναν. | αλ άκ-πνς (3) 


14 χ- 
ο ἃ ατι . 


Εἶναι ὁε: 
Β.τιαχ | (1) | --οτοῦ Κω 
]]-α 


ἓ πιαχ [4(7) | ---ο τοῦ ε--ο 


ς , ο ο. ζ ' 2 
Λαμθάνοντες ἅἃοιτιον τὰ Ορια τὴς (3) τοῦ Ε1οο καὶ Ε--ο ὃὰ Εχώµεν: 


»ν / 
ο να 1: αχ. ὲ Π 
1 [-Ἴτι ἄχς πώ} (4) .. ] τρπτ αχ Ξ---ε- ' 
ο 
ο 


Παραδειγµα 33 Νά ὑποβοχισθη τὸ ὁᾷοιβλρωμα [ ζοη(α νι) αχ 
ο 


Λύσις: θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν 41) --Εο2 518) 


ΗΝ. 
ὅπου -π-« Ἴπη ου μπα. Πατ Ζ γης «επ 
ἡ -ὼ 
Ἠ -ἵι καπφζ--- ιαὶ την περὶµετρον ᾳ ἄποτελα- 
µενη ἀπο τὸ τμημα ΑΑ τοῦ πραγματιμοῦ ἄξονος Α 
.--- ς [ ῃ . "Ε 0 βα 
μαι τὴν Ώμιπεριφερεια 6, αμτῖνος Κ (6λ. Σχ. 3). Σκ.3 


Ἡ συνάρτησις 6 (5)5 ποια. ἐντὸς τῆς ἓν ἂόψω περιµἔτρου ἔχει τὸ σημεῖον 55 
απλοῦν πόλον. 
Ὡς γνωστον δα ἔχωμεν : 
[ { (1) ἂτ - οπὶ μες) (1) τἩ 


ς 
α 
[189 τα. [πβῶανα Κας ὅ (3) (1) 
-ᾱ | 


ζᾳ 


Εἶναι δε, οπὶ. Ερσό (2): απὶ θα. -πζοα γρ πι, 


Ἡ (1) ἂοιπον χρἀφεται: . 
[ ξοφ(αε!) ακὶ) αχ [ ζοφ(χοί) ας, ο. 4χ -π έοφ 21--- πτί (1) 
ο 


χξ4] Ράμα 
-ᾱ σᾳ 
Αντιιαθιστῶντες τοκχ ῦπο του -χ. εἰς το πρώτον ὁᾷομάᾶπρωμα τωῶς () αυτ 


τράφεται : 


[ήρου .. αυ ο μμ... ϐ) ὃ 
ζᾳ 


Επειδή (οφ (ἱ-α) 1 έοσ(ἶτα) - 6οα (ἰ-αἲ)- θοᾷ(- ϱ) -- έοφ (1433) 5 πίκέοφ (9 χ)) π 
(8) Τράφεται. 


Α κ 
| νο μας ε[αἳ μις ανά [ήβρσνω η 6ος 115 πὶὶ (4) 


ο ο 


Εἶναι δε; | έοφ (1 «ἰ)|- ἔοα | 1111 -- ἰατά (191) | 


«ΕΥ/οῦ"(ατ!)ε(θΗΣ) Ξ2οφ(β11), δύ ἀρμούντως µεγάλο Ε. 


νι 


Συνεπῶς | θοφ ((3 1) αἩ |- πια. Ἐν (ο) ον ΟΡ 10 


6, 


Λαµθανοντες Δοιπὸν τὰ ὅρια διὰ Κἰσο τῆς (4), εὑρισμομεν : 


ο 
µ ἐοφ(α” κ.) άχ κ πὶ. | ἀχ π θοφ Σ1--ς πι (5) 


ΜΗ] Ρ {11 


9 ο 
Ἐμ τῃς (5) Δαμθανομεν: 


(αι) 
ο. π ἔοα 3. 


8 4 ΛΟΓΑΡΙΘΜΙ«ΟΝ ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΗ ὙπΟΛΟΙΠΟΗ ΚΑΙ ΑΡΧΗ ἸΟν ΟΡΙΣΜΑΤΟΣ 

᾿θεώρημα ὙΠ-4--!Ι. Λίδεται µία τμηματιιῶς Δεία μἆειστη μαμπύᾷη τοῦ ογααπ 
6 μαὶ ὑποθετομεν ὅτι ἡ ϕ(3) εἶναι ἀναᾶυτιαπ Ἐντὸς μαί Ἐπὶ τῆς ο Εατὸς οι Ἑ- 
ναν πεπερασµένον ἀριὸμον πὀδων α.,α,,...,αν ποββαπᾶοτητος ΡΒ,β.,...,Β. ἀντιστοὶ - 


ἰ 2 ϱ ω ; : ( η ' ' 2 - 
χως. Ὑποθετομεν επισης οτι εντοστής ς Ὢ ὅὁ(3) εχει τα µτιδενίδοντα αὐτην σηµεῖ. 


6,6... µε ἀντισοτοίχους πολβαπᾶότητας 4,,α....., 4. Τότε ὃα Ἐχωμεν: 
νᾱ) απο πο ῶ 
πι Σ ο... 
ως 


6 
ὅπου Ν ὁ ὁδιμός ἀριδμός τῶν µπδενιξόντων σημείων μαὶ Ρ ὁ οᾶιιός ἀριδμός 
τῶν πόλων τῆς ὁ (3). 

Απόδειξις: (Αἲ περίπτωσις). Ἔστω οτι ἡ ό(2) ἔχει Ἐντός τὼς 6 τὸν ποᾶον 2-α 
με πολαπᾶοτητα Ρ αἱ το μτφενἰδον σημεῖον 2-6 με ποᾷ Δαπᾶοτητα ον Τότε όα 
τον ποᾷον θά Εχωώμεν: 

Γώ-σὸὼς 
ὅπου π Ε(3) εἶναι ἀναᾶυτιαπ ἑντός τῆς ο μὲ Ε(α) 40. 


͵ / 
(3) Ε3) Ῥ (1) 


- ο. 


Γ() Εξ ἃ-α 


Εἶναι δε, 


σουνεπῶς : κος ὁ (1) --- Ῥ (3) 
χ-α ὁ (3) 


᾿ [ , ο ὧ τ 
Δια το µηδενισον σημεῖον ὃα εχωμεν: 


{(3)- (2-6). α (3) (4. 


ή 5 - ΄ ͵ 3 , ο [ ν ι ι 
οπου Τι (3) εἶναι ἀναᾶνυτιαπ Εντός τῆς 6 ιιαὶ Επὶ πᾶέον (6)34ο. 


Εἶναι δὲ, 


“4 ας) (5) 
ὁ (2) ' ὅΣ-6 ᾱ στ) 
τς, ὁ() 
Συνεπώς: Ἆας τι 4 (6) 


Δύ ἐφαρμογῆς τοῦ θεωρήματος 1Π-2-Ί τῶν δδομδπρωτιιῶν ὑποᾶοίπων ὃα 


ή 
Ἐχωμεν: 


-Ρ (1) 


' .. . 


σ 


μ Π ν ; ῃ .α ᾽ ͵ 
(Βὲ Γενιωπ Περιπτωσις). Συµμφώνως προς τήν Εξετασδεῖσαν αἲ περιπτωσιν 
ὁ (3) 
| ὅ (3) 
μας 4 [ Ἴ ῃ { { [νὰ 
µηδενιδοντα σημεῖα µέ τοὺς ἀντιστοίχους θαῦθμους ποᾶδατ ἠοτητοςτο ἀνω- 


, [ ῃ Ι ο) -- 32 1 αν - Π Π Π 
ἔπειδη τα μόνα ἰφιάδοντα σημεῖα τῆς εντὸς τῆς ς εἶναι οἱ ποᾶοι 1ὰαὶ τα 
{ απ -. ᾽ 2 η - ͵ ὦ 

τερω Θεώρημα εἶναι πᾶεον µἰα αμεσος συνεπεια του Θεώρηµατος πῃ- 2-1 τῶν 


[4 ώ [4 Π 
ολουἈποωτιικῶν ὑποβοίπων. 


9 Ἔστω Ἡ ὁ οδιιος ἀριδμος τῶν μπδενιδόντων σημείων υσί ῥ ὁ ὁδιιός ᾱ- 
͵ ο, η - ἤ / ος ῃ 3 -- ς 
ριθµὸος τῶν ποᾷων τῆς 4 (2) αειµένων Εντός τῆς. 6, εἀάστου αριθμοῦ Ὁτολο- 
γιδοµένου Ίσου προς την ταξιν. Ίοτε υσυμφώνως προς τὸν τὺπον τσῦ ἀνωτέρω 


θεωρήματος, Θά Έχωμεν : 


θοα δα 
-- ο. --- ας (ων δω ϐ) 


ς .ς [ 
ὅπου Αι ζο4ό (7) παριστᾶ τὴν μεταθόβἡν τῆς συναρτήσεως ἔοα ὁ(π) ααθώς το ση- 
μεῖον ἤ ιάᾶμνει μίαν οᾷόιᾶτπρον περιστροφὴν µινουμενον ἐπὶ τῆς ς. 
Ὡς πνωστὸν 6ο ὁ (4) - θοᾳ |ό (214 ἰατα (2) (9). 


. 2 ῃ -- , 5, . η [ η ῃ 
και Επίσης είναι Ὕνωστον Οτι Ὦ πραγµατ!αὪ συναρτησις | ό(2)| δεν µεταθαᾶᾶε- 


ται ααθώς τὸ ἆ μινεῖται διαγράφον την ς. ἘΣ αὐτου ἔπεται οτι: 
Δε ἐοφϐ (7) - Δε [ἐοφ|40)| «ἶατφ ό(9)} -ἵ-Δεατφό () (1ο) 
Ὅδεν, ἡ σχεοις (6), ἂογω τῆς (1ο), οι 
νΝ-ρ-ἡ- Δι θοφ ό(]) - πῃτ ευ Δ εατοδ(υ)--π Δ, αια ὁ (1). 


πι 


Ὥστε , | ΝΞΡ σσ Δε ατα ὁ (3) (1) 


ς 0 - ῃ ῃ - » ΄ - . », 
Η σχεσις (11) εἶναι σπουδαία μαι ιαβειται αρχη τοῦ Ορίσµατος. 


Ἐια τῶν (4) ααίὶ (4) ἄαμθανομεν : 


(7) 


πο Ξἰ-Δ. ατα {ζῇ) (3) 


ς 


65. ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΟΝ ΕΟΙΙΟΗΕ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΑΙ αυτου 


Θέωρημα ση-5-{. ' ποθετοµεν Ότι αἱ συναρτήσεις 4 (3) ιαὶ 4(5) εἶναι ἀαναλυτι- 


μαὶ Ἐντος ιαὶ ἔπὶ μιᾶς τμηματιιῶς Δείας αθειοτῆς µαμτιύᾶτς ᾳ τοῦ ζογόστι 
μαὶ Επὶ πᾶεον ὅτι |4(7) »]4(7)| εἷς πᾶθε στμεῖον τῆς Έ. Τότε αἱ συναρτήσεις 


68) τιαί 43) «ΑΦ (3) Έχουν τον αὐτόν ἄριθμον µηδενιδοντων σημείων ἔνιοςτῆςς, 


η ͵ ο . πο [ο ο , Γ 
Ἀπόδειξις: Λλόχω τῆς σχέεσεως |4(0)|2 401) | /ἔπεται ὅτι π Φ(η) δὲν µηδενίσε- 
ται ἐπὶ τῆς μαμπυᾶπς ᾳ μαίὶ ὧδ εὰ τουτου Έχομεν: 


Δι ατα [40 )]- Δι ατα ρα) [ντ] | Διατφό (3) «Δε ατα [η ω 


Εἶναι ὅμως, 8(5) | «4 διὰ μάδε Ίες ααὶ ὡς Έα τούτου το µεταθλητόνση- 


ο (6) 
μεῖον νή Όπο τοῦ µετασχηµατισμοῦ: 
ο (2) 
ντο ο (2) 


ι ι ͵ [ 2 { -- ! οί [ 
δισίραφει μίαν Ἱαμπυᾶτν Γ ἀειμενη Έντος του αυμλου Ἰν/-1]- 1. Όδεντο σπ- 
μεῖον ν/Ξο ὃὲν εγιδειεται ὑπο τῆς παμπύβτις Γ, Φιοτι πᾶντα τα σημεῖα τῆς 
Γ πλπροῦν τήν σχεσιν ν-τ τι Ἐνῶ το ν/-ο πΆηροὶ την σχέσιν [ο-1 -4. 

ῃ ! ' ε . . ! ω 
Ἴμδπ ἂς ἔφαρμοσωμεν τὸν τὺπον (19) τῆς δ 4 διὰ την συνάρτποιν {(4/)Ξν, οτε 
θα Εχωμεν: 
κ/’ : 
.. ἂν - ἰδ. αγ (9) 
[οἱ 
Ἐπειόπ τὸ ἀριστερόν µεᾶος τῆς (3) εἶναι μηδὲν -- τὸ ν/-ο ῄμεῖται ἓ- 


Ἅτος τὴς ζ.. δα Εχώμεν: 
./ 


δι αταν ο ᾖᾗτ 


Δι [ιο  ] -ο (4) 


Οὕτω, λόχω τῶς (1), δὰ Εκώμεν: 
ἂς ατϕ [4601141 |- ΔιαιφΦ) (5 

Ἐπειότη λογω τῆς ὑποδέσεως αἱ σύναρτησεις 4{(2) μαί 4(23) 29 (5) δὲν Έχουν 
ποΆους ἔντός τῆς 6, συμφώνως πρός την ἀρχὴν τοῦ ορίσµατος αἱ συναρτΏσεις 
4(3) μαι {(2)4 4 (2) Έχουν τον αὐτόν ἀριὸμον μηδενιξόντων σωµείων. 

Ἐφαρμογαί Ί:Εφαρμόδοντες τὸ θεώρημα τοῦ ΚοιςΏέ νὰ προσδιορισθΏ ὁ ᾱ- 
ριθµος τῶν ριδῶν τῆς Εξισωσεως 3- απ 4-!-0 τῶν ιειµένων ἐντός τοῦ αὐ- 
ἁπᾶου 13] -- 1. 

Λὖσις: θεωροῦμεν τὰς συναρτησεις 4(2)-- 43 καὶ 4 (3)Ξ 3 ασ-!. Παρατηροῦ- 
μεν τι ὅταν/τ|[- {ποτε Ι469)[--4, ενῶ |α(5)/ 5-39. Συνεπῶς Ιό4050) 219 (34)| διάτα ἆ 
τῆς περιφερείας |7|Ξ4{. Οὕτω δυνᾶµεθα νὰ ἐφαρμόσιωμεν τὸ θεώρημα τοῦ 
βοις]ι6. ᾿Ἐπειόη ο αριὸµμος τῶν μπΦενιδόντων σπµεἰων τὴν 4(3) ἑντὸς τῆς 
Ι|Ξ{ εἶναι 3 (ἕνας μηδενίσον 3- τάξεως) ἔπεται ὅτι μαὶ ὁ ἀριδμός τῶν ριζών τῆς 


συναρτΏσεως 6(2)α(1)53/-433.3-! Έντος τοῦ αύιιλου | 5-4 εἶἴναιτρια. 


23/ θεώρημα ( θεμελιώδες θεώρημα τῆς ᾽Αλγεθρας) 
δείξατε ὃτι αάδε πολυώνυμον: 


Ῥ() -πὔνα, ἀπ. ας 
θαθμοῦ τπΞΙ Έχει αμριθῶς η- ρίδας. 


Απόδειξις: θεωροῦμεν τὰς συύναρτησεις: 


3(3)5 5 ααὶ Φ(1)-α, Ἵ φα, Ἐν σγ..:αν 
Ἔστω Ἀ ἕνας ἀριὸμος μεγαθύτερος τῶν αριδμῶν { υμαὶ [ιαι].|α,|». ..ν|α.]} Σρῃὶ τοῦ 
ωυμβου || -Ε Έχομε: [ή (2)|- ΕΣ. μαὶ 43) -«|α͵| αἲ''.[α,| αἲ ν--- ἰας| «(Ίαι|.]αι-- «ία .)) Ἐ”-ε η 
Εἶναι Λοιπον |4(3)| Ια (3)|, Ἴτοι ἔπι τῆς περιφερείας |2|-Δ πᾶπροῦνται αἱ ὕποδεσεις 
Ίου θεωρήματος τοῦ βοιμεΠό υαί ὡς Έμτουτου αἱ συναρτήσεις {(2)- 3” μαὶ ὁ (1) 4 


χα (5) 5 ἂνναι Ἅ αα, αχ... απ ἔχουν τὸν αὐτὸν ἀριὸμὸν ριδῶν ἑντὸς τοῦ |] - Κ. 
4 ᾿ . ρ 


Ἡ 45) - 23 Έχει π-το πἀῆθος ρίδας͵ ἄρα μαί ἡ 41) ν4(2)ΞΡ(8)- 2. α,ἳ αι τν. κάν 
Έχει η- τὸ πᾶῆδος ρίδας Εντός τοῦ ΙΣ|- 


.. 


Ἐπί πλέον Ἡ Ρ(2):54 (2) νϕ (3) δὲν ἔχειρίδας Εωτὸς τοῦ |3Ι-Β διότι ξὰν 1115: Ε,δὰ ἔχω- 
μεν τότε; | 1” 4(2)5- |1ἱ1- Ια(3)ἱ 5 κ - κ”-ο͵ τοι: Ι5(2)| Σ0:διᾶα 38, ἄρα τὸ 2(3) 


δὲν Έχει ρἰδας ἑμτός ἥ ἐπί τῆς || - 


. 5 
Συμπᾶπρώματα μαί ἀσμωῆσεις: 
- ' 5 . - ' , 
Ι,.  μἁ εὑρεδοῦν τὰ οἑσμἈπρωτιμα ὑπόδοιπα (βεσίάιο5) τῶν ιατώθι συναρτήσεων 


ᾗ Π 6 ; ι] ῃ - 2 - 
{(2) εἰς παντα τὰ (πεπερασµενα) µεµονωµενα Ἰδιαδοντα σηιεῖα αὐτῶν: 


Ὁ Εα) πε ο) δα) ) δ(6)--ιετ- 


(221) (4344) ΓΕ ΣΤΤΙ) 
ν) {85 μετ ν). (3) πτήςς νι)  σ(38)ς εφᾖ 
νι) 4 (4) Ξ συν νι) (4) - ο κ) {(1)-ημεημ-ς 


- ͵ 4 
9. Ὁμοίως τῶν μᾖατώωδι συναρττσεων: 


ἰ) ολων ϐ) 65) πτοττος (πο) μ) {)71µ -σττ 
ν) ὀ--α εο: ον» {3-6 ουν 3. 


ο ο 


στ 


8. Νὰ ὑπολογισθη τὸ ὁλομᾶπρωμα [ ας 


ς 


πρ ι ᾷά: 
4. δια το [ανασα σλ-τ η 


ς 


ὅπου 6 εἶναι ὁ υυμλος [.-2]|-ς 


ε ι υ . { . ς , 
6  Όμσιως το σελ, ὅπου ο εἶναι 9 ἀναᾶος (215. 
ο 


ς ἤ 3 4 3 « -- 5 [ 
6. Όμοιως το ] αν ϐΣ ἀπ, (η: αιεραιος) ὅπους εἶναι ο υυμῆος |1- {. 
ος 


ν ' Γι 
3. Οµοιώςτο-- 


« ” ε | 
σηι νὰ ἀᾳ, οπου ς εἶναι ο αυαᾶος |σ]Ξτ 


σς 


ς ι ! ω « ' 
θ. Όμοιως το ᾖεφηκάς, οπου ς, εἶναι ὁ πυμᾶος |5|- η 
ς 


3, Ἔσιω {(1)Ξαοσ" γαι --. τα ο δείξατε ὅτι: πι Σπ 43) ας- α.ᾶ, β)". 
' 


ΣΙ5ΞΑ 


ο ἂν 


ν. εξ α ῳ , 
ἄξημης ’(αἳ-οἳ Ἡ ),οπου 420 μαι ς 


ο. Νά υποᾶογισθη το δᾶομῆπρωμα--ττ η 
- ς . ᾿ ι ς 2 
είναι π ευθεία Ἰραμμτι χξα,οτσακς/{ ἔΕπεκτει- 
νοµενη πρὸς τὰ ἄνω. 


ο] 


Ὑπόδ: Θεωρήσατε το ὁλοιᾶπρωμα -κτ ην πο ὦ 


ἕ 
ὅπου γ εἶναι ἡ περίµετρος ἡ Φειινυομενη εἷς 
τὸ Ζκ.| μαὶ ἀμολούδως λἀθετετό ὅριον τοῦ 


ὁ --νοο, 


Σχ. { 


Π.  μἁ εὑρεδτ τὸ ὁλοιδτιρωτιικόν ὑποᾶοιπον εἶσ τὸ ἆ- { τοῦ αλάδου τῆς πῆειο - 


τίµου συναρτΏσεως α(5)---ᾱ- ἐπιτυγχανομένου διὰ τοῦ περιορισμσὺ τοῦ 


ατα: εἷἶς τρόπον, ὥστε (2-1) πατε (3941) π, ὅπου π ακέραιος. 
(Άπαντ: μες ὁ (2) 6.1)". 
Σ- 


{, Νὰ ὑπολογισδοῦν τὰ μάτωδι ὁλοιᾶπρωματα: 
1π 


᾿ Π 
. ά . οἲς -- 
0) | τν στ (α»62ο9) (6) | ττηµτς (Άπανι πν2) 
. -π 
1Π 1 : | 
ω [Ἑσασδαται (α: μιγαδιμόσ 3! ν) ... (Απόντ: ει π). 
ο , 


1 Νά υποβογισθοῦν τὰ ιιατωδι ὁλομἀπρώματα: 


Ι ας . -. 
0) [ετςνὸ ἄγαρ τν) [προσ | ἐ) ο... Οσκτωςᾖτ. 
ο -Ὁ [ο] 
Του 
οτι ἀχ π. (1η)! 
µΜ, Δειξδατε οτι: | παν ἀπό τπητ 


ο 


Ι6. Χρησιμοποιοῦντες την περίµετρον την Φειμνυομένηιν εἰ το Σκ.2 τῆς 6 3 


ς Ὠ / 3 
ὑπο δ 1 δειξατε Οτι: ην ες ακ Ξ-ᾖ-- 


ο 


6. Νὰ ο υιὰτωθι ολομβτιρωματα: 


α 
νχάχ . 
ο [αξοᾶ να, α20,620 ᾖἰἰ) άρεεε. α 2 0. 


Ι1. ΄ Να ὑποβοχισθὴ το οἁοιδπρωμα ἵ ος , Τξ:0 Φνσιιιὸς 
ἀριδμός. . 
Υπόδ: θεωρηΏσατε το ὁδβουλήρωμα | οξ ; ὅπου ο, εἶναι ᾗ 


ο 
' ! 3 ; ῃ Π - 
περιµετρος ἀποτελουμένη ἀπὸ τὰς ἀμτῖνας ατα 350 υαί 


απο ξ--.. μαὶ ἕνα αυιιΔιικον τοξον ΑΒ (0λ.Σκ. 9). 


Σκ.2 


4 μ - , - { ο - ϊ ! 
ΙΒ. Λιὰ χρησιµοποίιηπσεως τοῦ Λημματος τοῦ οοτάαπ να υποᾷΔογισδοῦν τα ματῳ- 


δι ῥλρωδπρωματα 


πσυνκάκ ., αμ χάΧ. νι αημακ 
9) [ πατο 14) | πο εειο. 1148) | στι ὃτ ᾱχ (α2ο, 67ο) 
-ο -οο 6 
9 Νά ὑπολογισδοῦν τὰ πἁάτωθι ὁλοιιάπρωματα: 
ο ου 
Γ. 
ὓ | ας ἡ) { οννλαχ. συν16χ || 8) ος ος 
ο, ᾽ ' ς ς ͵ Ξ ς εἶλι 
ποὸ: χρησιµοποιησατε δια τανωτέρω οᾷοιμᾶτπρωματα το ὁλοιόήρωμα | αι 


ι.. { [ι - ὥ ὰ ἴ 
οπου ϱ εἶναι ἡ περίµετρος τοῦ Σχ.2 τῆς δ9 τῆς ὑπο-6Π. - 


4ο. Νά ὑποβοχισθοῦν τὰ ολοιδηρώματα(τῶν πδειοτίμων το. 


ο ο κ 

: ζοα”χ ος αχ" έοαχ. τοι 

ὃ | πες. ᾱς ᾧ Ίππο -- ἃ πναὶ Ἡ εσατι) 
ο ο 


2. Νὰ δειχὸΏ ὅτι: τη ει 


«Υποὸ: Πρὸς τούτοις θεωρήσατε τὴν συν- 


αρτηισιν 


ό(2)Ξ '-- 
Λαθβατε τον ιδὰδον τῆς πᾶειοτιμου συναρ- 
«πησεως εἰς τρόπον, ὥστε νὰ Έχωμεν: 
ος απαᾷ (1-ι)ςο2πΠ 
μαι ος απο (191)κ2Π 
Ἐν συνεχεία εωτεβέσατε τήν οΔοιιδήρω- 
σιν πατὰ µπιος τῆς περιμετρού τῆς Φει- 


ανυομενης εἷς τὸ Ἔκ. 3. θὰ εἶναι 


Ζκ.35 
4(9)43- απί Ῥος { (3). Αιολδούθως ὑποθεσατε ὅτι, Ε--οο εαὶ 6-νο µτ.λ. 
. ο, Φἰ 
. ς - { ς . σαχ 
21. Να ὑποβοχισὸη το ὁἈοιδβηπρωμα Γστερτττε 


1 
43. Ὑποβογίοατε τὰ µάτωθι ὁβοι Ἀτπρώματα ὑποθετοντες ὃτι «2Ο διὰ κ20. 


ο 

| ρ- 

0) [: Ιουναχκάκ(αρο,οςρςι) 
ο 


οὐ 
1) | χ ημαχάκ (α»ο,-ιερς1) 


ὨὙποῦδ. χρησιµοποιήσατε τὸ ολοιᾶπρωμα 


4 - ε - : α 4 5 . 
α ο ἄξ, ὅπου ς εἶναι ἡὶ περίµετρος ἠ Φειινυο- 
ς 


Ζχ.4 
µενη εἰς τὸ Σκ. 4. 


’ ς , { ) ῃ 
4. Έσιω ὁτι η ϱΏτη συνάρτησις 4(2) Έχουσα πόλους 
͵ ὃν ᾽ μ ᾽ ' - 
α,,α.,..., α. οὐδεί τῶν ὁποίαν αεῖται ἔπι τοῦ 
-. Ἡν σ - / κ 
πραγματιιαοῦ αξονος τι εἶναι μµΏΦεν Ί4αὶ ἔστω 


Ρ ένας πραγµατιμό5 ἀριθμός τοιοῦτοςιώστε: 


-Εἶπη [ε α]- εἶη [ᾳ'42]|-ο 


31. 


49. 


Δειξατε ὅτι: 


|) Εάν Ρ δὲν εἶναι αμέραιος,τοτε 


[αη (α) ἀχ Ξ-πμπρ α- » βος [τ)1(3)] 


1) 
ο 


1) ᾿Εὰν ῥ εἶναι ἕνας ἀμέραιος, τοτε: 

ο πι 

, ἀχΞ- ρος ἶ αἱ θοα” 4 (1) 

| χ{(χ) . μας] οὗ "5 

ρ . 
ὅπου {οῦ 2 ἔοφ |3/1ἱατφΣ, 05 απ «3Π. 
ἁπῥό: θεωρησατε ἀντιστοίκως τὰ ὁλσιδηρωματα [να. υμαὶ [ε’ θα Ἡ{ (3) ά5, 
ο! - ς [ --- ς ς 
οπου ς, εἶναι πη περιµετρος του ΣΧ. 5. 
ΜΕ την θοῄθειαν τοῦ θεωρηΏµατος τοῦ Ἀσιις(δ να προσδιορισὸπι ο ἀριθμος τῶν 
ριδῶν τῶν ματωδι πολυωνύμων: 

Ἱ) ᾖἆ6-οφόνσ)-ο ) ᾖ)- 11 θ3-2. 

Μὲ την θοτιθειαν τοῦ θεωρηµατος τοῦ βοµςπὀ νά προσὰορισὸη ο αριδμόὸς τῶν 


ρισών τῆς εξισώσεως 23- 6ὲ 33150 εἰς τὸ χὼὠρὶον 1 |] 2. 


η -- 3 ͵ ῃ 3 Γι μ [ 
Ποσαι ρίδαι τῷς εξισωώσεώς ϱ3- 4ὲ 31ΞΟ εὑρίσιονται εντος τοῦ μυλλου (τς 


(Ώ: φυσιιός ἀριὸμόδ). 


η ' 3 ᾽ { 1 
Δεἰξατε ὅτι, ἔαν ρ-1, τότε δια π αρμούντως µεγαᾖο το πολυώνυμον: 
Ρ (τη) «15 ο α9 τι πα 


δὲν Έχει ρίξας ἔντός τοῦ αὐμλου Ίά]ςρ. 


[ | - 1 [ κος 
Πόσαι ρἰδαι τοῦ πολυωνυµου 1935461453 981ἱ.43.4 μεῖνται εἰς το δεξίον Ἡ- 


μιεπίπεδον } 


οπολογίσατε το ὁᾷομᾶηρωμα [ ' ντ | 


εέ 
οπου Γκίνες: Ιπιπα], Ιβίγα. 
µ ϱ - ͵ , - - 
«Ὑπόδ: Κατ ἀρχήν χρπσιμοποιοῦντες τὴν σχέσιν |ή/-α--»23-α” δείξατε ὅτι εἶναι: 


άξ]---ἶα-ᾱ-- μαὶ ἀμολούδως διαιρἰνατε τὰς περιπτώσεις: |) |2ο]κα͵, ἵ)) |1ο2ᾳ. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΗΝ ΙΧ 
ΜΕΡΟΜΟΡΦΟΙ ΑΚΕΡΑΙΑΙ ΣΥΜΑΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΑΓΟΗΤΟΠΟΙΗΣΙΣ 


δ!. ΜΕΡΟΜΟΡΦΟΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
Μία σπουδαία κατηγορία συναρτησεων εἶναι Ὦ αατηγορία τῶν συναρτησε- 
ων τῶν ὁποιῶων τα µονα ἀνώμαᾶα σηµεῖα εἶναι τολοι. 
Ὀρισμος ΙΚ-Ί-Ι, Μία συνάρτησις 4(3), ἡ ὁποία εἶναι ἄναδυτ/ιαη εἰς ἕνα 
ἀνοιωτὸν συνοᾶον 4 ἑωτός ἀπὸ τὰ σηµεῖα (τούτου) πεπερασμένου Ἠ τιαὶ ᾱ- 
πείρου (ἀριομτσιμου) πῶήθδους, ποὺ εἶναι πὀᾷοι αὐτῆς, θά ικαδεῖται µερο- 


µορφος συνάρτησις. 


͵ ς : ο ε 5 ῃ - 
Παραδείγματα {Ξ/ Ἡ συνάρτηῃσις ἆ(2)Ξ --ἷς- εἶναι µεροµορφος ἔντος τοῦ 
[πο ϱ Τα Ρρ Φ 
μιχαδιιοῦ Έπιπεδου ὦ. Αὕτη Έχει µόνον ἕναν ἁπᾶόν ποᾷον, τὸ σηιμεῖου ᾱ-{. 
« [ Γ » - -- , Π . » 
Ηκ-πταξεως πα ὠτος αυτης εἶναι µε ορφος συνάρττσις καὶ ἔχει ὡς 
ράχωγ μορφ ρ 
πὀᾷον µονον το σημεῖον 2-4 (κ«!)-ταξεως. 
. τ [ . -- ͵ ι μα 
25/ Ἔὰν αἱ συναρτΏσεις Ρ(2) μαι Φ(4) εἶναι πολυώνυµα,το πηδῖιον Σαρ) 
Γ ͵ ' ς ῃ - ' ε ς / . 
εἶναι µία µερόµορφος συνάρτησις ἑντός τοῦ ο αὶ ἐπιδεχεται ὡςπολους τὰς 
ρίδας τοῦ Φ(3) με τόν αὐτὸν θαῦμον πολθαπᾷστητος. 


8/ Ἡ συνάρτπσις 43)” ημΖ Έχει ὡς ρίδας τὰ ἁπᾶα ο. Κ.π του πο 


ἄξονος (Κ:ΞΟ,341,42,...). Συνεπῶς Ώ συνάρτησις 4(3--- εἶναι μερομορφος εντος 


ΕΙ 
τοῦ ὁ αι ον ὡς ἁπᾶους πολους τα σημµεῖα Κ.Π. Το αὐτο συμθαϊνει μαι 
όια τὴν συναρτησιν 33) Ξ 6φ ᾱ. 

45/ Η συναρττισις α3)Ξ ο” ὡς Ίνωστον, δὲν ἔχει ρἶδας. 09εν,ἡ συνάρτησις ό(5)- τς 
δὲν ἔχει οὐδέν ἰδιάσον σημεῖον ἑντός τοῦ 6; .Ὀδεν δὲν εἶναι μερόμορφος ἓν 6.. 

5 Ἡ συναρτΏησις α()- εἰ οἳ-ι ἔχει ὡς απᾶας ριδας τὰ σηµεῖα 2ΙΚπ(ΚκΞΟ,8!; 32...) 


εἶναι µερόµορφος ἔντός τοῦ 6 μαί Ἐπιδεχεται 


Συνεπῶς π συνάρτησις 4(2)Ξ στ- : 
ι ν ς ( ι ' ͵ 
τὰ σηµεῖα ᾱ- οἰΚπ ὡς ἁπλούς Πολους. 
65/ Διὰ άδε 340 ἡ συνάρτησις 4(3)-τμ- εἶναι µία ἀναλυτιικπ συνάρττσις 
' [ Π έ - ο ι 1 ὥω 3 1 . ος ” 
δια τπν οποίαν το 35ο εἶναι ἕνα μεμονώμενον οὐσιῶδες ο λρὰ σπμεῖον. Ἑ- 


πίσως ὦ συναρτΏησις δ(1)ξημ Ξ μηδενιδεται εἰς τα σημεία Στ π(κεδη αμ ος 


Οὕτω Π συναρτησις ὁ(2)- πμσ- Έχει µίαν ἄπειριαν ον εἰς παδε περισχήν τοῦ 
ἄςο. Ὅδεν, εάν Ὀερησαιμεν τὴν συνάρτησιν Φ()- πα τς ο ττ-, αύτη εἶναι µια μερο- 
µορφος συγάρτησις µε ἀπείρουςπολους, τὸ δὲ σωμεῖον 3-0 δεν εἶναι µεμο- 
νωμένον ἰδιάδον σημεῖον αὐτῆς, ααῦὸ οτι εἰς μάθε περιοχἠν τοῦ 3-0 ὑπάρ- 
χουν ἄπειροι πόλοι τῆς συναρτΏσεως. 

75/ Ὡς γνωστὸν, Ἀ συνάρττοις 4) εἰς τὸ ἔπειμτεταμἔνον µιγαδιαόν ἐπίπεδον Οὰ ἔχη πο Ὃν το 
ξ-α», ἔκὰν ἡ Φ(/9)ΞΦ() Έχει πόᾷον τὸ σημεῖον 2-0. Εάν θεωρήσωμεν τὸ πολυώνυμον Ρ(3)-αστ”»--- 


να... τας τοῦτο ἔχει πόᾷον πῃ-τάξεως τό σημεῖον 2-99, διοτι Ώ συνἀρτησις: 


α (2-4 (1) πο στη ασε ἂν 


/ , ' 
ἔχει τὸ 3-0 πὀᾷον τη-ταξεως. Οὕτω ἡ Σ(3) εἶναι µεροµορφος συνάρτησις εἰς 


, ’ 
το ἐπειτεταμένον µιχαδιιμον πεδιον. 


' ’ 
Ἀποδειινυεται ὅτι: 


Προτασις Ικ-Ί-ι. Εάν η σειρα 2 ὀκ) τῶν µε ομο ὧν συναρτήσεων - 
μᾶϊνη ομαλδῶς ἐπὶ παντος συμπαχοῦς συνολου, ἔστω ἄ,τοτε υαὶ ἡ «εαν 
παραχώὠχων . ό- (3) συχμᾶΐνει ὁμαλῶς Επὶ τοῦ συμπαγοῦς ἆ ται τὸ ᾱ-- 
ὃροισμα της εἶναι η παρα χωγος του αθροισματος Σ ὃν (5). 


ὂκς ἔπανέλδωμεν ἄοιπόν εἰς τήν µερόμορφον συνάρτησιν (3) Επί τοῦ χωρίου ᾱ, 
Τότε εἲς ιιὰάδε πὸᾷον αι ἀντιστοικεῖ τὸ ἰδιάσον µέρος τῆς ό(3) τὸ ὁποῖον εἶναι 
τό πρωτεῦον μέρος τῆς σειρᾶς τοῦ | αατεπῖ πού ἀναπτύσσεται ἡ ὁ(3) περιξ τοῦ 
πόλου 2-α.. Αὐτο τὸ μἒρος εἶναι ἕνα τολυώνυμον τῆς μορφῆς Ἑν (τς-ας)- 

Διατάσσοντες δὲ τοὺς ποᾶους Ματα τᾶξιν µέτρου, συμφώνως πρός τ' ἀνωτέ- 
ρω, δυνάµεθα νὰ ἐπιτύχωμεν την µάτωδι παραστασιν μιᾶς µεροµορφου συν- 
αρτησεως, ητοι: 
16)- Σ Ῥ αι ννοαο ϐϱ 

η 
ὅπου ἡ Ρ(3) εἶναι ἀναδυτιιη εἰς τὸ χωρισν «. 

Τὁ ἄδροισμα τοῦ Φεξιοῦ μέλους τῇ (1) εἶναι ἐν Χένει ἄπειραον μαὶ οὕτω δεν δυ- 
νάµεδα νὰ ἐξασφαδβίσωμεν εω τῶν προτέρων τὴν σύχαδισιν τῆς σειρᾶς (!). Ἐν 
τούτοις ὑπάρχουν µεριωαί περιπτώσεις ιατὰ τὰς ὁποίας ἡ σειρα συγαδίνει καὶ 


-τ Ι ι 1 {. - 
τὸ σπουφαιότερον εἶναι ὅτι συχνα δυναµεθα νὰ προσδιορισωµεν ἀμριθώῶς τήν 


ἃ 2 ι ͵ { - ε . ῃ 
συναρτησιν Ρ(3) ἀπὸ μµἰαν χενιαήν δεώρησιν τῆς δοθείστις συναρτήσσως. 
/ - ' 3 ως. , ᾽ ῳ 
Δὲν δά ἀσχολτδῶμεν µε την Έξετασιν τοῦ ἀνωτέρω ἀντιμειμενου εὖς 9ἆον 
Π [ }λ ο -ά ».! - ο . ͵ [ 
τὸ θάδος μαὸ ὅτι τοῦτο εξερχεται τοῦ σιοποῦ τοῦ παροντος θιθλιου. 
τ) ' ὼ -τ ῃ { , 
Εἰς τὴν περίπτωσιν ὅπου τὸ 4 εἶναι ὁᾶόιμᾶτρον τὸ µιχαΦιμον Επιπεφον, ἀποδει- 
έ οί ( Ι Π . ῳ ὸ Ἡ 3 ς ' / 
υνύεται ὅτι, ιάδε µεροµορφος συνάρτησις ἔχει ἕνα ἄναπτυχμα εις ἅπῆα μ-α- 
ια Π ͵ [ -- ς ι 
σµατα μαί ὅτι τὸ ἰδιάδον µέρος δύναται νά περιγραφΏ αὐθαιρέτως. Ἡ ἀνωτᾶ- 
[ι ς .- - " 
ρ ἀνάλυσις περιγράφεται ὑπό τοῦ κάτωθι θεωρήματος, το οποῖον οφειλεται 


εἰς τους Μἰγέαα - |.εὗ του. 


θεώρημα 1ς-1-{. (ΜίΕίας- ἰοὐ {{ου). Ἔστω {αφ], πΞ{ µία ἀμολουθία µιχα- 
διιῶν αἀριὸδμῶν με Εἶτῃ αν 5 οὉ μαὶ ἔστω (1) µία ἀμοβουθία ποβυωνυμων ᾱ- 
νευ σταδεροῦ ὅρου. Τότε ὑπάρχουν συναρτήσεις, αἱ ὁποῖαι εἶναι μερομορθοι 
εἰς οᾷοιᾶπρον τὸ µιχαδιιον Επίπεδον μὲ πολους τὰ σημεῖα αν εαὶ ἀντίστοικα 
Ιδιάξδοντα μέρη τὰ (σας) «Εν ποῦτοις η πᾶξον χενιαη µερόμορφος συν- 


άρτησις αὐτοῦ τοῦ εἴδους δύναται νὰ χραφΏ ὑπό τὴν µορφήν: 
{ῶ-Σ [κβ-α) πΦ] 4 ὢ 
Ἀ 


ὅπσυ τὰ Ῥ (3) εἶναι ιιαταβἈπιβου ἑαβοχῆς προσδιοριστεα πολυώνυµα ἀαί η 4(:) 


2 ͵ ” Ὠ ὸ | 
εἶναι ἀναδυτιαη συναρτησις εἲς ὁἁοιᾶπρον τὸ µιγαδιιμὀν ἐπίπεδον. 


Ἀπόδειξις: Ἐπειότ ἡ δν (ας) εἶναι ἀναᾶυτιιωτ δια |σ]ς |αν[, δύναται αὖ - 
πΏ νά ἀναδυδῆ εἲς μίαν σειρὰν τοῦ Μαςθαωπἰη περιξ τῆς ἀρχῆς, υποδέτοντες 
φυσιμά ὅτι, ἄν 0. Ἐαβέγομεν ὡς Ῥ (3) ἕνα µεριιμόν ἄθροισμα αὐτῆς τήςσει- 
ρᾶς μὲ τεβευταῖον ὅρον θαδμοῦ ἂ». Οὕτω, ἐαν | Β,| Ξ-ς Μη πότε θάσει τοῦ τὺ- 


που (4), Κεφ τι δΊ θά Έχωμεν, ἐάν ὂεσωμεν | Ἠ] τοις --π” - υαὶ Ισ Ὅ. 


! - αν! | , σ, κ ληί 
[Ἐν (ρας)- ο) Ξ |) 5 Με’ 2” ἵαί κ (σος) ἕ 
3 
.-, ία ' 4 { Π ς 3 [ ͵ ' ; 
Εαν |α]5τς -ᾱ' οἵστε ποτ τη μαὶ π ἀνωτερωσχεσις χραφεται;: 


η 
αν ο τας 


δα) Ῥῶ[σ Μι ) Ὁ 


ω 2 ! ! 
πτις ίσχυει ια τε σα»... 


Μέ αὐτόν τὸν ὑποδοχισμὸν εἶναι προφανἒς, ὅτι ἡ σειρα τοῦ δεξιοῦ μἔλους τῆς 
(3) Φύναται νὰ συγμᾶίνη εᾷσχοντες τούς ξιωθέτας λ, ἀρισούντωξ µεχαᾶους. 
Διὰ αρησιµοποιήσεως τοῦ τύπου τοῦ Φιδοντος τὴν ἀμτῖνα συγιδίσεως μιᾶς 


δυναμοσειρᾶς εὑρίσιομεν, ὅτι ἡ ώς, 


Σ.Μν ο. (4) 


Μη ἴλη 
|Όμ 


συχιδϊνει εἷς οὰόι Άτιρον τὸ ἐπίπεδον, ξὰν το Είπη -0 μαὶ αυτο συµ- 
θαΐνει, άν Λ. » οφ Με 

θεωροῦμεν ἕναν αὐθαίρετον δίσιον |Σ]«β. Ἡ σειρα Σ(ἒν- Ῥ) Έχει µόνον 
ἕναν πεπερασμµεένον ἀριόμον ὄρων, οἱ ὁποῖοι ααδιστοῦν ασ οός ἄπειρον εντός 
τοῦ δίσιου |] -- Ἡ καὶ ἀπο μίαν ὠρισμένην τιμήν τοῦ η μαὶ µετά ἡ ἀνισό- 
της (9) θὰ ἰσκὺύπ παντοῦ ἐπί τοῦ ὀΐσιου. Ἐάν δὲ οἱ ὅροι µε |α.!Ξ ΕΚ παραλη- 
φδοῦν, Ἡ Ἐναπομένουσα σειρα, Δόγω τῆς (3), δά συγιαλίνη ἀπολύτως 
μαὶ ὁμαλῶς ἔντός τοῦ |2|Ξ Α. Ἐπειδύτο Ε ἑάλφδη αὐθαίρετονιή σειρὰ »Σ6-Ἀ) 
συγιαδίνει ὁΐ ὅβα τὰ Ζ-έα. μαὶ παριστᾶ μίαν µερόµορφον συνάρτησιν εἰς ὁ8ὁ- 
κ4προν τὸ µιγαόιμόν ἔἐπίπεδον. 

Ἡ συνάρτησις αὗττ θά ἔχγι τοὺς αὐτούς πόλους αμαὶ ἰδιαδοντα µξρτι µε την ὁ (3). 
Ὅδεν, ἡ διαφορά: 

ον 
ἐ(- 2 [Ε(-ας)- Ῥ] 


η ς ε , [ , Ἶ ” . ' Γ : κ .. 
τήν οποίαν ᾱς ααᾷξεσωμεν «{5), δὰ εἶναι προφανώς µία ἀναβυτιωη συναρτποις.ο..δ. 


52. ΑΜΑΛΥΣΙ7Σ ΜΕΡΙΚΩΝ ΚΥΚΛΙΚΩΗ ΣΥΜΑΡΤΗΣΕΩΗ ΕΙΣ ΜΕΡΙΚΑ ΚΛΑΣΜΑΤΑ ΜΕ ΤΗἠ 
ΒΟΗΘΕΙΑ του ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ Του ΜΙΤΊΑα-ιΙΕΕΙΙΕΒΕ. 

Ι. Ἡ συνάρτησις (3) μη ἔχει πόλους 2-τάξεως τὰ στµεῖα Ἐ-π, η: ἀμξφραιος. 

τὸ ἰδιάδον µερος τῆς ὁ (3) ὅια 3250, ὅπλ. τὸ πρωτεῦον µερος τῆς σειρᾶς τοῦ 


μαωτοπὶ τού ἀναπτύσσεται Ὢ ό(3) πἐριξ τοῦ σημείου 59, εἶναι τό-ᾱς υαι 


επειόπ ημ"π (1 -η)ς πημ΄πΣ, τὰ Ίδιαδοντα μέρη. εἰς τὰ σημεῖα Ἆςη εἶναι-----ςς - πρ / 


Ἡ σειρα ' 


πορ ἡ 


» (4-η)" () 


πα 


. [ ἳ Π ΄ Π . ͵ 
συγαΆίνει διὰ 5 η, διότι συμφώνως πρὸς τὸ µριτΏριον συγυρίσεως ἡ σειρα 


οσο 
{4 - ' ' ς μ ι ς ὤ [ ͵ 
ὼ -ῃε εἶναι συγιᾶϊνουσα. Αυτη ἡ σειρα ουγιᾶϊνει ὁμαβῶς Επί παντος συµπα- 
ατα 
- 2 4 -Ἡ αί ς .. { -  Ἡ 
τοὺς συνόᾶου, Εφ’ ὅσον παραδειςδοῦν οἱ ὁροι οἱ οποῖοι την ααθιστοῦν ἄπει- 
3 -- - { ἳ 
ρον ἐπ αὐτοῦ τοῦ συνοἁᾶου. 


Συμφώνως ἂοιπον ώς τὸ ἀνωτέρω θεώρτιµα ὄυναμεθα νά γράψωμεν: 


μπα - τε σα-ηλ κα (3) (1) 


ὅπου Ἡ (2) εἶναι ἀναᾶντιιατι ἓφ ὁᾷβοιᾶήρου τοῦ Επιπέδου, Ἐν συνεχεία ὃα δείξω- 
μεν ὅτι ἡ Φ{2) εἶναι ἔω ταυτοτητος µηδεν. Πρός τούτοις παρατηροῦμεν ὅτι ἡ συνάρ- 
τισις πῃς- ταί ἡ σειρα (1) εἶναι περιοδιιαὶ μὲ περιοδον νομος ας ῃ 
435) θα Έχπ τὴν αὐτὴν περἰοδον. 
θετοντες ἆ-χθίν δὰ ἔχωμεν: 
ἱπμπᾳ[ - οὐσπι-συνχ 


. ο - μ Π ς α- [ . .. , 
μαί εντεύθεν το τείνει ὅμα λῶς προς τὸ 0 τοῦ |] --να, Ἠόπ εὐιμολως δια- 


πι 
πμσπς 
- . ; [ ͵ ' » « ͵ / ! 
πιστοῦται ὅτι καὶ Ἡ συνάρτησις (1) ἔχει των αὐτην ιδιότητα πλ. τεὶνει προς τὸ 
' ν [ 5 Π ὰ ώ πο Π η 
µτηδεν που [9] --- σ0. ρημας τπ συγαᾶισις αὐτῆς εἶναι ὁμαδη δια [11] 3- 4 
' 
[τ- τηε "α πλνος 


4 π αι .. « ι 
στον» ἔπεται οτι τοῦ ἱυ]---- ο π σειρα 

Π µ ’ ο ε 5 - ; { Π 
τεινει πρὸς τὸ μηδέν, Ὅθδεν, αἱ η α(2) τεινει ομαλῶς προςτο ον 


μαι κα ἔχομεν ------ 


ο 
έσω ττ πτ 
τοῦ |η] --» οο. Αὐτὸ εἶναι ἵμανον νὰ συμπεράνωµεν ὅτι η [4(2)| εἶναι φραγμµενπ εἰς 


μίαν περιοδιµῃην Δωρίδα Ο.Ε κ-ε1 μαί λόγω τῆς περιοόιμότητος τῆς α (5)| αὗ- 
τη 9ά εἶναι φραγµενη εἰς ολομάπρον το Επἰπεδον. Συμφώνως δὲ πρὸς τὸ δεώρη- 
μα ποῦ ἱ{σμνὶ εέο Ἠ 4(:) δὰ πρεπει νἁ ἀνάχεται εἰς µίαν σταδερὰν ιιαί ἔπειδῆ τὸ ορι- 


ον αὐτῆς διὰ |ψ]--νοο εἶναι μτδὲν, θὰ .. νὰ Εχωµμεν 4{2)Ξ: Ο.Ἡ (2) λοιπόν γραφεται: 


(3) 


|) Ίσχυει 9 αὐτὸς ὁρισμός τῆς περιοδιµότητος ὅπως ιιαί εἰς τά» πραγµατιιάς συναρττλσεις. 


Ἱ. θευροῦμεν την σειραν:; 
σπκΣσ (ποππόω ϐ 


τισ-σο 


ω , 3 ε ' .ν η ι αν ' ᾽ έ ͵ ᾿ 
(Όπου ὃ τονος εἰς τὸ συμβοᾷον τῆς ἀδροἰίσεως δηλοϊ ὅτι δεν ἄαμθανεται ο ὄρος ποὺ ἀν- 


τιστοιχεῖ εἰς ηπΞ ο) 


Αὐτῃ Π σειρα συγιᾶϊνει ὁμαλῶς εἰς αάθε συµπαχες συνολον. 


Πράγματι, 


πο | τππή-ττ 
πο Τι ΠπΙ-τ] 


{ Γ [ Π { ' -- { - 
0 γενιωὸς ὄρος Φράσσεται ἄπο τὸν γενιιον 6ρον μιᾶς συγµᾶινουσης σειρᾶς. 


όια η] ααὶ [αἱ Ξ 


Ὑπάρχει ἄοιπον ὁμαᾶη συγαᾶισις τῆς θεωρηδεἰσης σειρᾶς, παραδείποντες ἕ- 
ναν πεπερασµένον ἀριὸμον ὅρων τῆς δοθεισως σειρᾶς (εἶναι αὐτοὶ όια τοὺς ο- 
ποιους |πὶ «π). 

Τὸ ἄδροισμα ὁ(1) αὐτῆς τῆς σειρας εἶναι µλα µερόµορφος συνάαρτηΏσις. Δυ- 
νάμεδα λοιπόν νὰ παραγωχίσωµεν ὅρον πρὸς ὅρον αὐτῶν τῶν σειραν μαὶ οὕτω 
νά Επιτυχωµεν: 

. 
{ὠ--ς ασ 3 νὰ Γ πο) - σεν σα) πας (Δσχω τῆς 3) 

Συνεπῶς δι οΔομάπρώσεως Δαμθανομεν: 

{(ϱ)- πσφηπσνςο (5) 
ἘπειόΏ αἵ ὐ(3) ιαὶ σπα εἶναι περιτταὶ συναρτήσεις, ὃὰ Ἐχωμεν: 
{(-Έ)Ξ πθφ(-πἝ)νο ἩἨ 
-δ(2)- -πσφ(πᾶ)ες (5’) 
Δια προσθεσεως τῶν (5) μαὶ (5) λαμθάνομεν ςΞο. 
Οὕτω ἔκομεν - {(1)Ξ τἉ.ΘΦΠ7 (6) Ὥ 


ο. νά (απ πι) 


ο ως 


'Εὰν εἰς την (3) πρσδεδων ἀνα ους τοὺς ὀφους ποὺ ἀντιστοιχοῦν εἰς τα 


μαίὶ -π, θὰ ἠάθωμεν τεδιιὤῶς': 


(8) 


πΠ. θεὠροῦμεν την σειραν : 
{ (9) -. νο) (8) 
ο πτππς σπα 


ο 9 [ τὸ ͵ ω 3 ας} - 1 4 ὰ ον 

Όπως εἰ» το πρῶτον παραδειχµα, οὕτώ αι ἐεδῶ «ποφδειανύεται εντελῶς 
“. 4 [ , ο ας , ͵ -- 
Όμοια; ὅτι ἡ ἀνώτερω σειρά συγιἀίνει ὁμαβῶς ἐπὶ παντός συμπαγοῦς συ- 

! { " ' τ ' ί ι ͵ 
νοᾷου. Το ἄθροισμα δὲ ταύτης εἶναι µία περιοδιαη συναρττισις περιόφου 4. 


ψ Σε ! ͵ ι 
Ηόη ἃς ΘεωρηΏησωμµεν τΏν συνάρτησιν: 


2 πι 3ΟυνῃΣ 
3(2)Ξ Ὄμλπ{τ, εσπε πο ο τμτῃπσΣ 
θέτοµεν: κ τόᾷ)-4ω-δ Ἕπα π μπα ο (9 
απ- ορ 


Αὗτη εἶναι µία ἂνα λυτιαπ συνάρτησις ἐφ ὁᾷοιιᾶΏρου τοῦ μικαδιιιοῦ ἐπιπὲ- 
δου, διότι ὁ ὄρος Στ τοῦ ἀναπτύχματος τοῦ Γαωτεπί τῆς α(:) Ἐξαβειφεται 
μεταξυ τοῦ ὅρου --ς στ τῆς Φ(3) ιιαἰ οὕτω δὲν ὑπάρχει ὁ ὄρος πε. Τό αὐτὸ συμθαὶ- 
νει μαὶ διά τοὺς ἄλλους Πολους, λόγω τῆς περιοφιµόοτητος. Οὕτω ἡ Φιαφο-. 
ρά ό(3)-4(3)Ξ κ(5) εἶναι µία ἀναδυτιαΏ συνάρτησις ἐπί τοῦ ὁ ααὶ περιοδου .. 

Ἀποδειινύεται τιατ ἀνάᾷοχον τρόπον, ὅπως ιαὶ εἰς τὸ πρῶτον παρᾶδειγμα οτι: 

ζἶπη ηΚκ(5)-ο, (ὅπου Ὁς χι). 


Συνεπῶς τι Κ(3) εἶναι ο” μαὶ ματὰ τὸ θεώρημα τοῦ 1. ιουνὶέθο αὗτη δἀ πρὲ- 


πει νά είναι σταδερἀ, ἡ δὲ σταδερά τιμη αὐτῆς θά εἶναι προφανῶς στι πρὠς το μηφέν. 


ώ . ὦ » ο μι συνπΣ (- 
Όδεν, λογω τῆς (10) Εχοµεν: π' τε «Σεντ (1) 


. ᾿ ο η 4 

Α5 Όεωρησωμεν την συναρτπσιν: Γί--9 . (ο (απ ο (132) 
ἡ ὁποία συγιᾶίνει ὁμαβῶς Επὶ παντὸς συμπαχοῦς συνόλου. 
Διὰ παραχωπγίσεως ὅρον - ὅρον τῆς ἀνωτερο) σειρᾶς εὑρίσοαομεν: 


ΑΠ οὐ ας η 
εί) ---τ» ή τ. στο Ξ -τωα- (13) 


Λόγω δὲ τῶν (11) ααὶ (13) ἔχομεν τελιιῶς: Ε (9) πι επα-- 


: ου πι [ουν τα μί 
Όδεν, 5) -π' /ππᾶ- «κ -ππσ νο 4) 


: .. 6 { ! - [ 
πμ σταθερα εἶναι µιηδὲν ιαῦ ὅτι, αἱ συναρτήσεις Ε(2) και ΏμπἙ εἶναι περιτται 
συναρτΏσεις. Συνεπῶς Εξιτῶν (12) υαὶ (14) Δαμθάνομεν τελιαώῶς: 


(15) 


Ο τύπος (15) γράφεται ααὶ ὡς εξῆς: 


(16) 


83. ΑΠΕΙΡΟΓΙΗΟΜΕΝΜΑ 


θεωροῦμεν την ἀμολουδίαν τῶν μιγαδιαῶν ἀριθμῶν : 
ατα οσο 

ΕΕ αὐτῆς δυναµεδα νὰ σχηµατισωμεν την αιοβουθίαν τῶν τινομένων: 

πι 

δν (1ο) (1 ζο) (19ς))" (11 σπ), πθο (0) 

Ὁ Ρ υαδεῖται π- τάξεως µερ!1όν γινοµενον τῆς ἀμολουθιας {1νζκ], Κο. 
Τὸ συµθοᾶιιον Ὑινομενον: 

Ἡ (οκ) (109-σο) 961) τ 4. σκ}""' (4) 


μαδεῖται ἀπειροχινόμενον τΏς ἀμοβουθίας [οι], κΞο 


Ὀρισμὸς 1κ-3-4. θά Δέγωμεν ὅτι τὸ ἀπειρογινομενον π, (ως) συγιιᾶίνει, ξαν 
ἡ ἀποβσυθία ὃ «Ἡ, (ηχσι),πΞΟ τῶν μερικών γινοµένων συγιήίνη πρός ἑναν 
πεπερασμµένον 2 οιδόν Φιάφορον τοῦ μηδενός. 

'µὰν ὁ Ρ, τέϊντ πρὀς τὸ μηδέν χωρὶς μάθε παράγων Ί96κ νὰ ναι ἴσος πρὸς τὸ µη- 
δὲν ἤ χὠρὶς να πεῖινη (ιάθε παρᾶχων) πρὸς ἕνα πεπερασμένον ὅριον, τότε δὰ λέ- 
τωμεν ὅτι το ἀπειρογινομενον ἀποιιδινει. 

Εἰς την περπτώρν ὅπου πεπερασμενον τὸ πᾶηδος παράγοντες τοῦ πινοµένου εἷ- 
ναι ἴσοι προς το μηδεν, δά ἂξγωμεν τιαὶ παδιν οτι τὸ ἀπειρογνομιενον συχιαᾶινει. οτν 
τό Τινόµενον που ἐπιτυγχανομεν, εαν ἀφαιρξσωμεν αὖτους τους μηφενίδοντα5 


παραχοντας, συγυᾶίνη. 

Οὕτω, ἕνα ἀπειρογχινομενον εἶναι μΏδέν, εαν τουβαχιστον ἕνας τῶν παρα- 
γόντων του εἶναι μπιδεν, 

Δυναμεθα Δοιπόν νὰ ὑποθεσωμεν ὅτι, εἰς τό ἀπειροχινόμενον Φ) είναι Οι -Ί 
δια μαδε Κε Μ. 

πειόνπ Ρ.ΞΡ..(1«ς.) μαὶ Επὶ πᾶξον Ἐπειδω εἶναι, Εἶτη Ἑν Ξ ξἴτη Ρ,ΞΡΜο 


ὃᾳ Έχωμεν : θίπο σι - δη (αν. -) ὦ Ὁ, 


η -οσο 


͵ ας ' ῶὲ, 
Ὃθεν, μία ἀναγιααὶα συνόππαη, ἵνα το ἄπειρογινομενον .. (ως,) συγαΔϊνπ,είναι 


ὅτι, ξίπω ς, - ο. 
Ἡ ἀνωτέρω συνὂτιικη δὲν εἶναι ιιαὶ ἵμανπι, ὅπλ. Εαν τησ» 50 τό ἀπειρογινο- 


μενον Π (040) ὄύναται μαι νὰ αποιᾶϊντι. 


Π ς [ ' ᾿ Π ' [ ς 
Προτασις 15-3-4. Η ἵμμανη ιαὶ ἀναγμαία συνοπιατι ἵνα. τὸ ἀπειρογινοµενον 
να] [ -- { ς οἱ / , 
πιί 11ο) συγµᾶινη, εἶναι δια μαθε Ε720 να Όπαρχγι ενας Φφυσιμος ᾱρ ιθµος Η.(ξ) 
ως 4 ! { .... 
τοιοῦτος, «ωστε όια η» Μο(ε) μαι Κ70ο να Σχώμεν; 


[ό8ο, ον (11: σνικ)Ί | . 


Ἄποδειξις: (Ἀναγιαῖον). Ἔστω Ῥ.-(ς,). (..σι)-. (4959) μαὶ ἃς ὑποθεσα,- 
μεν ὃτι Ρι---.9 (0), τοῦ τ/οο, 

Εντεῦθεν ὑπάρχει ἕνας Όετιιος αριὸµος ὠ--«[Ρ] τοιοῦτος, ὥστε || 5 δια 
τσ {29,.« 


ι [ ι [ Π ' υπ / 
Συμφὠώνως πρὸς το κριτπριον τοῦ ζ«αµσΒἠ ὕπαρχει ἕνα Νο τοιοῦτον, ὥστε δια 
Ἡ» Νονα ἔχωμεν: 
! . 
18” Βε] π ὧ.ε δια τὸ Ἡο (1) ᾖἩἨ 
- ( 2 
διαιροῦντες τὴν (1) δια |β.Ι ὃα ἔχωμεν: 


θα 
--.. . Εξ δια τὴ (1) 
»Επειδτι κ κ, µατα µείδονα ... θα εχωμεν; 


κ {κε δια π» Νο (8) ἩἹ 


ο“ ο ϱ κε δια τπὸΗο μαὶ κ. 2... (4) 
(Ἴωανόν). Ἔστω οτι ἴσχυει : 
ἡ(1 σοι). (πα ξκ) κ] «ση, / | κε (5) 


Εάν Δάθωώμεν ε- εἰς την σχεοιν (5) υμαὶ ἔστω 


Β ως Ἑσπν) (οσο μι) 05 ο), η ὸ ἣο (6) 
τοτε θὰ Έχωμεν: Ῥ-] | - Ξ δια π 7 Ἡο (3) 


ἛἜν τως (3π) Δαμθάνομεν: 


. 


τν 


Έα τῆς (6) συµπεραινοµεν ὅτι, ξὰν π ἀμολουδία {5], π» Νο συχιαᾶίνη προς 


ς -ᾱ- (8) 


μάποιο ὅριο, τοῦτο 9ὰ εἶναι ὀιάφορον τοῦ μπδενὸς. Ὅδεν, μαὶ ἡ αμολουθία 

- ' 3! ς οι - " 

(9.], πΣ4 εἶναι φραχμένηω, Ἆτοι νπαρχει ενας Μ 720 τοιοῦτος, ὥστε ἸΡν]«Μ δια 
ι π ' αι π 2 ι ῶ, ' / 

μάθε π. Ἂν θεωρησωμεν Λόδη ἕνα αὐθαίρετον Ε20 παρατπροῦμεν ὅτι Ἡ (5), δύνα- 


ται νὰ χραφηἉ ὑτὸ των µορφτν: 


Ῥνκς 4 . ε (9) 
ὰ 
"Κατα συνεπειαν΄ 
δι δ. Ίσε- [βι]-ε.Μ. (19) 


Σι τῆς (19) συμπεραϊνομεν ὅτι π αμοΔουθια {δ,]ηΣ/ πᾶπροι το µριτπριον 
ο ἵ . 2 { ω γή « νε . 2 ’ ϱ0 
τοῦ ζαιςῃυ αι Ἐπειόη αυτη ἔχει ἕνα Ορίο/Ἔ0, το απειροχινοµενον ΤΤ(1ς,) 
κ.ο 


θα συχιδϊντ 


ο ες « ' Π π Π αἱ ο] { ο 
Πρότασις ἵξ-|Ι-2. Ἡ ἵαανη μαὶ ἀναγωαία συνΌπιαπη,ῖνα το απειρογινοµενον ΤΠ, σι) 
ι - 1 α . ο.) : 
συγμᾶϊνη, εἶναι η συχιᾶισις τῆς σειρᾶς ὸ ἔοφ(1ςι). 
κεο 


ή ῃ ες η ν ια ε ιν δη νω 
Αποζδειξις: (Ἴιανον). Έστω ὃν Ξ .. ϐοα (110) (1), τότε ὃα εχωµεν: 6”: (0ς,) (ϐ) 


Καὶ ἔπειάη ἡ ἔµθετιωή συνάρτησις ο εἶναι συνεχΏς, ἔπεται οτι ἡ συχαᾶισις 
τῆς 8.--»5 τοῦ τι]οο συνεπάγεται ὅτι ιιαί Ὦ δ'-. ϱ) τοῦ π]οο, ὁπλ ἡ Ἡ (ας) 
τοῦ π[οο (3) Ἠτοι τὸ η (1ο) ουχιᾶίνει, 

(Ἀναγιαῖον). Ἔστω ὅτι το Π (1-6) συγιἈϊνει, τότε συμφώνως πρὸς τὴν Πρὸ-΄ 
τασιν 1Σ-3-1 διά µάδε ε2Ο ιαὶ -«4 δυνάμεθα να εὑρωμεν ἓν Η, (5) τοιοῦτον, 
ὥστε να Ἐχωμεν΄ 


ο ο οπι (10 κ) ἲ [5 ε (4) δια ὉηΣ Νο μαὶ ΚΙ, 


σι [ 
Ξ ες Ξ δὰ Ἐχώμεν Επίσης: 


.ἐου (1. Ἕλςε (5), 
κ. 


διότι, ἓὰν |1/« -ς καὶ ἀναπτύξωμεν ματὰα Ταψέοι την ἔοα (133), εὑρισμομεν: 


μαι 
{14 


ἛἜαν [τς 


[έος (1) | || ---- ο - Ελ μ.. Ξ5 τ 2) ο (--- ε)Ξ 8. 


θέτονιες α- ον πο πα. (6) , παρατπροῦμεν, λόγω 

τῆς (4), ὅτι Ίη]κσ ες υαὶ µατὰ συνέπειαν, ογω τῆς (5), θά ἔτωμεν: 
| 60 [18ο νει) (1 ον) (4 ομν)]|- |έοφ(ι η] -ε ο) 

Ἡ (3) ἔράφεται : 

| 6ος (11- ςς)) Ρ {οφ λα. έοα (4 νσνκ) 5 24πὶ ικ« ε (8) (8Λ. σχει. θεώ- 
ρημαῇΠ-5-2). 

Ἀρμεϊ Άοιπον ν᾿ ἀποδείξωμεν οτι «4-0. 

Δια ΚξΞΙ καὶ η Νο Έχομεν: 

. 6ος (1 ζιινι)- 2απί]κε (98) 

να ἰσχύπ Ἡ (9) ἀριεῖ νὰ εἶναι αΞ ο. 

Δια ΚΞ-2 ιαί η Νο Έχομεν: 

[6ου (19ο) θοᾳ(ις.) λαπὶ]κε (19) 

Ἐπειδή ἕμαστος τῶν δύο πρώτων ὅρων τοῦ ἀριστεροῦ µέᾶους τῆς (19) ἔχει 
µέτρον «ε ιαὶ Ἐπειδηπ ὁδσμᾶπρον το ἄθροισμα πρέπει να ἔχπ μετρον ««Ε συμπε- 
ραίνομεν ὅτι ὃα πρεπει να εἶναι 4-0. Συνεχίδοντες ματ αὐτὸν τὸν τρόπον ἀπο- 
δειανύομεν ὅτι θα πρέπει νὰ ἔχωμεν 4-0 διά ιάδε κ94, 

Ἡ (Θ) Δοιπόν γράφεται : 

| 6ο (11.6 ) « θοΦ (11ος) 9 ἔος (τή οκ) ] κε δια ηΞ ΗΝ, (11) 
τοι πθπροῦται τὸ ιαριτήριον τοῦ ζαµςΒη διὰ τὴν σειραν 5 θοᾳ (1-οκ) μαὶ µατα 


ι Π 
συνεπειαν αὗτη συγι Δίνει, 


Ὀρισμός 1π-3-1. Τό ἀπειροχινόμενον μμ. {.ζι) θά Ἰέγωμεν ὅτι συγιβύει ᾱ- 
ποβύτως, ἐὰν τὸ ἀπειρογινόμενον ῇ (0 [οκ|) συγμάί(νη. 
Ξ6ὁ 9 


Προ τασις Ἰ-(-3. Ἡ ἀπολυτος σύχιυβισις τοῦ ᾖ (-ει) συνεπάγεται τὴν συ ι- 
σιν αὐτοῦ. 
Ἀπόδειξις: Λαµθανοντες ὑπ' ὄψιν τήν ἀνισόοτητα: 
[609 οπιι). (κο νκ) τν. (1 οπικ) 1 (1ος) (1 ουν] «(111 ονιικ|) --ἲ 


μαὶ τὴν Πρότασιν 1-2-! ἔχομεν τὸ συμπέρασμα. 


1 { ε] ο0 ῃ . ιν 
Προτασις 1Χ-2- 4. Το ἀπειρογινομενο ῇ « {γσιν) συγιαᾶινει απολύτως, ἔαν η 
σειρὰ ὃ ας συχιλνη ἀπολύτως. 
κπο 


' ͵ ( ο ς ! ο [ ας 
Ἄποδειξις: (΄Ἴμανον) Ἔστω ὅτι η σειρα Σας, συγαᾶϊνει αποᾶυτως. Ἐντεῦ- 

; «5ο 
δεν Ο,-- Ο που κ ος ιαί ὡς ξιι τουτου απὀ καποια τιμη τοῦ κ ιαὶ μετὰ 


θὰ Ἐχωμεν; [οι] -- 5- 


Εἶναι δε: 
(σοκ)! ' Ιου] 
ον οτοι-σε» ἳ- κ... μπι ὦὢ 
Ἐμ τῆς σχεσεως (ι) εὐάολως συναχοµεν ὅτι: 
οι|- «δια. ὢ 


ο 1 { -ἲ κ Π { 21ι ν ς 2 κά 
Ἡ () ἀποδειωνὺει ὅτι, ἡ σειρα συχαΆινει, ξὰν ἁαὶ µονον, εάν η 


Π ο ἤ 2 { ͵ 7 Ι 3 
σειρα ὸ ο συγιαᾶϊνη αποήυτως. Ἐπειδη Ἡ (2) παραµενει αὔτπθτις, εαν αντι- 
κο 
{ , ς Π π ῃ ' [ ' 
µαταστησωμεν τὸ Οι υπο του |οε], συμπεραϊνοµεν, συμφώνως προς την Προ- 
τασιν 1-3-2. ὅτι τὸ Ἀπειρθκομανον π (τοι) συγωᾶϊνει (ἄπολυτος συγιΏισις), 


τὰν 1ὰαι μόνον, εάν Ἡ σειρα ν. ιδ] ο 


κσο 


Ι Π Π Π 
Ὁμαᾶπ συχμᾶισις απειροχινοµενου. 


θεωροῦμεν τὴν ἀαιμοβουθιαν τῶν συναρτησεων: 
ἆσ (3), ὁν (4), δν (2), . 
[ . ” ς Π [ { ε.. Π 
ὅπου) ξμάσιωσιλαρτποις εἶναι ὡρισμέντ διὰ μαδε 3 ἑνὸς συνολου ας. 
«Ὑποὂετομεν ὅτι τὸ ἀπειρογινομενον : 
ορ 
πο ..ο 

! ! [ εν π ς ᾽ 
συγικᾶινει δια ἁάδε σᾷεα. Ἐὰν Π ἀπολουθδια 

οο 
Ε,()Ξ ΤΕ [ενός (2) 

, ς - 3 - . Π ' ο ' ΄ [ 
συγαᾶϊνη ὁμαδῶς εντος τοῦ ᾱ, ὅπλ. εὰν διὰ παάδε ε2Ο υΌπαρκη ἕνας ἄμεραιος Η) 
ὁ ὁποιος Εξαρτᾶται µονον Ἐιι τοῦ Ε ιαὶ οὐχί ἀπὸ τὴν εἰώιμπν τιμΏν τοῦ 3 Ἐντός τοῦ 
6 τοιοῦτος ὥστε νὰ ἔχωμεν; |Ε,(1)- Ε()ί«ϱ δν ὅδα τα ΠΣΝ (Ε), τότε θά Δέγωμεν 


[πι Ες 3 [ έ ε -- 2 ! - 
στι το ἀπειρογινοµενον (4) συγιᾶῖνει ομαβῶς εντος τοῦ . 


ώρημια 1-3-1. Εάν Έντος τοῦ πωριου ο εἶναι 40) - 4 δια μάθε κ καὶ 
άν ὑπάρχτ μα σταθερα Μι τοιαύτη ὥστε να  υμν Ι4.(1)) 5 Μ, διά ιιάθε κ 
ἀαὶ ἡ σειρα σ Μι συγιᾶϊνη, τότε τὸ ἀπειροχινομενον ἥ [τάς ϐ) 1 συγιαλίνει ἄπο- 


Δύτως ιαὶ ὁμαλῶς { ἐντὸς τοῦ . 


Ἀποφδειξις: Θετοµεν: Ε.(3)- Π [196,0] μαι Ρ,- ᾗ (1 Μι) 
Ἴοτε Εν - Έωι (19 (3) (19 δν (1) στ. (19 ἐς 0) ὁς (3) 


μαι Β-Ρ., Ξ (κ Μι) κ μι.) (1 ΜΜ.) Μ.Ο. 
Ὅδεν, ἂόχω τῆς υποθέσεως, δὰ Ἐχωμεν: 
| ἃ (3)- οι (3) |ΞΞ Ρ.- να (1) 


Εἶναι ὅμως .. ΕΣ) 5Ξ . (Ε. (3) - Ε,.Ι(1)) μαι δ,- Σ (5.-8..,), ξὰν φυσι- 
μά ὀρίσωμεν: Ε.(2)-5.ΞοΟ. Ἐπειδή ἡ σειρα Σ Μκ «συγιιᾶινει ατα τὴν Προ- 
τασιν 1Σ-3- 4, ααὶ τὸ ἀπειρογινομενου Π (ι- Μι) συγαᾶίνει, συνετιῶς ὑπάρχει 
το ξίτω Ρ, -ὅτιλ. ἡ σειρα Σ (Σι- Βω.ι) νώμα μαὶ ὡς ει τούτου, Λόγω τῆς (1) 
ααὶ τοῦ Ἱριτηριου τοῦ σι οκα τάς (61. θεώρημα σπ- 4-2) μαί ἡ σειρα 
ὁ(Ε, (3) - Ε..ι (1)) συχαΆινει ἀπολύτως αι ὁμαλῶς διὰ ωαθε Ζεα. Το τελευται- 
ον σημαἰνει ὅτι Π ἀμολουδία τῶν συναρτησεων {Ε, ()1 138: συχαβϊνει ὅμιαλῶς 
διὰ παθε τες, ὅπλ.το ἀπειροχινόμενον Π (1 νά, (3)) συχµᾷίνει ὁμαδῶς Ἐντόςτοῦα. 


Εὐιόᾶως ἀποδειινύονται τιαἰ αἱ αατωδι προτασεις: 


{ ἤ ο . κ 
Προτασις 1-3-5. ᾿Εὰν αἱ συναρτήσεις {.(3) εἶναι συνεχεῖς εντός τοῦ α διά 
' ε ' 9ο Γι πα μμ. 
αάδε Κ μαὶ ξάν τὸ ἄπειρογινομενον οκ όν (3) συχιιΔίνη ομαλώς ἐντὸς τοῦ 


ᾷ πρὸς την 4{(2), τοτε Ὦ ὁ(3) εἶναι συνεχἠς Εντός τοῦ, 


ι . [ - 3 αν ΄ - [ 
ἥροτασις 1Σ-2- 6. Ἐαν αἱ συναρτησεις ὁ (1) είναι αναᾶυτιιαι εντος του α δια 
: ! ο 1, ς ο { Π 
αάδε Κ ταὶ Εάν τὸ ἀπειρογινόμενον κό) συγαδίνη ομκαβῶς πρὸς τὴν 
[ ς , ' μα ͵ ῃ - ἵ 
{(3) ὁόια ἁαδε συµπαχες ὑποσυνολον τοῦ α, τότε τι {(3) εἶναι ἀναδυτιιὴ ἓν- 


τος τοῦ «. 


Πρότασις 1-3 Ἴ. (Λογαριὸµιαπ παραχωχος τοῦ γινομένου) Εάν {4ι(3) 1 κςο . 


εἶναι μία ἀιμολουδία ἀναλυτιιῶν συναρτπσεων ἓντός τοῦ χωρίου α 1λαι πι σει- πι σει- 
ρα - 4, (3)| συγιιῶΐνει ὁμαδῶς Ἐντός τοῦ 4 πρὀς µίαν φραχµενΏν συνάριησιν 
τότε(ὡς γνωστον) το ἀπειροχινομενον ῇ (τς δι (9) συγιᾶ]ϊνει ὁμαλῶς μαὶ ἀπολὺ- 


τως προς μίαν ἀναβυτιαΏν συναρτησιν Ε(2) ἔντος τοῦ ᾱ. Ἐὰν επι πᾶξον εἰ - 
ναι Ε(2)4Ο διὰ ιαάδε Ἄεςι, τοτε ὰ ἔχωμεν: 


(0) 


Ἀπόδειξις: Ἐπειδη Ε(3)4Ο ἔπεται ὅτι οὐδείς τῶν παραγόντων {94,(3) εἶναι 
μηδὲν. Ἡ ἀμοᾶουδία Ες (3) - ᾖ .... σα] συγιᾶίνει ὁμαδῶς πρὸς τὴν συνάρτησιν 
Ε(3), ὅδεν ματὰ τὸ θεώρτιµα π- 4-4 μαὶ ἡ ἀμοβουδια {Ες (ηδη ουτχιαδἱ- 


νει ὁμαλδῶς πρός τὴν συνἀρτησιν Ε(3) μαὶ νατα συνέπειαν:. 


/ Ε{ - 
Ἑῶω- τα οὕπιο 
ΛΑ. Εκ) ος δν) 
Αα: πι ο πι (3) 


Ἐι τῶν ϱ) μαὶ (39) Δαμθάνομεν τεἈιιῶς δια π] αο. 


Ε) τη «Ἐλ) δι (3) 4 (8) 
(1) ζί ασ) ση ο. σσ) . που 


64. ΑΚΕΡΑΙΑΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

Καλοῦμεν ἀιιεραίαν συνάρτησιν αὐτὴ ποὺ εἶναι ἀναλυτιαπι εἷς οᾷοιιᾶπρον το μµι- 
ταδιιόν ἐπίπεδον. Τὁ στιμεῖαον Ἄ- ο εἰναιξνα ἰδιάξδον στμεῖον διὰ μίαν ἀμεραίαν 
συνάρτησιν, Εμτός ἔάν αὕτη εἶναι σταθερα. 

Κὰδε ἁιιεραία συνἁρτησις Ε(3) δύναται νἁ παρασταθῃ ὑπὸ μιᾶς Φυναμοσει- 


ρᾶς, Πτοι : ω 
ΕΣ ον Ἂςἱ) 


μὲ αιτῖνα συγιαᾶίσεως ἄπειρον. 
Ἡ σειρα (1) προσδιορίδει τὴν τιμήν τῆς συναρτησεως Εί3) διά µάδεπεπτε- 


{ Γ , Π η ͵ 4 
ῥρασμενον 3. Οὕτω συμφώνως πρός τ ἄνώτερω, ἡ ἀμεραία συνάρτπσις Φύναται 


Ὀ . ο, αγ 4 ς [ ' 2 ο ΄ . 3 
να θεωρπὂπ οτι εχει την απουστατην µατασµευτν εξ οᾶων τῶν ἀναβυτιαῶν 
.. ͵ 9 κ. Γ ' , ΄ ͵ 
συναρτησεων. Τὰ πολυώνυμα αποτελοῦν μίαν εἰδιάην μµατηχοριαν ἁμεραιων 
συναρτήσεων. 
ε] / , , ΄ -. ' - ε , 
Ἀιμέραιαι συναρτησεις ποι) ῥεν είναι ποβνώνυμα ααδβοῦνται υπερόατ/και συν- 
τ ε [ ῶκ - { { , 
αρτήσεις. Αὗται ὀὐνανταὶ νὰ χαραμτηρισθοῦν ἔα τως Ιδιοτητος ὅτι ἡ σειρά 
- . ον ν, , ε ͵ - ! κ) 
τοῦ Ταμέοτ αὐτῶν Εχει ἀπείρους συντεᾶεστας « Ο. Προφανῶς μαθε αμε- 
ἰ π τη [ 
ραια συναρτησις Είναι οἈοιδτιρώσιμος. 
᾽ 3 Π [ [ μα -ν - υ 
"Έστω ΕΣ) µία ἀμεραία όύναρτπσις. Τὸ πᾶπδος τῶν ριδών της ὀυναται 
[ μα.ὶ ͵ 9 ᾖ 3 Π [ 1 ι ; 
νὰ εἶναι πεπερασµενο Ὦ μαὶ ἄπειρο. Εἰς την δευτεραν περιπτωσιν το συ- 
. πα ΄ [ [ Ἱ 4 ͵ - ! 
νοβον τῶν ριδῶν δεν δύναται να Έχω ἕνα πεπερασµενον στμεῖον συσσωρεῦσε- 
2 , ᾿ 4 2 -- « 
ως, ξωτός εὰν η συναρτησις ἰσουται πρὸς µηδεν. 
ος ͵ Π Π ., ο ης - 
Συνετῶς, ξάν µία ἀμεραία συνάρτησις ἔχτι Έναν ἄπειρον πἆήθος ριξῶν μαι 
εἶναι διάφοροι τοῦ µτιδενός͵ τότε αἱ ρἶδαι Φύνανται νὰ τοποθετηθοῦν ματὰ µιαν 
2 . { 
ἀιιοβουδίαν α,͵ας,..., αμ,... τείνουσα πρὸς τὸ ἄπειρον. 


Πχ. δυνάµεδα νἁ τὰς ποποθετησωμεν ἁατά αὐξουσαν ἀπόλυτον τιμην, Ὥτοι: 
|α, [πε |αι| Εαν] ---ΞΕ|αν[Ξξ -.., ὅπου Εἶπι Ιαν] οο. 
"Εστω τὸ ἀμέραιον πολυώνυμον, 
{(3)5 Οσο Οι Σπ: Ον, 0οἝο, η20 60 
τὸ ὁποῖον, ὡς γνώστον, Έχει πη-ρίδας, ἔστω τάς α,, α.,...,α. ἀαὶ ὡς δι τούτου 
δύναται νὰ γραφΏ ὑπό τήν μορφῖν : 
{(1)-Ος (7-α/).(ἐ-αι).. (Έ-αις) (1) 
η μαὶ ὑπο την µορφτν | 
{ί5)- ον (1-ᾱ-) (1 ἆ ο. (1- ἂν), ο. 8ο 5) 
"Ηδη τίδεται τὸ ἑξῆς προθᾶπμα: 

ὰν εἶναι δυνατὸν νά εὕρωμεν μίαν ἀμεραϊαν συναρττσιν Έχουσα µηδενιδον- 
τας (ρὶδας) δεδοµένους ἀριδμούυς μαὶ νὰ Ειφράσωμεν αὐτην (τήν συνάρτη- 
σιν) ὑτὸ μορφτιν ἕνος ἀπειροχινοµένου. 

Καὶ ἀρχὰάς παρατηροῦμεν ὅτι ὑπάρχουν ἀμξραιαι συναρτησεις ἄνευ ριδών, 
π.χ. Ἡ ϱ) γενικώτερον δὲ ἡ ο.) ὅπου «Φ(3) παριστᾶ μίαν ἀμεραίαν συναριωσιν. 
ο Απάντησιν εἰς τὸ τεθεν ἄνωτερω Προβάτιμα δίδει το Ποριοµα 1-4-!. 

Ἀποδειωνύομεν προηγουμένως την εξῆς πρὀτασι. 


Προτασις Ἰ-Δ-!, Ἐὰν «(3) εἶναι µία ἀπεραία συνάρτπσις ἡ ὁποία δὲν ἔχει 


- Γ ῃ ν υ 
µηδενίδοντας, αὔτη ὀύναται νὰ τεδῆ ὑπὸ τὴν µορφήν 6) Ἡ, ὅπου φ(3) εἶναι ἀμε- 


ῥαία συνάρτησις. 
/ να ς 1 

Ἀποδειξις: Ἡ συναρττησις΄ ἃ ο εἶναι οοιᾶπρωσιμος. 

Ὁδοιδτροῦντες δὲ ταύτην ἁατὰ µίλος ἕνος τυχόντος ὄρομου ἀπὸ 0 ἕως Ἔ 
Δαμθάνομεν ' 

ιδ 540) ἀ 
φ(3)Ξ οφ 4(0) Κτώχ τ 10” 
ο 
'ἡ οποια εἶναι Επἰσης ἀμεραία συναρτπσις. 
Εἶναι δε, «φ(ο)-- θοαᾳ (ο) ἡ ά(ο) - Θ. 


Διὰ παραχωχἰσεως τῆς (1) ἀαμθάνομεν : 


φ (1) Ξ ο. (2) 


. | . : . φίτ) . 
Ἐξ ἀλῆου η ἀογαριδμιαπ παραχώωτος τής το είναι: 


403) ο (Δόχω τῆς (9)) 


ας τεσα 
ο) ι 1 οἳ τε) ι , π - [ π ς ώ ῃ 
Όδεν η συναρττσις πετολ ὃα πρεπει να εἰναισταθερα αι ὡς ει τουτου. 
ο.) . οἳ ϱ) . . 
ᾱ(3) α(0) - 
φ(2) 
Ἄρα, αί)-6 


- { [ ῳ , 
Ἓι τοῦ ἀνωτερω Θεωρτματος ἔπεται τὸ ἀμοᾷουθον: 


Πόρισμα 1χ-4-4. Εάν π 4(3) εἶναι µία ἀαμεραἰα συνάρττσις μὲ ἕνα πεπε- 
βασμενον αριθμόν μηΦενιςὀντων(ριδῶν) μαὶ ἐάν Ρ(3) εἶναι ἕνα ποδυώνυ- 


μον τὸ οποῖον ἔχει τὰς αὖὐτας ρίδας μέ τὴν α(3) μαι Εμάσταν µε τὸν αὐτὸν 


θαθμόν πολάαπᾶότητος, τοτε 
αι) - Ρο) 


1 ' : ας ο [ 2 σα ῃ ῃ 5 νι { 
Απόδειξις: Αὐτο ἔπεται ἀμέσως ἔω τοῦ ἀνωτερω Όεωρπματος εαν θεωρτι- 


ῃ Π ] 2 Π η - 
σωμεν τὴν συνάρτησιν -δἡ ὁποὶα εἶναι ἀμεραϊα συνάρττισις ἄνευ ρι5ῶν. 


Ἐφαρμοδοντες ὁμοίως τὸ ἀνωτέρω θεώρημα ἔχομεν το αατωδι; 


πορ ισμα 1-4-2. ᾿Εὰν αἱ συναρτωσεις 4(3) μαι Π(3) εἶναι ἀμέραιαι μαἱ Ἐ- 
χουν τοὺς αὐτοὺς µηδενίδοντας (ρὶδας) ιαὶ µε την αυτήν ταξιν πολῆαπ λὸ- 
τητος, τοτε 

4(5)- π(Ὦ ο ὃν 


ο τ ΄ ῃ η 
ὅπου ϱ(2) εἶναι αμεραῖα συναρτησις. 


65. ΑΛΑΛΥΣΙΣ ΜΙΑΣ ΑΚΕΡΑΙΑΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΣ ΕΙΣ ΕΜΑ ΑΠΕΙΡΟΓΙΠΟΜΕΠΟΗ 

( θεώρημα τοῦ Μ/βιθἸςΊνας5). 
1. Ὑποὂδετοµεν ὅτι Ἡ 42) Έχει τῆν ρἰδαν 3-0 ποββατδοτητος τη (πι: ὀνναται 
νὰ εἰναιιιαὶ μηδεν) ικαὶ τὰς ριδας αι, αι...) ἂν (πυχον ποᾶδαπδαι ριδαι ἔπα- 
ναβαμθανονται τοσας Φορας ὅσας ἁπᾶσι η ποᾶβαπᾶοτως των). τότε π ὁ3) 


δύναται νὰ γραφΏ ὑπο των μορφην ! 


ζωη. οἳνᾖι ϱ-ᾱ)) ὁ 


ὅπσυ 43) αμεραϊα ουνάρτησις. 


᾽ { [ ε - 
Το ἀνωτξρω συµπερασµα ὀυναται να γενιωευδΏ. 


Ἱ. θεώρτµα Ιπ-5-4. ὡποθδέετομεν ὅτι Ὁ 43) Έχει τὰς ρἱδα5 αι αι,... απ, 
μαὶ Ἐπὶ πᾶεον ος π-1,ο,Ά,... ἀαὶ εἶναι τοιαῦται ὥστε ξίπῃ α..”- οὐ ααὶ 


ὅτι Ὥ σειρα . τα συχιᾶϊνει, ποτε: 
Φα α 


{α)- αἳ. -ῃ (ι- -ᾱ-) (1) 


ὅπου 4/3) ἀμεραΐα συνάρτησις. 


ἸΑπόδειξις: Ἐπειόη η σειρα δ΄ τα. -. συχιᾶϊΐνει, Έπεται ὃτι ιιαὶ τὸ ἀπειρο- 
γινοµενον Π (1-ᾱ-)ἢ, Ἱατα το θεώρημα 1ς-3-!, συγιᾶϊνει μαὶ μαλιστα ἄπο- 
δύτως μα μι ώ- προς μίαν ἀμεραίαν συναρτΏωσιν Π(2), Ώτοι: 

οο 
5. ΤΤ 1-- μα. 
η (3) ΊνξΞ1 ( παρ 


λος : ' η ͵ ' ͵ ν ' 
μαι Ὁ ὁποια ἔχει τα σημεῖα απ, τς]... ὧξδ ρίδας αι µαᾶιστα ἁπιᾶας. 


Συμφὠνως δε πρὸς τὴν Πρότάσιν 1-4-ὶ διὰ τὰς συναρτήσεις 4(3) μαί Ἠ(3) 
δά Έχωμεν: α 
{εν Π ἰ--ἂς) 


ῳ 2 , , 
οπου 4 (3) αμεραια συναρτησις. 


ΠαρατΏρησις: Μὲ τὰς ὑποὂεσεις τοῦ ἀνωτερω θεωρΏµατος αν τι 6 (3) 


ἔχη ικαὶ την ριδαν 3Ξ0 µε θαδμόν ποἠδβαπάότητος τα, τότε Ἠ ό(5) γράφεται: 
ε0-αεἳ Π(ι-ᾶ)ιι ο) 


π. θεώρπι μα 1-5-2. (Μαἱογσίγας5). Ἔστω αν,τις-!,λ,... Εἶναι μία ἀιιοβου - 
δία μιγαδιαῶν ἀριθμῶν µε α-φο μαίὶ ξἰπῃ α.”οο. Κάδε ἀμεραϊα συνὰρ- 
τιοις 6 (3) µε ρίζας µόνον τοὺς ἀριδμοὺς αν, μαὶ οὐχὶ ἂἄλλας δίναται νε 
ΤραφΏ ὑπό τῶν μορφήν : 


Στ. / 
ᾱ. ντ ντ (ὔ 3 


(3) 


(4) ση 
«στα τ-ξ-). ε 


ὅπου το Ὕινοµενον ἐλήφθπτ δι δᾶα τὰ ας ο μαί κ. εἶναι ὡὠρισμένοι ἀιξ- 
- Π .- ) 4 ' ͵ σα ! 
ραιοι τοιοῦτοιιὥστε ἡ οειρὰ: σ [ὃς] (4) νἁ συγαδίνη ὃς οΆα τα 5 
μὴ ; ἤ στα 
υαὶ α(3) είναι µια ἀμεραία συνάρτηΏσις. 
͵ ει Ἱ - 3 ͵ , Φι ς 2, 
Παρατπρησις: Με τας Ὀποθεσεις τοῦ ἀνωτερω θεωρηματος, εαν η 6(3) Εκη 
Π ῃ ἤ ῃ , όν 
τὸν ρίδαν Ἄ-ο µε θαδμόν πολλαπλότητος τη, τοτε ἡ (3) Φυναταινα τεθΏ 
ς {͵ [ 
ὑπὸ τὴν µορφτν : 


ἅ- ος ον. | (ν) 


ο 


Προιειμένου ν ἀποδείξωμεν τὸ θεώρημα δὰ στηριχθοῦμεν εἰς τὰ ικἀτερδι 
ἂπμματα: 


ι { κ: , . : { . , ” 
ΛΏμμα Ιχ-5-Ι. ἸΕὰν α͵ΦΟ διὰ ηΞ!,1/3,... µαι Εἰτῃ απΞ οσο, τοτε Όπαρχειμια αο- 
πο, μα στεκη ἑμοκασὰ πι νο 


Δουδία [κ., π5!1 μή ἀρνητιιῶν ἀμεραίων τοιαύτω, ὥστε η σειρα; 


Σι (2) 


μα α-α] 


να συχια ιν ιαλος εἰς ιιὰθε μυιμλον Κί(οιφ) Ἑς ο», 
Ἀπόδειξις: Ἀριεῖ, π.χ, νὰ Όξσωμεν Κ.ςπτπ-]. Πρασματι ἔπειδη ας 28 διὰ 
π ἀριμούντως µεχὰἀᾶΔο, τὸτε δίοᾷα αὐτὰ τὰ η ααὶ δια || α δὰ ἔχωμεν: 
ἃ 1] ρ Λη 4 . 
ια. | -Γὰι[- τα] σποτ 
το οποῖον ἀποδειινὺυει των ὁμαλὴν σὐγμᾶισιν τῆς (3). 
Ἀμολουθως εἰσαχομεν τῖν συναρτησιν: 
. { ντ ο κ κά . 
Ε, (1) 5 (1-3). εκρ{3 κο .ἶ ο (4) οπου Κξίῶ,3ᾶ,. 
Ἐπι πᾶεον δεχόµεθα: Εο(1)51-5. 
2 ι ' ο ' ' ' [ - ο” 
Ἡ ἀνωτέρω συνἀρτησις Έχει µόνον μµὶαν ρἰδαν τὸ σπμεῖον ᾱ-{, ἑνῶ ὅια ΣΞο 
ὄχομεν ' ΕΕ (ολα 


’ ' ρ. η - ς 3 ε ͵ ᾽ , . [ 
Διὰ την ἀπόδειξιν τοῦ Θεώρπµατος οὐσιώδτ ροᾷο δὰ παιξω ααιτο µατωθ). 


Λθμμα 1-52, διὰ τὴν ὁρισθεῖσαν συνάρτησιν Εκ) ἔκαμεν: [Ει)-152ΙΗΓ3) 8) 
όια. [ει 


Ἀπόδειξις: Διὰ Κ-ο ἡ ἀνισότης εἶναι προφανής, Εάν πόπ Κ34 καὶ |] ςῇ, 


: ο. 
ἔχομεν: Ι-ᾱ5- 6χΡ 6ος (1-3)- θχρ(-α--τ ---.). 
Συνεπῶς, Ἐκ (3) -εχρα (2), ὅπου 4 (3) Ξ-- ῷ . 


πι κνή 


α 3 ῃ Λι, 4 ' . 
Ὀθον, ἓὰν ὑποθέσωμεν Επί πᾶξον ὅτι |2/Ξ-- , τότε ὃς εχωμεν]᾿ 


πο να. πο κ πο τσ πο ὰἱ (6) 


πακνι ΣΤΑΣ] 


Διά ττιν ἀπόδειξιν τῆς ἀνισοτητος (1) θα χρησιµοποιηπσωµεν τὰς 1λὠτωθι. 

δυο ἄνισοτητας. 
εδ. «5 ο" -, εἴ-ι Ἑ κο” (3) 

ὅπου ᾷ παριστᾶ ἕναντυχόντα µιγαδνιόν ἀριθμὸν ααὶ χ. ἕναν τυχκόντα πραγ- 
ματιιλον ἀριθμὸν. 

Διὰ την ἀπόδειξιν τῆς πρώτης π.Χ, τούτων ἀριεῖ ν ἀναπτύξωμεν ματὰ Ταμέογ 
τὴν οἵ-1 καὶ ἓν συνεχεία νὰ ἂάθωμεν τὰς ἀποβύτους τιµαδ. 

Αιοβουδως, ἀόγω τῶν (6) μαὶ (7), Δαμθάνομεν : 


.. 
| Ε, (1) -4 | Ξ | Γ-λ «9ο |-ε οἱ «δ] 14 ()ἱ κωτ -. 


"1π]α(|ε πια -- 8[1ἱ 


ι καί | 
ἐπειδηπ ϱἩ «6-3, διὰ [α]κε- : 


Ἄποδειεις (τοῦ θεωρήματος) Λαµθαάνοντες ὑπ ὄψιν τήν 64 ἀριεῖ νἀποδεὶ - 
ξωμεν ὅτι ὁ παρἀχων τοῦ ϱἳ” εἰς τὴν σχέεσιν ς) τοῦ θεωρτµατος -5-2 πο- 
ριστᾶ μίαν ἀμεραίαν συνἀρτησιν µε τὰς ιαδοριοµένας ρίδας. Λαµθάνοντες ἔ- 
πίσης ὑπ ὄψιν τὴν σχξσιν (4) τιν ὀρίδουσα τήν συναρτησιν Ει(2) δυναµεδα 


να παραστησωµεν αὖτον τον παραχοντα οὕτω: 


οῷ- πει) 


Είναι ὅμως, Ει, (5) 5148 [ε,, () -Ί - (9) 
το ἄπειροχινομενον (ϐ) δια νὰ συγαᾶίνη ὁμαδῶς εἶς το (ἀνοιωτὸν) µιγα- 


διμὸν ἔπίπεδον προς µὶαν ἀμεραίαν συναρτησιν, πρέπει ἡ σειρὰ 
ο 
Ξ 
» ΤΕ (2) -] (ο), 
πα 
Π ᾽ 6 - 1 η ν Π [η 
να συγιµᾶϊνη ομαδῶς εἷς ιὰθε ἀνοιιτὸν μνιᾶον Κ(09). 
21ι [ ω ᾽ Π Γ 5 Ι -ι ’ 
Ἠδπ εαν Ι2ἱΞ Α.τοτε δή οᾷα τὰ η τα μεχαλύτερα τι ἴσα αΠΟ εναν ὡριομε- 
΄ ! σὲ Φ { 5 { } [ ᾽ 3 4 - 
νο ης Όα ἔχώμεν κα ιστ' Ἀιιοβουθδως Ἐφαρμονοντες την ανίισοτητα (5) τοῦ 
ΛΏημματος Ι-9-2 παρατπροῦμεν, ὅτι διά πηδ ης οἱ ὅροι τῆς σειρᾶς (0) δἀ έἶναι 
͵ Ὁ 4 7 , [ ςί Και ἡ [ν ” -- ε - 4 
µιμροτεροι Τι ἴσοι ἀπο τους ὅρους ια] υ. Οὗτω αρμαεῖ νὰ δειχδΏ η σύχιὰλι- 
τη 


κ. 4 ν 5ς νι ' . τα. Π 4 
"μαι τι ὁποία θἀάσει τοῦ λημματος 1ἴπ-δ-! ουχικλἰ- 


σις τῆς σειρᾶς Σ |ᾱ- 
πνση 

νει ὁμαβῶς διά |3/5:Β. Το ὅτι Ώ συναρτησις ἡ ὁριδομένω ὑπὸ τῆς (68) ἔχει 

τὰς προιµαδορισµενας ρἱδας εἶναι προφανᾶς. Βάσει δὲ τοῦ Πορίσματος 15-4-2 


διὰ την 5ηπτουμένην συνάρττισιν ό (3) δὰ πρέπει νὰ Ἐχώωμεν: 


{(.)« οἳν Φ(:), 


όπου α(:) τυχοῦσα ἀμεφαία συνάφρτποις, 
[ ω 2 ε ( 
Το θεώρημα οδεν ἀπεδείχθπ πᾶπρως, 
' [ [ Ὀ . . Π « , 
Παρατήρησις Τὸ ἀνώτερω θεώρημα τοῦ Μεἰθιςίταςς παὶδει ἕναν θασιμον 
ρολον εἰς τὴν Όεωριαν τῶν ἀλεραϊων συναριἠσεων. Εἶναι ἀνάλογον τοῦ θεωρη- 
µατος του Ὁ Αξοπιρετί ιῶς ἀναᾶυσεως ἕνος ποδυώνύμου εἶς Τινόμενον χραμ- 


μιιιών παραχοντων. 


"Αξιον προσοκΏς εἶναι, ὅτι τὶ ανάᾶυσις (Ἡ) Ὁ (10) δὲν ἔἴναι µονοσηΏµαντος, ἔπει- 
ὅπ ἡ ἀμοᾶσυδια {κ.α} δύναται νά ἐμβεγῷ µατα ποιιιους τρόπους. 

Εἰδιαῶς Ενδιαφέρουσα εἶναι ἡ περίπτωσις, ὅταν όυναμεδα νὰ Δάθωμεν διά 
τῶν Κι,Κε,... Κω... τον αὖτον ἀριθμόν κ. Αὐτο 9ὰ συµθαϊνη ὅταν Ὥ σειρα 
ς τατρα εἶναι συγιάϊνουσα. Ὁ παραχών Ει ο) μαβεῖται στοιχειώσθης παρα- 
Ἰὰν ιαὶ ἡ ἀνὰδυσις αὐτη μαδεῖται ἀνάβυσις μιᾶς ἀμεραίας συναρτσεως ές 


στοιχειώδεις παράγοντας. 


Κανονιιά πινοµενα: 
' --- [ 2ι ς {ο ο | ο λὶ ς 19 
Συµφώνως πρὸς τΤανώτερω,θαν ὮὪ σειρα  τατ[εςτ εἶναι συγαλίνουσα, ὁ ἐλὰ- 
2 { ας: - , 
χιστος μὴ άρνητιμος ἄμέραιος Κ ααᾶεῖται θαθμός τὴς ἀιιολουδιας αρας,...αν,. 
ῃ - 3 ἐν - γ - 
καὶ Ἐπίστις θαθμὸς τοῦ ἀντιστοϊχου εκανονιιοῦ χινοιινου (1) Ἡ (1Η). Επί τοῦ 


2 ᾗ ῃ { πας ς , ε { 
προµειµένου ας Δαθωμεν το Τινοµενον ο ὅτε τοῦτο γράφεται Όπο την µορφΥν: 


κ (͵) { οἱ) 


τς φ.ᾗ να 
3) -ᾗ ο Ἡ (ι-ἆ).ε τὰ. ο (ος) 


ὅπου τη παριστᾶ την τάᾶξιν πολθαπβότητος τῶς ρἱ5δης (ἔαν ὑπάρχη) ἆ-ο τῆς ὁ(3). 
ε [ , ώ ͵ - 3 ι , 
Το ἄπειροτινοµενον Ἀοιπον (11) συγιαᾶινει αποβυτως μαὶ ομαδῶς επἰ παντος 

ῃ υ Π ι 7 ε - ς . 
Φραχµενου συνολου μαὶ µηδενίδεται εἰς τὰ σηµεῖα 2-0, ἄι,ας,...,αν,..., 9 δε 

' « { 5 ' | [ ᾿ ! 

παραγων παραθείπεται, βάν Ἡ 4(:) δεν Ἐχει ρίδαν τον ἀριδμον 230. Λλαμθανο»- 

! ι , ͵ - [ ! / 4 α΄ 
τες δὲ τὴν ἀοχαριδμιαὴν παράαγώωχον τῆς (11), συμφώωνως προς τον τυπον τῆς 
Προτάσεως 1-3-3, εὑριοιομεν: 

4) 3 απ 
ο... ! 

σα) - 3) ια . τα” -ᾱ- ας ε απ ( 2) 


'Ἡ σειρα τοῦ δεξιοῦ µεᾶους τῆς (19) συχιᾶΐνει ὁμαδῶς εἰς πάδε μλειστόν υαὶ 


6ραχμενον σὐνοᾶον , τὸ ὁποῖον δὲν περιξχει τὰς ρἰδας τως ϐ(2). 


6 6. ΠΑΡΑΤΩΗΤΟΠΟΙΗΣΙΣ ΤΗΣ ὁ(3) Ξ ημηΣ. 


- ῇ [ ’ -- [ } [ Ι ψ 
θεωρσῦμεν τὴν συνάρτησιν 4(3)-πμπΠχ. Αὖτπ εἶναι µια αμεραία συναρτησις Ἡ 


ῃ μ - ι [ Ἶ 
ὁποία µηδενἰδεται εἰς τὰ σηµεῖα Σς0,1,42,... μαὶ ἐπειόη Ἡ σειρα: 
ο οο . 
2 πο » μυ. 6) 


. μ ϱ) μ -- ὦ 3 ἐ ' 1 - 3 { 2» | 
(6 τονος εἰςτο ΣΣ ὁπᾶοι ὅτι εἰς το αριστερον µξλος τῆς ἄνωτερω ἴσοτωτος 


ὁ ὅρος δια η-ο παραδεἰπεται) εἶναι συχιἈίνουσα, ὁ θαῦμός τῆς ἀμολουδίας 
τῶν ριδῶν τῆς τµπᾶ εἶναι ΚΞ. Οὕτω ὄυναμεθα νὰ γράψφωμεν, λσγω τοῦ τυ - 


που (): 
οο 
ημπσ-ο σε. (πε ϐ) 


Ἀνσχετίδοντες ἀνὰ ὁυο τους παράγοντας τοῦ ἀνωτέρω γινοµενου υαιὶ βΔαμθα- 
νούτες ὑτὶ ὄψιν ὅτι τὸ ξμθετιμόν µέρος αὐτοῦ εἶναι μηδέν, διστι οἱ ὁροι οσῦ ἔν.- 
Όειου ἀνά δὺο εἶναι ἀντίδετοι, ἀαμθβόνομεν: 

ο ιά 
αμπτ-ο απ (ιτ) «ϐ) 

Ἡ μόνη δυσιολία εἶναι ὁ προσδιορισμός τῆς συναρτησεως α(3). Λαμθα- 

νοντε» τήν Δογαριδμιωην παραχωχον τῆς (3) ευρισαοµεν 
οὐ 
/ { 2ὲ 
πισφησπφ(υεν  πππε ϐ) 
Ξι 
ΕΕ ἄλλου εἶναι Ὕνωστον (61.831, τυπος (8)) ὅτι : 


{ οο 
π.αφπε-ς» τση (5) 


ΛΞΙ 
Ει τῶν (4) ααὶ (8) ἂαμθανομεν ' 44)-9, εξ ὧς α(άΞς, 


Ὁ τύπος ἂοιπον (9) γίνεται : 


πημπά-ς,Σ' π (1-τ (6) 
Εμ τῃς (6) Ἀαμθάνομεν: 

πμπε στ ς 

ΕΤΕ» στ ντε (6) 


( ε 3 [ -- μα ως ! 9 
Λαμθάνοντες τὰ ὃὁρια ἀμφοτέρων τῶν μελῶν τῆς (6/) ὅια 3-νο ααὶ ἔκοντες 


/ α ' ' 
ὑπ ὄψιν οτι ξίτη μπα Π, εὑρισιομεν εςπ. 
- 


Οὕτω ὁ (6) τράφεται : 


πμπσ-π. Ἱ (:--ᾱ-- 3 . 
ο ο οεωίαο 


! Π ' 1 π , ' 
Ἐπανερχομενοι εἰς τὸν τύπον (2) 1ιαὶ Όετοντες ϱἵ -π εὑρίσμομεν τὸν τυπον 


φορ, α [3 
Ξ ΤΠ. ο]. ΘΠ : Ὄ [ 
Απ σα πώ Τωπος τοῦ Μβιαπίταςς 


[ ! ς [ 
θἐτοντες 2-3 εἰς τὸν τὺτπον (7) εὑρίσιομεν : 


πυ. ---- τ 4Π]-! 
στ. (ντ απο) το απ πητ 


Π α ι ὡς , Ἱ 
Καὶ ιιατ᾿ ἀμοᾶβουδιαν ἔχομεν τὸν σπουδαῖον τυπον τοῦ Ναθθίς, Πτοι: 


! τη : | 
τσ πς π ) : . (8) [ι ὡῶ ͵ 
2 : | Τυπος τοῦ Ναξεὶς 
67 Ἡ ΣΥΜΑΡΤΗΣΙΣ Γ 
ε ' 1! .έ ' οι ς 3” ' Γ στ « ς { 
Η συναρτησις πηµπᾷ Εχει ὡδριδας ολους τους ἀμεραιους ιιαὶ εἶναι η απᾶουκσαι- 
Π Π ͵ π ' ͵ ( ᾗ 
τη συνάρτησις που ἔχει αὐτην την ἰδιοτητα. Ἠδη ὃα εἰσαχαχωμεν συναρτήσεις 
ς ϱ - / ! ! { ͵ έ ” ῃ { . 
αἱ Οποῖαι ἔχουν µονον Θετιιους Τ µόνον ἄρνντικους αμεραίους ὡς ριδας. Ἀ 
ς ι ῃ ε ς ͵ αἱ “ ' ( ' 
ἄπδουστατη συναρτησις η οποία ἔχει ἄρνητιαους ἀμεραίους ὧς ρἰδας εἶναι 


ς ὃ) -- ! { 3 
Π ἀντιστοιχοῦσα εἰς το µανονιιον Ὑινόµενον Ὥτδι: 


. 


σο 3 .ς Ὦ 
ασ) (1. -ᾖ).Θ υ (1) 
- 6 3 . ' 
Εὐιιολως διαπιστοῦται ὅτι π συναρτησις «(-:) ἔχει τότε τους Θετιισύς ᾱ- 
µεραϊους ὡς ρίδας ααὶ Δαμθάνοντες ὑπ ὄψιν τόν τύτον (3) τῆς δ 6 τόν δὶ- 


ὅσντα την παραγοντοποϊΐησιν του Όμπα εὑρίσιομεν: 


ᾱ.(5)α (5) σος. (3) 


οκ. ἐ κ. μα π - , ες 
Ἓνεια τοῦ πρόπου τιατασυευΏς τῆς 2) αὗτω εἶναι ἀναχικασμένη νά υπα- 
͵ 3 ς μ 3 { οι - ωέ ς ή ! 
µουπ εἰς ὠρισμενας ἰδιότητας. Ουτω παρατηωροῦμεν,στι Π ά (2-1) Εχει τας 
2 ῃ |. : { ι 3 ῃ { ῃ οι 1 Π ῃ ' 
αὐτάς ριδας µε τὴν (2) ααὶ Επὶ πᾷᾶεον δὲ αύτη Έχει καὶ των ριδαν ἃξο. 


{ } , ε Π η 
Ὡς ἒω τούτου ὀυναμεθα να γράφωμεν: 


(1-1) -ᾱ- οἳ ο) (8) 


Όπου ἡ Ἡ(3) εἶναι µία ἀμεραία ουνάρτησις. 
Προιμειμένου δὲ νὰ προσδιορίσωµεν τὴν γ(3) Δαμθανομεν τὰς ἂογαριὸ- 


μιμάς παραγχὠχους ἀμφοτέρων τῶν μελῶν τῆς (3), ὅτε Έχομεν: 


ῷ) ον γ’ (3) -- . 4 ᾖἃ 
ἀέοφζα ο γα)» στ (3) 
Εἶναι δε, ζσφ αἆ)- ὁ ο (1-5). ο ἳ ο . { θο (1 5) - δ] 
ὅτε ε ν-- αἑοά.. .ὸ ο ᾱ- 
Ὁμοίως, αᾷ- ἁσάκ. ο ση 


ς ! |. ' 1 
Έπομενως ο τυπος (4) γίνεται : 


σης η) τε λαο, Σ Ὥπη- ο) (5) 


7 ῃ Ὀ -- εὰ . τω. Γ / 
Εἰς τὴν σειραν τοῦ ἀριστεροῦ µελους τῆς (5) δυναµεθα νὰ ἀντιματαστη- 


σώμεν τὸ Ἡ ὑπό τοῦ η 4, ὅτε αὕτη πράφεται: 

ος. πο 4... Ἡ πο, 

2η) πε απ πα) σατ ν ὃς (απ η)” ένα 
ο ο] 


Ἡ οειρὰ .. (-- - ολ) «3 αιαὶ µατὰ συνέπειαν. ἤ σχὲσις (5) µετα τάς ἀντιια- 
ταστᾶσεις λαί τὰς ἀναγωγας Ἠένεται: γ(α)-ο, Εξ ἧς γ(2)Ξσταῦθ. μαι 
των οποἰαν παριστῶμεν δια τοῦ γράμματος Ὑ. Οὖτω Ἠ σχεσις (3) γίνεται! 

ασ-ι) «ας α-α (2) (6) 

Ὁ προσδιορισμός τῆς οταθερᾶς γ ἡ ὁποία υαδεῖται μαὶ σταθερα τοῦ 
Εωθεγ Ὕίνεται ὡς ἄιμολουθως: 

θετοντες 3-4 Δαμθάνομεν ἔα τῆς (6) 

-(ϱα(0)-θὶ αὧ. 


τὰς 
Ν 


Συνεπῶς ϱ ἵ- ά(ι) Ξ π (1 ασ)” Θ (3) 


Λαμθάνοντες τοὺς λοχαριὂµους τῆς (7) εὑρίσμομεν: 


ως ο λα. ετττκῇ)) 


ηννςο 


Γ 3 , . ηα-4 -- .) . 
μαὶ επειόη Εἶπη οφ ή -ΞΟ Έχομεν: 


Ἑ- ἐἴπη (1 εντ κ 6ος) (8) 


Εὐιοδως διαπιστοῦται ὅτι: 0 γε εἶναι δὲ περιπου: Υ30,51322... 
Ἄς θεωρησωμεν ἢδη την συναρτησιν : 
μα)-α(ρ.ϱ (9) 
Ἡ οποία Ἐπαβηθευει των συναρτησιαιατν Εξίσωσιν Η (ᾶ-ι)-«ᾷ Ἡ() (10) 


παρατηροῦμεν ὅτι ααὶ π συνάρτηοις: 


Γ(1)5 '/σ.η (3) (11) 


- Π 2 η 
ἵιιανοποιει τον Ἐξίσωσιν: 


Γ(-1) ο. Ὦ την Εξίσωσιν 


Γ(291) -ᾱΤ() (12) 


Διά διαδοχιιῶν Ἐφαρμογῶν τοῦ τύπου (12) ἁαμθβάνομεν : 


Γ(Σνη)Ξ Ζ (11). -.. (ἆπη-ι).Γ()  ϱ). 

ς ι - [ { ῃ ς ͵ ς { τ 2 

Η σκὲσις (19) εἶναι ἂιαν χρησιµος ιλαὶ π συναρτησις (11), ὧς5 ὠρισθη ανω - 
τέρω, επαᾶηθεύει αὐτην. Ἡ υπο τῆς (11) ὁριδομενη συνάρττποις μαδεῖται 
συνάρτησις Ἰάμμα τοῦ Εικόεγ μαὶ συµθοδἰξδεται μὲ τό φερώνυμον τρὰμµ- 
μα Γ Ποβδαιις π σχἒσις (19) λαμθάνεται διὰ να ὀρίσωμεν µέοω αὐτῆς την συν- 
αρτησιν Γ- 

η 1 ῃ ͵ , ε ͵ 
Λαμθάνοντες ὑπ] οψιν τὰς σχεσεις (9) μαι (1) πσαΌως αι τῶν (1) εὑρί- 


' μ 1! - 
σιαοµεν την Ίατωθι ἔαφρασιν της συναρτησεως μα. 


ἕ 9ο . α: 
Γω-ς «ποξ) εἳ | {5 


. Π ; - ε Π υ πῳ [ ! 1 - 
Η σχεσις (13) εἶναι ἀξιοσημείώτος, μαθοτι µας παρεχει την εµφρασιν τῆς 


͵ Ἱ : 2 
σιναρτησεως Γ ὑπὸ µορφην ἕνός ἀπειρογινοµένου. 


τν απ , ͵ ε - υ ͵ υ 
Λαμθάνοντες υτ' ὄψιν τὴν σχέσιν 0), αὗττι τελιιῶς Δαμθάνει τῶν µορφΏν: 


Γ(). Γ (1-1) πει (4) 


Παρατηροῦμεν ὅτι ἡ συνάρτησις Γ εἶναι µία µερόμοραφος συνἀρτησις µε πόὀ- 
λους τὰ σωµεῖα 2ς0,-1,-2,... ἀλλὰ ἄνευ ριδῶν. 

ς Επανελδωμεν εἰς τὴν κών, σχεσιν (19). 

Ἐπειδη Κος στις Ξ σιο Ξ α-ξ {, ια της οχέσεως (192) Δαμβάνομεν 
Φυαδοχιιῶς: 

Γῶ)-ι, Γ(9)5Ξ1-2, Γ(4)-- 1.9.9 ιμαὶ γενιιῶς Γ(η)Ξ (η-1) ! 


Ὅδεν . Γ(η)ξ(η-1)) (15) 


Ἐάν εἷς τΏν σχεσιν (14) θεσωμεν 3---, εὑρίσιομεν: 


᾽ΑιοΔούδως Δαμθάνοντες τὴν παράχωγον τῆς ουναρτΏσεως ἔοα Γ (2), οπου 


τι Γ(2) δίδεται υπό τοῦ τυπου {( 13), εὑρισιομεν: 


Γ()} ἀθοφ γα) 3 
τρ)” ἀτ π - (Σ.η): ο 


, - - . [ [ 5ς {ε 
Ίυπος τοῦ ἄαωςς: Αναχωροῦντες ια τοῦ τυπου (13) αἱ ἄαμθάνοντες ὑπ ὅ- 
ψιν π τὸν τυπον (68) ἔχομεν: 


8 
5 Εἶπῃ ο” (ασ-σν-. κατ ζοφη)- ᾱ- (1 1-ᾖ) ο η 


η.4 


ο 


- θα ἳ.. ΙΣΠ(-ξ) Ξ οὖν «3 ΤΕ) ον) 


ου η. 


Τελικώς ἔχομεν τὸν τυπον: 


η 
ον 
Γ(ῶ Εἶπι -επειη. στη «{8) 


’ έ 
«ποθετοντες ὅτι, 2490,-1,-9,... 
ς - , -- 
Ὁ τυπος (18) υμαδβεῖται τυπος τοῦ ζαιιςς. 


μη Π 4 ... [ ο [ ὼς 
Εἶναι εὐαοᾷον νὰ ὑποβοχίσωμεν το οβοιδηρωτιικόν ὑποβοιπον τῆς Γ(2) εἰς 


ὁ , τὰ ,  ι - οἱ ͵ ε] ' , 
Έναν ποΛον αὐτῆς. Οὗτω, ξάν πῃ παριστᾶ Έναν μή ἀρνητιιον ἄμεφαιον,τοτε 
8ασει του τυπου (42/) Έχομεν” 


Γ 4 
. (5110). Γ(Α)ς Ἔτανο τε ρπττ 


µ έ 
«Ὑποθετοντες ὅτι 2 --- -πι Έχομεν: 


Γει ο (σι 
(5 ντη) Γ(α)----- σππ) (πηγη) στὸ Ἕππητ 
Αυτό το ἀποτεβεσμα εἶναι Επίσης ἀληθδὲς ακαὶ δω τΞ-οΟ, Οὗτω: 
Ι 4 η 
πὸς (3) - (19), ΤΩΞΟ, νο. 
ἅξ-ηη ς 


Χαραμτηριοµός τῆς συναρτησεως Γ. 

όν ἑφαρμόσωμεν διαδοχιιιῶς τήν σχεσιν (11), δαμθάνομεν : 
Γέαη)ς Ἐ (2191)... (Ένη-ι). Γ() 

Λαμθάνοντες δὲ ὑπ᾿ ὄψιν ὅτι Γ(η)Ξ(η-!)! ὃᾳ ἔκωμεν: 


Γη) 3 (241).. (νη-τ). Γ() . Σ(391).. (9-1) και. 
πο τση; παπα ση. πι σν 
Ὑποθετομεν ὅτι π]οο μαὶ ἔχοντες υπ ὄψιν τόν τυπον (18) τοῦ ἄαιιςς εὖὑ - 
ῥίσωομεν τελιικῶς: 


ῥίτῃ -Γζ81). ος Κἶπι -Ἡ αμ)”. (αν η-ι) 


νου ὮἘ. Γη) η-ρσου η Στη η] Γ.) 
η Ἐ(αλη).- (Έκη-1)(Έ η) ο π.. ας κος ὴν - 
ο οκ κα εστι ο σνοτ α. 
Οὕτω: ἐίτω -ἵ η) -/ (2ο) 


Ἠδη δά ὀποδειξωμεν τὸ πάτωδι: 


. Π Π ς 
θεώρημα Ι-ὰ-4. «Υπαρχει µία υαὶ µόνον µία συνάρτησις Ε(3) ἃ οποἱα ἵιια; οποία ἵμα- 
νοποιεῖ τὰς Εξισώσεις 


Ε (1) 51 (9) 
Ε(2ει)«2.Ε(3) (1) 
, Εί νο 
αμ σα... 


ἀρμεῖ τὸ 3 νὰ εἶναι διάφορον ἀπό Ἔ-ο, -ἵ,-2,... 


πόδειξις: Ἐάν ἡ Ε(2) εἶναι µία Ἆυοις τῆς Εξισώσεως (18) τότε ὃᾳ Ἐχωμεν: 
Ε(ὔνη)- (1) (112)... (Ένη-τ1)- Ε (5) 
. μαι Ε(π) ΞΞ{η-- !) ' 


Οὕτω, θάσει τῆξ σχεσεως (ἱἱ), δὰ Έχωμεν : 


αρα Εδη). ιν, 2. (191)... (Έκη-ι) .. Ε(8) 
Επ ζἴπιππνπα-τ 5 Ε(3) ζἰπῃ --'πιπετ- πες) 


Ὅδεν: Ε(5)- γ(2) 


66. Η ΣΥΜΑΡΤΗΣΙΣ Γ ΥΠΟ ΜΟΡΦΗΗΝ ΓΕΗΙΚΕΥΜΕΝΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ 


θεωφροῦμεν τὸ τενιιευμένον ὁδοιδπρωμα αν εἶδους . 
ὅ 


ω 
[ α- {) αἲ 6), ἓ: πραχµατιαός ἀριδμός. 
ο 
Περί αὐτοῦ τοῦ ὁβοιιδτπρώματος πσχοῦηδημεν εἷς τὸν Α: τόμον Κεφαλ.πτ͵ 
66 σελ. 545, εἰς τὸν περίπτωσιν ὅπου το ἆ ᾖτο πραγματικός ἀριᾶμός. 
δι 5 ἀποδεϊξωμεν ὅτι: Ἐὰν το 3 εἶναι µιχαδικος ἀριοµός µε ποᾷ »Ο τὸ 
ἀνωτερω οἂομᾶπρωμα ὑπάρχει μαί εἶναι µία ὀναλυτιαή συνάρτησις. 
Πράγματι, τὸ ἀνωτερω ὁἈοιδπρωμα. πραφεται 


σο 
-ἳ ι Σ-! -ἳ ὔ-4 
[σε ἀὲ. [93 αχ (2) 
[.] ι 
ῃ 3}. [ ω ἐ ) ͵ ς ν ι 5 Ἱ 
ια ὃ ἀποδειξώμεν ὅτι, τα ὀνωτερω οὐοιμόπρωματα ὑπαρχουν. 
! . τα, « [ ! ͵ 
«ποθετομεν ὅτι το ἁ- χγἰνΝ αινεῖται εἰς Ένα τυχον μαὶ Φραύμενον α4ει- 
͵ ι { 6 ( ' ει 5 ο ͵ 
στὀν οὑνολον. Τοτε υπάρχει µία σταθερὰ Μ τοιαυτῃ ὥστε Κθ5 Ξ Μ, οταντο 


ρα ε [ Ι { ο! 1 
αινεῖται εἰς το ἀνωτερω συνοᾷον μαὶ οὐτώ ἔχομεν: 


| ο |- ει. μεν | Ξ- παλι - μα Ξ εἰ. (3) 2 ὅταν Γι. 


- ο χ μΜ-ί ον ε ε 3 ῃ ς ἡ 
Παρατηροῦμεν οτι; ϐ 3 :ἓ ---»ο τοῦ Ἐ--"οο ται ὠὧ5 εα τοῦτου Όπαρχει στα- 
4 27 [ 2 -- { ω -ᾱ ξε - - ἑ 
δερὰ Β (εξαρτωμἒντ ἔι τοῦ Μ) τοιαυτπιὦώστε ϱτ { κθ πο ς β.οἳ (3), 
οἱ 
οταν 5 Ι. 
Ὅδεν, ἂδγω τῶν (3) ααὶ (8), ὃα Εχωμεν: 


υ 
ια εἰ]« οἳ/ «68. οἲ  -Εβο Ξ (4) 


μαι οὕτω λόχω τῆς (4) τὸ δεύτερον οἈομάπρωμα τοῦ ἀδροίσματος (2) συχαλἰ- 
νει αποᾶύτως ιαὶ ὁμαβῶς επι τοῦ ιᾶειοτοῦ ιιαὶ Φραχμἒνου συνόλου. 

Διὰ δε το πρῶτον ὁβοιδήρωμα τοῦ ἄθροισματος (6), άν ἀντιιαταστήσω- 
μεν τὸ ἵ ὑπό τοῦ { Επιτυγκάνοµεν : 


[ ο σας ο 
|) 


ε κ ! -- ῃ [ ο / 
Το οᾷοιιᾶτιρωμα (5) προφανώς δεν συγαάᾶινει ὅταν β6ςᾳ-Ο. Ἐὰν ομµωςτο 
- ω ' ῃ µ , ας . ! - 
μινεῖται εἰς ενα ιιθειστὸν ἀαὶ φραχμῖνον σύνοᾷον τό ὁποῖον ιαεῖται δεξια τοῦ 
- ς 7 ῃ ο - 2 [ . τς 
μιχαδιιμοῦ «ξονος,Ώ ἄνισοτης ΧΘΣΞ8, οπσυ 62ο, τροφανῶς ἴσχυει ααι ως 
2 ! Ι Π 1! 
ἔα τούτου ὀυναμεθα νὰ ἔχωμεν: 
' οι Ἱμασπα κ- 
| Ἐν αε- | κ 


! [πι ! δα [ 3 ο 
μαι οὑτώ το πρὠτον ὁᾷοιιῶηρωμα συγαλίνει ὁμαδῶς, 


το 
σταν Τὰ. 


3 
α - ς η , { { ι ’ 
Ειαστον τῶν οὔομθπρωματων (2), συμφώνως προς τα γνώστα ὃα 
παριστᾶ μίαν ἀναδυτιαπν συνάρτησιν εἰς το χωριον Σ9220. 
ω κ) ς 1 -- 
Ἐάν εἷς το οᾶοιΆπρωμα (1) Θεσωμεν αἆ-πη, ὅπου η ἕΐναι φυσιιιός ἀριδ- 


ῃ ς ι δύ ς ἃ 8 ι . 
μος, εὗρισμομεν οι οάομάπρωσεως Ἰ 


ο 


] δ. Σα -(η-1)! πΓ(η). 


ο 
(6λ.Τόµος ΑΝ, Κεφ Στ, 6 6 Ἰδιοτης Σύ-6-! μαί Πόρισμα αᾱν-ς6-!). 
Ὡς Ει τούτου εἶναι φυσιιόν νά ορἱσωµεν: 


Γ(2)5 [9” εξ αἲ ΆφΣ2ο | {(6) 


ο 


Δια 2- Δαμιθάνομεν : 


ο» 
4 


τό)» |” Εατ-ο |εωυνα 
ό « 
ϐ) ἄποδειξωμεν Λοιπον τον τὺπον (6) 
Προς τουτοις ἂς Θέσωμεν: . 
Ε(2)- [αγ "αι ασ 


ο 
το 


) ο Π -- Π ᾳ 3 
Βασει τοῦ Πορὶσµατος π-5-1 ἀριεῖ νὰ ἀποδείξωμεν οτι Ε(3)ΞΓ(2) εἰς τήν 
͵ , -- 2, . ! 2 ή [ 
περιπτωσιν, ὅπου το 3 ἑΐναι ἕνας τυχὼν πραγµατιωος5 αριὸµμος μεταξυ ο 
μαὶ {, υαὸ ὅτι ἡ περίπτωσις ὅταν α3{ ἀνάχεται εἷς τὴν προηγουμένην. 
2 - , 1  |ι ' / . 32 ͵ ω -- ο. 
Ἀριαεῖ ἀοιπόὸν ὃν αὐτὴν τῶν περίπτωσιν νά ἀποδείξωμεν Οτι πᾶτροῦνται αἱ 


τρεῖς ουνδΏιμαι τοῦ θεωρηΏµατος Ικ-1-1. 


Πράγματι, Είι)Ξ ] οἳ {'' αἲ -ᾖ-εὲ- Ξ 4 
ο ο 


οο οο 
Εἶναι δὲ: ρα» |." ὔαῑνκ.] οἳ ο” αἲ- κ. Ε(κ). 


ῄ ςί υ. εν ος Π ' - Π 
Καὶ οὑτω ἀάτπθευει μαὶ η Φεύυτερα συνὸηωτ τοῦ θεωώωρτιµατος. 


ο. 
"Ἠόη : Ε (αν η)Ξ [ο επ αἲ (8) 
9 ΄ 
μαι ἀντιμαδιστῶντες τὸ ἵ ὑπό τοῦ π.ῖ, ἡ (8) χράφεται: 


Ε(Χ η) . Θ ον, αἲ 


ο 


Ἐπεῦθεν, «ντο --τιῃ [ ο ονας (9) 


Επ τα 
ο 
Προιειμενου Δοιπόν να ἀποδειχοῆ Ἡ τρίτη συνθπωτι τοῦ Θεωρηματος Ι-7-Ί ,4ρ- 
αεῖ νὰ ἀποδεικθῃ ὅτι τὸ δεξιον μελος τῆς (9) τεινει προς τὴν µονάδα τοῦ 
η{οο. Διὰ την ἄποδειξιν τουτου ἀαμολουδοῦμεν τὴν µεθοδον τοῦ ΡγϊπιςΠΘίπη. 
Πρὸς τούτοις θεωροῦμεν τὰ ολουβπρώματα: 


κ ο. 
Γ(η)- | ε το αἲ, Γ ών. ες Ἅᾖ{(ι9): 
ο ο 


Ὅι . '  ω ᾱ { ι 
υτιιαθιστῶντες το υπο τοῦ ηἵ ευρισμομεν! 


η. Γη) 5 ., αἲ (18) 


ο 


οο 
η. Γ(η)Ξ | αἳ {”.αἲ (12) 


ο 


δη. δᾷοιιθτιροῦμεν ἀμφότερα τα µέῆήη τῆς ταυτότητος : 
-πὲ μη πε 4 -ᾱ -πὲ .3 
”.---- [ο τα ο. 
ἀπο 0Ο ἕως } καὶ οὕτω Επιτυγχκάνοµεν: 
4 4 
| απἳ εἰ αξ -- . {αἲ επ (19) 
ο 
Ἐπειόπ ἡ (11) χράφεται: 
4 οο 
[ο µ. π | ο-ἳ κ αἲ- η. Γ (η) (14) 
: 9 . 
ἩΜ 04), Δότω της (13), γράφεται : 
| ο ἳ ε)" άν | απ {ἳ αἲ- η π.Γ(η) -θ π (15) 
4 9 
Ἐπειόω πι (12) γράφεται: 
[ ω ᾿ 
| | ας” «..| αἳ επ αγ ςη”Ἠ. Γ (η) (16) 
ο 4 
Ἡ (6) ἂοχω τῆς (13), δίδει : 
4 ι..] 3 
| αν ε" αὶς [ει ἕαίς η. Γη) ο η) (3) 
ο { 
ἁπποδετομεν ὅτι Οςχς!, ὅτε Όα εἶναι: 
ἕς ΙΧ «19, ὅταν οςὲ «! 
μαὶ ἕσικς π κ4Ἡ, οταν Ίςὰ, 
ἘΕὰν Άοιπον εἷς τὰ ὁᾷομἀτιρώματα (15) αι (11) ἀντικαταστησώμεν το 


, π 2 ͵ . ῃ - λ| 
αίαι Ἐν αντιστοιχώς ὑπο τῶν τ{ μαι 


ο επ αἲ ς απ". Γ(η) κα” η" ἤ 


Ξάη ᾗ , , 2 4 : 
Ε  επιτγχανοµεν τας ἄνισοτητας 


η Γησεπ]« 


ορ 
ϱο 


- 3 οα-η 
ο ασ αἲκ 1 πε-- 


.. ο ᾿ ͵ α”. ο”Ἡ - τ { « ε 
Δεφοµενου οτι: μι] -πτ--1 ευρίσµοµεν οτι ΄ 
ἵ οο 
. ΠΠ -ηἳ αανθηνί - 
εσο τὺσ {ο παν-ι 


ο 


: : Ε (αν) 
σος επ ἝἜτηης 


« 2 , [ο 1 { ην ὸ [ [ - ῃ ι 
ουτω εδειχΌηπ οτι ισχυξι ἴίσι Ώ τριτηΏ συνότιακΏ τσι) θεώρηΏηµατος Γσ-τ-ί και 


µατα συνεπειαν Έχομεν Εζχ)Ξ Γέα). 


η ο [ 
Συμπᾶπρωματα μαι ἄσωπσεις᾽ 


.. νά ἀποδειχθοῦν αἱ αἀάτωθι ταυτοτητες: 


1 οο 
: - (- (στ)  (1η-1) (1Πι- 1) . ο Β, υμμυμως σωμα 
) σης 4 εωαος «πωπωτ - ἵ πΠεφχ-8 νὰ ποτ οτε 
4 - 
π 
---- ο κρισ οκ ος 
4) 651 - { τλὰι νἍ πε ρτης πε ν) ΘιπΏτια τησ κα στ] -- 2λγῃηϊ 


ια, [ ως ᾗ υ 2 ῃ 
2. Δειξατε ὁτὶ ἔντὸς τοῦ µοναδιαιου αυμᾶου ισχυει: 
[- ο] 
αν ες 
π (0) - 


.. Π { [ ΄ 1 ῃ 
ἀαὶ Ἐπὶ πᾶεον τὸ ἀνωτέρω ἀπειρογινόμενον συγιᾶϊνει ἀπολύτως. 


4 Νά εὑρεδοῦν τὰ πεδία συχιβίσευς τῶν μάτωθι ἀπειρογχινομένων: 


0 3 


ο 
19) Ἡ (1-ᾱ πα 9) π συν ει 


4. Νά δειχθῷ ὅτι το ἀπειρογινοµενον: 
π ατα τ) 6 


μαι 


ώς. 
Ῥ 


ουχιᾶϊνει ἀποὐύτως καὶ οµα λὼς Επι παντός συμπαχοὺς συνολου. 


Π / ͵ 
5 δείξατε ὅτι το ἀπειρογινομενον ; - 
ν 1) ' 
μἱ [ην ο σαι (αἲ- οἳ ο) 
“ 3 οι ! [ [ 3 Π ὦ 
συταᾶινει εἰς το ανω νεα βεΣσπ καὶ συπικΆινει απολύτως εἰς 


αάδε ἠμιεπιπεφον ϱθ5 5 {. 


6 ἥΝἀ ἀποδειχθοῦυν αἱ κα ταυτότητες: 
Ἡ [ἱ) διπΏσΣ- ἆ Π [η 
μπι 


ι) συνπς- Ἱ] [- πα] αἱ) εοσηπα - Τί [ιοσβσητ] 
σητο τπτ κκ. ητο (2η) 


24 
ν) νεοπεςἳ (κάν ν) (οσιᾶ- συνε-ᾖ᾽ Π ντος 


4η. 


π. 


{ σ 
Δειξατε οτι: 
ἃ. 
ημπ(ανα)- Θσο - Π. (14 ρα αα)' Θ πια . 


. / 
ὅπου α δὲν ἔἶναι ἀμεραιος. 


Δειξατε ὅτι: 
(2η)! «2. πὶ Γ(ηνσ) /νπ 


Δείξατε διά κ πραγματιιιὀν ὅτι: 
ΑΕ: 
ἱγὰων| - . 


με ες Ἕσριως 
Χχ ΦδΙΠΠΤΧ 


Εάν Ψ(Ξ) παριοτᾶ την παράχωπον τοῦ θοφ Γ (2), όεἰξατε ὅτι: 


Ψ{(ι-2)-ψ(β)ςἹῖσφτᾖ. 


Δειξατε ὅτι: 
να ο εν ας Ἡ 


νο Ὁλ. (η) 


Ὑαοὸ: ΧρπσιµοποιΏσατε τὸν τύπον (1θ)τοῦ 6ας5 µαξχώς εαὶ τον τύπον (12). 


Δείξατε οτι: 
Γ.Γ) 2” να. Γ9). (τύπος τοῦ .εφθηάτο). 
Ἀποὸ: Εἶναι: 


’ ί ) ὢ 
δ( ο)» ἄε ασ) - ”- στον . νὰ τατητα 


οσο ου ’ 
Ξ ο τε ςς σα εας Ειολωλή .)α (το 
ος, κ (212112) ν σπος - ο. ο Ἕλποτ στα τὰ σας 


Δί ὁἀοαδηρώσεως ἀαμθάνομεν : 


Γ(α).Γ(: .-σ) «θα, Γ(5). {() 
ὁπου αἱ σταδεραί α μαὶ ὁ προσόιοριδονται: 
θετοντες εἰς τὴν (1) 251, 2-3- μαὶ πνωστοῦ ὄντος ὅιι εἶναι Γ(1-1)Ξ νΆ εὺ 


ρίσιομεν µετα τοὺς υπολογισμούς τεδικῶς α--2{ο)3 μαὶ 6-- θοα πι. 6ο 1. 


3 θέτοντες: 


. ΆΛ) η ο. 
(51) ἑ (ἄνι) (Ένο)...(1νΏ) ) πε να 


. Γ(η1). Γ(2) 
Γρ) εν 


' . , : οἩ 
ἓν συνεχεία δειξατε ὅτι: θίπι- (η) - 
ηνω Γ{(ηΦΣ) 


δειξατε ὅτι: 


Μ. Δειξατε ὅτι: 


Γ(ς)- 1 (9) γα), 


β ’ - 
[5  Δειξατε τὸν τυπον τοῦ ἄαωςς, 


(απ) Ἡ («η ἳ.Γ (8). Γ(3µ)... ντ (11-) 


6. Διά Ρο {πι]2ο, Κθίη] 5ο ορίδοµεν τὴν συνἀρτπσιν: 


4 
Β (πι η) - ἵ επ (τας 
ο 
᾿Άιοβούδως δεἰξατε ὅτι: 


) Βίπιπ)- Βίηπ) ἵ) Βίππ)- πο 
᾿Απόδειξις ({ἰ -- 
Ὡς γνωὠστὸν εἶναι πω. | ο εἳ αἲ Ψ ΣεΜ μὲ β6ξ»ο 


ώς 
θετω ἐ.τῖ' οποτε: Γ-ε[ οἩ ἑδίαι (|) ὁπότε διὰ τπΕΜ µε εο {τη} }Ο εαὶ πΕεΜ 
µε ϱ8(π]20 Όα Εἶναι. Ίο 


40ο 160 Ἠσο φοο 
Γ (τη) Γ(1)Ξ 4 { ἵ ον ωππ- αι) ( οσο 4υ)- [. αυ) μη ρπάμαν. 


ο 
οσο 


θετοντες µ- ο που υΞρημθ Ἀαμθάνομεν: 


Γ(πη) Γ(Π)- 4 πα, ο”) ο) ουν."θημ μ”"θάραθ-2 [ε ο ρισν οβοι Θημ. "θ)- 


ο... ο 


τεσπα [ συν” .θημῖ Ίθαάθ (0) (Δδχω τῆς ω). θέτοντας δὲ συνῖθ-ὲ Έχω: 


η . ! 
2 συν." θημῖη θάθ- [1 σας Βέπι,π) (8) 


ο 


Ὃδεν ᾖΓ(τι) Γ(η)Ξ Γ (ποτ) 8 (πο η) Σξ ἣς η ἀποδειωτέα. 


Π. Ἀποδειανυεται ὅτι: 
Γ(αν1)- οπε ο” [νεο )) 


ς Ί µ ! . . { “ ο . ͵ ἐ 4 

Ὁ Ἀνωτέρω τύπος μαδεῖται ἀσυμπτωτιικός τύπος τοῦ οὴἰπέιηᾷ ὅια Ὅηων 
συνάρτησιν Γ Ἐὰν Ἔ-η Έχωμεν: Γ(ην!) 5 ν2ηη. η”. ο”. οθ1π, ὅπου 0-«θςἰ. 
Εἰδιιῶις διὰ ἀριούντως μεγάλο η Έχομεν: η! ν/Ίπη: η. Ε-π. 


Ἡ πα: : - -.-- - 4 . 
Ἕφαρμουη 23 (ουνεκεια τής σ»λ,} 14). νε ολη ήσδν δ ἐν τα ο (1-2) να ευὐ- 
ρεδούν τὰ ὁλοιληωρωτιαἁ ὑπόλοιπα εἰς τα ἀνώμαλα σημεῖα της. 


Δύση: Τα ἀνώμιαλα σηµεῖα αὐτῆς τῃς συνάριωσης εἶναι τα Ἔ-ικαι 2590, 


( | 
τό 1.1 εἶναι ἕνας ἁπλός πόλος τιαὶ ἔκουμε: Έθς. (5) -- Ἑ--ἰ --θ, 
3-3 ῶ-4 
Διὰ νὰ εὗρωμεν τὸ Εος4-(3) ἀναττύσουμε υμα:α ἱανγεπὶ των ὁ (2) περι τοῦ 
ἵ ἕα] 
ἆ-.ο ιαὶ Έκομεν. 


ῄ 
ο τι 4 δα ταςν- Ἔτατ: κ, 


ο αντε ὁ ο ἆδ τσ 


Ι-Ἔ 


Λία πολαπλαωπλασιαδμοῦ τῶν ἂν ωτέρων σειοῶν λαιιβανο1ιΕΥ: 


ἁκον)» (1. 21. η ην) 


“-. πο Κανον: ω μήν εωως, 


1ρα-προῦμεν ὅτι οΦο, Κ:3)8,... Ἐπειδη τὸ πρωτεύον µέρος τῆς ματα 
αυταρὶ ανατπτύξειως της συνάρτησης περιξχει γα ἄπιρο ριόικὸ όριον τες, δρ” 
γη: ωαξς δυ, λοσισ ται) ον 12 κάν πο είνα) ἕνα οὐσιῶδες άνώγμαλο ςσΏμαςείο Ἰὴς 
συνάρτηση». τρ ὁλοαληρωτν 1ο ὠπόλοισ ιο 6) αὐπό πὸ αλπιὼδες ἀνώμαλο σωμεῖο 
ἂ-ν εἶναι, ατα ὰ γνωστα., 


βεοςόἼ)-ο ιν στη 
Απο 


ο δν αν 
Ἔναι - ϱ.--Λ. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ Χ 


ΣΥΜΜΟΡΦΟΣ ΔΠΕΙΚΟΝΙΣΙΣ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΑΙ ΑΥΤΗΣ 


6]. ΣΥΜΜΟΡΦΟΣ ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΙΣ 


Ἔστω Μ/-4(2) µία συνάρτησις, οποία θεωρεῖται αναδυτιιιπ οἷς ααδε στιμεῖον 
Ζ ἕνος πεδίου α. «ποδετομεν, ὅτι Ἡ Δεία ιαμπυλτι ἕ µε ἐξίσωσιν: 4Ξ 3(1) - 
α(ε)κἰῃ(), α-{-6, διερχεται δια τοῦ σημείου 3, τοῦ 4 μαι ὅτι {(2)40, δια 
μάδε Ῥεα. Η ν/-ή (Ὦ) ἀπειμονἰδει την { εἰς μίαν ιαμπυᾶτν, ἔστω Γ, τοῦ νΑ- ἔπι- 
πεδου υαὶ ἡ οποἰα ὃὰ ἔχτι ὡς εξίσωσιν τὴν ΝΜ-ό(2(4)), αξῖ-6. 

Ὢς γνωστὀν Όα Εχωμεν: 
κ) - ς 6). π(ὁ ϱ) 
Ἐπειδπ π παμπυᾶτ Υ εἶναι ἀεία͵, ὰ εἶναι α΄ (8) 4) ο δια αξ{ἔ-ξε 6 εἷ- 
ναι δε ιαὶ 4, (1) 4ο ατα συνεπειαν λοχω τῆς (9) θὰ ἔἶναι ν/ (1) 0. Ἐι τῆς (ι) 
Άοιπον ὀυνάμεθα νὰ ἄάθωμεν ' 


ατα ν/ (8) - ατα [ε()] κ ατα.) (2) 


υ 


ν/-Επιπεδον 


Σχ. 1ϱ 


Σχ. Ία 


Ἔστω θο ἡ γωνία αβίσεως τῆς Εφαπτομεντς τῶς χ εἰς τὸ σωμεῖον ἆς-Ξ(Ε,), 
αςἰοςθ, εἶναι δὲ αὕτη µία τιµτ τοῦ αιᾷ ἜΊΕο) Εὰν ψ, εἶναι µια τιμη τοῦ 
ατο{ (39), τοτε, συμφώνως πρὸς την (2), θά ἔχωμεν: 
Ὅτο Φο Ξ Μο « θο (9) 
Ἡ (3) δίδει την τιμτιν τοῦ ατα ν΄ (49) μαὶ εἶναι ἡ γωνία μᾶϊσεως τῶς δι- 


{ , ͵ ο . , - « ω 5, 
ευῶυνσεως τῆς Εφαπτοµενως τῆς Γ εἰς το σωμεῖον Μίο- 4 (3ο). Ο9εν, ὅταν Ἡ 


συρτησις ὁ εἶναι εἶναι ἀναάνυτιάη ναάυτιαη εἰς το το ο. με (59) τ ο, µία προσαναταλισμέ- 
ντι | Εφαπτομενη μιας ἀείας μαμπύβης ή εἰς το το Ζο πε εριοτρεςφεται ματὰ 1 την. 
χωνίαν ΨΞ- ας (Σο) ὑπό τοῦ µετασχηµατισµου ν/- (3). 
ς ( µ ὥ το ο ο ο νο ο αν ο ἳ 
5 ὑποθεσωμεν πότη, Οτι ἔχομεν ἐπὶ τοῦ πεδίου 4 την συναρττησιν ΜΞΦ(3) 
( } ' ος σ μ] , ὧν “ [ 
ὡς ἀνωτερω ὠρισὃη, μαὶ ἔστωσαν Ὑ μαὶ η, ὅυο ἂεῖαι παμπυᾶᾷαι αει- 


µεναι εντος τοῦ  ααὶ διερχοµεναι διὰ τοῦ σημείου 3ο (6λ. Σχ.2α). 


Σι Όα Ζκ.29β 


Ἔτωσαν τ αι λα) αἱ ἔφαπτομεναι τῶν μαμπὺᾶων τούτων εἶς το ἂς 
μαὶ α ἡ γωνία τῶν παμπυβων ἡ ὁριδομενη ὑπὸ τῶν Εφαπτομένων 
των μαι Ἔ, εἰς τὸ 2ο μαὶ ἡ ὁποία μετρᾶται ἀπό τῶν τ προς την τ.. 

θὰ εἶναι δε α-θ,- ϐ ὅπου Θ., θ αἱ γωνίαι αβϊσεως τῶν τι,τ µετα τοῦ ΟΣ, 
Ἐστωσαν δε Γ 1ααὶ ἴ, αἱ εἰμόνες τῶν τ μαι τι ὑπὸ τΏς ν/Ξ{ (3) (01. Σ.2β). 
Ἔστωσαν δὲ Τ μαὶ Τι αἱ ἔφαπτόμεναι τῶν Γ μαὶ [ εἰς το σημεῖον ἨΜίΞό (2ο). 
Συμφώνως προς τ ἀνωτέρῳ, ἡ γωνία τῶν Τ μαι Τ, μετρουµένη ὑπό Ὅων Τπρός 
τὴν Τι θά εἶναι: α΄- ᾳ-φ, ὅπου ᾱι, αἱ γωνία μβίσεως τῶν Τ,Τ µετα 


τοῦ ἄξονος οι. Συμφώνως προς τὸν τυπον (5) θα Ἐχωμεν: 


-ϕ -{ατφν (3996, ]- {ας 69)19] Ξθ.-θ-α. 


. / , 2 , ς « / ο , ο 
Ορισµος Χ-Ι-Ι. Λία απειµονισι5 Ὦ οποια ὁιατΏρεῖ τα µέτρα τιαι την φο- 
ῃ μα - ; / ’ , ι ή ες ῤ 
ράν τῶν γωνιών μεταξυ δύο δείων μµαμπυᾷων διερχοµενων ὅι ενος τια- 
{ ͵ - / - - 
Δωρισµεένου σημείου, ααδεῖται σύμµµορφος ἀπειιιόνισις εἰς τὸ σημεῖον τοῦτο. 


- 3 ... . , ͵ 
Ἓι τῶν ἀνωτερω ἔπεται τὸ ἀμόᾷουθον: 


θεώρτµα Χ-1-4. Ἔάν διὰ μάθε σημεῖον 3 τοῦ πεδίου ϐ η συνάρτησις ὁ 


- Ε) [ Σα ΄ ν - 2 ; . Ν | ω- ἁ 
ἕναι αναδυτιαπ ἀαι ὁ(3),0Ο, (ὁπλ. ἃ {6(3) «εἶναι αναλυταη αἱ ἀπᾶπ) Ὠ ᾱ- 
μ -- , 

πειαονισις Ν/Ξ{(3) εἶναι συμµορφος. 
σ-- " { 2 ! - 5ς μα { { - - 
Ἐαν ἧατα τς) απειικονισιν ΜΜ): {(3) διατηροῦνται απαῶς τα µετρα τῶν χωνιῶν 
-- ι Ν σι! ' - , ῃ -. -- ͵ 

τῶν ααμπύΆων Οχι ὅμως ἀναχιαστιιῶς ααί αἱ «φοραί» τῶν γωνιῶν, τοτε 


« ι σα » ’ » { 
αὖτπ Όα μαδεῖται ἐσογωνιος απεικονίσεις. 


- 32 ε ' ' ͵ α 
Ἓα τοῦ ἀνωτερω ΘεωώρΏμµατος προμυπτει τῶρα Οτι: 


2 . ο 53 { ( ! ο 5 ῃ } 
Χ-(-. Ἔαν αἱ ειµονες ὁυο ἁαμπυθων Ὀπο μιᾶς συµµορφου ἄπει- 
- ᾽ ! ͵ [ιά [ τ - , ͵ 

μονἱσεως είναι ορθοχωνιοι, τοτε αἱ μαμπυᾶσαι αὗται εἶναι ορθογωνιοι. 


ο Ἐάν ἡ ἀπειμονισις ν/- (3) εἶναι συµμµορφος εἰς τὸ σημεῖσν Ζο,τότε αὕτη 
δα ἘχΏ μίαν ἀντίστροφον εἰς µίαν περιοκην τοῦ σημείου ΜάΞ4 (9). Αὐτὸ ση- 
µαϊνει ὅτι ὑπάρχουν ἀνοιωτὰ ορθογώνια. 4 ααὶ Ὁ µε ιέντρον τὰ Ζο ααὶ Μο 
ἀντιστοϊχως, τοιαύτα ς ὥστε εἰς μάθε στμεῖον Ν/ τοῦ 5 ὑπάρχει ἕνα μαί µό- 
νον ἕνα, στιμεῖον ᾱ τοῦ α µε τὴν ἰδιότητα: ν/-4(3). Η ἀντιστροφος εἰιόνα 
παρίσταται. διὰ τοῦ 3-9(νν) εἶναι ἄνα Ἀυτιαπ εἰςτο νο ααί Έχει παράαχωχον 


διδοµενη ὑπό τοῦ τύπου: ον) στρ 


Παρᾶδειχμα /3. «Ἡ ἀπειμόνισις ν- 2” εἶναι συµµορφος διά υάδε 239, Ἐπειδη 
ἡ παράχωγος Υ/ «23 δὲν µΏδενίδεται διὰ μάθε 240. Αὕτη δὲν εἶναι σύμµορφος 
δὰ ἆ-ο. Πράγματι, ἐπειόη 

ατν/- ατα’ 2ατᾳξ, 


ο. ῃ ͵ [ [ ͵ διὰ ς , ο / ' 
Π ἀπειιόνισις δοιπον Φιπᾶασιαδει ιάδε χωνίαν, τῆς οποίας αἱ πΆευραι διερχονται 


-- 3 -- 
ὁἁ τῆς αρχῆς. 1 
ς . -- - ῃ - ’ 
28/ Ἡ απεικονισις νΞΣ προφανῶς δεν εἶναι συµ- Ζ «ρ 
µορφος, διότι διὰ υάδε Ξες δὲν ὑπόρχει ἡ παρᾷ- ν 
. - ς ϱ) , π δ πο ἲ [ ο] πι πποσκ ρ---- 
τωτος αωτηΏηΏς. Ἡ απειιονισις5 αυττι ιατηωρει ταμε- ; Α 
τρα τῶν γωνιῶν, οὐχί ὅμως μαἰ τὴν φορὰν αὖὐ- 5 -θ 
- ς -- 
τῶν, ὡς Φαίνεται ἔὰ τοῦ Σχ. 8. . 
Σχ.3 


35/ Ἕνα Αίαν οξιοᾷογον παρά δειηµα συμ- 


μορφου ἀπειμονίσεως εἶναι ὁ χραμμιαὸς αἈσσματιυος μεταοχηματισµος 


Ὠτοι τ ν/-ς 5(α)- 4538 


[ ο . : 
με δν α 2ο, Πράχματι εἶναι 


σένα 
/  ἃσα- Ὁ . Π ' 
5 (2) ζεσνας ο διὰ ταδε πεθν[-ά] 


62. ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΗΣ ΣΥΜΜΟΡΦΟΥ ΑΠΕΙΚΟΗΙΣΕΩΣ 
Ἔστω ν-{(5) µία σύμμορφος ἀπειιόνισις ἀπειιιονιδουσα τὸ πεδιον 6 εἰς 
τὸ πεδιον ϱ" Ἱστειὸ πεδίον ά” μαδεῖται σύμμορφος εἰιιόνα τοῦ πεδίου Ἡ ὅτι 


τὸ α ἀπειικονιδεται συµµόρφως ὑπὸ τᾶς ν/-4 (3) εἶστο αἲ 


Προτασις Χ-2-{. ᾿Εὰν τὸ πεδὶον ΄ εἶναι μία σύμμορφος εἰμόνα τοῦ 6, τότε 
τὸ 4 εἶναι σύμμορφος εἰιόνα. τοῦ 6. Ἐπὶ πᾶέον ἔάν α’ εἶναι µία συμµορφος εἰ- 

! - 4 φὐ- - 1 [ [ κ ͵ ( -. { 
ονα του ᾱ μαι 4 εἶναι µία συµμµορφος εἶασνα τοῦ αν τότετο αἱ εἶναι συμ- 
µορφος εἰµονα τοῦ α. 

ι) , εἰ ͵ / η ͵ - 2 , -- ἁ ! 
Ἄποδειξις: Ἔστω ν/- {4(ϐ) µία συµµορφος ἀπειιόνισις τοῦ α Εντός τοῦ ἄ µε 
ἀντίστροφον τῆς 3- «(ν/) ιιαὶ ἔστω Ἰ-α(Μ) µία σύµµορφος ἀπειιόνισις τοῦ 
ϕ ὸ έ - κά ς ἤ , » ε - 1 ! 3 
4 εντςτου α. ΗἘ-οφ(ν/) 9ὰ εἶναι ιιαὶ αὗτω, προφανῶς,μἰα συμµορφος ᾱ- 

, - 3 ῃ -. ' ς ' , 7 
πειµονισις τοῦ 4 εντος τοῦ ᾱ. Τεᾶος τι Ἰ-ϕ({(39) ΌὉα εἶναι σύμµορφος ᾱ- 


, ας Γ ἃς κά ͵ , ' 
πειµονισις τοῦ 4 εντος του : ὡς σύνθεσις συμμορφώὠν ἀπειισνισεων. 


9 Ἔσιω « εἶναι Ένας δίσωος η ἕνα Πμιεπἰπεόον μαί 2ο ἕνα σημεῖον τοῦ ᾱ. 
Ὡς πνωστον, συµφώνως πρὀς τὰ παραδείγματα που Εξετάσαμεν εἰς τὸ Κεφα- 
Άαιον Ἡ, 8.4, θλ. σχετιἁτ. Ἐφαρμοχτι, δυναμεθα να ἀπειιονίσωμεν τὸ ἓν 
ἄογω χωρίον συµµόρφως δι ἑνός πραμμιιοῦ ιιΔασματιιοῦ µετασκτηκιατι- 
σμου κ. ο(ϱ)-θέτ «Δα-ςὈφο εἰς τον μοναδιαῖον ἀὐύιᾷον |ν/|ς« 4, ὁ ὁποῖ- 
οἱ να πᾶπροϊ τὰς συνΌπµας 5 (29))-0, 5 (Σ.) 4Ο. 

Τὸ ἀνωτερω ὀνναμεδα, νὰ τὸ χενιµεύσωμεν διὰ τοῦ ματωτέρω θεμεᾶιώδως 


4 " ς -- ! 2 ͵ 
Θεώρτηµατος, το οποῖον δεν ἀποδειιινυομεν. 


| Ὁ ! [ “ ͵ 3 { 

θεώρημα χΣ-2-Ι. (Βἰρτησητ) Ἔστω ἄ ἕνα ἁπᾶο ιαὶ συνεωτιιιόν πεόίον εἷς το 

1 , ' - 4 ε ! ε ’ 
ἐπεμτεταμενον µιχαθδιιόν ἐπίπεδον, τοῦ ὁποίου τό σύνορον περιξχει περισσο- 


[ ' σα ι ... ζ ο 1 6 [ 
τερα ἀπὸ ἂνα σημεῖα ιαὶ ἔστω -Ζο εἶναι ἕνα σημεῖον του «4. Ίοτε υπάρχει 


µία ἀναῶυτιωή μαι ἁπᾶῃ συνάρτησις νο () ῷ Οποία ἀπειιονίδει τὸ ᾱ συµ- 
µόρφως Εντός τοῦ δίσµου [ή]! καὶ ἐπὶ πᾶξον νὰ ἵμανοποιῷ τὰς συνὸτι- 
µας 4(39)-Ο ιαί ὁ(29)2ο." | 

Παρατηρησις: Η ὑπόδεσις ὅτι τὸ σύνορον τοῦ 4 πρέπει να περιεχΏ πε- 
ῥρισσότερα ἀπό ἕνα σημεῖα εἶναι ἀπαραίτωτος. Πράχματι, ξὰν Πρ παριστᾶ 
οᾷοιᾶπρον τὸ Επειωτεταµενον µιγαδιιον Επίπεδον εξαιρέσει τοῦ σωµειίου Σο 
μαὶ υποθέσωμεν ὅτι Ώ Ι/-4(3) εἶναι µία σύμμορφος ἀπειιιόνισις τοῦ Π.. εντός 
τοῦ δισιου || κ1, τοτε μαὶ ἡ συνάρτησις ἀ4(2)Ξό({-ς »2ο) ἂναι µία σύμμορφος 
ἀπειιόνισις ὁδοιΆπρου τοῦ Επειτεταμενου μιχαδιιοῦ ἔπιπεφου Τι. εντος τοῦ. -- 
δίου δίσιου. ᾿ΑΔά µία τοιαύττι σὐναρτησις δὲν δύναται νὰ ὑπάρχτι διοτι εάν 
[Φ(3) |! δια ἀαθε πεπεραοµµενον Ζ, τοτε ἡ 4 (2) εἶναι µία φραγµένη ἀμεραία 
συναρτησις μαὶ συμφώνως πρὸς τὸ θεώρημα τοῦ | Ιοινὶἐθο αὗτη θά εἶναι στα- 
δερα. Ὅθδεν, µία ποιαύτη συνάρτησις δὲν ὀύναται νά εἶναι συμµορφος. 

Του ἀνωτέρω θεωρήματος τοῦ ΚἰρππαηΏ Φυναµεθα να ἔχώμεν τὴν ματιωθι 


' 
γενικευσιν. 


ἤ Φ - Λ ( ' Μα 
θεώρπιµα Χ-2-2 ᾿Εστώσαν α ται 4 Εἶναι ὁύο απἀᾶ συνεµωτιωα χωρια επἰ 


ὦ -] οἱ μα ς Π ι ια Ὠ 
τοῦ Επεωτεταμενου μιχαΦιιοῦ επιπεδου ἔμαστον τῶν ὁποιων Έχει Ένα σύνορον 


µ ἀμα -- α -- --- ( 
ο. περισσότερα ἀπό ἕνα σημεία: Ἔστω Ζ. εἶναι ἕνα σωμµειον του α αι 


Μά. ἕνα ο οι ο τοῦ αἲ. Τοτε Όπαρχει μια ἀναλυτιαπι αι ἁπᾶὰ συναρτΏωσις5 


ΜΞΦ (5) τι οποια ἀπειιογίδει συµµορφως τὸ α εἰς τὸ α τιαὶ Επί πᾶεον ἵμα- 


νοπαιεῖ τας συνθηµας. ἡ 
(1 νο, }(19) 5ο. 

Ἀπόδειξις: Ἔσιω Κ ο δίσιος | 1]! μαὶ ἔστω 1-43) µία συμµορφος ἀπει. 
πονισις τοῦ 4 Εντός τοῦ Κ τοιαῦτη ὥστε 4(39)-0, Φ (19)0. Προφανως π ἄπει- 
μονισις αὕτη Έχει μιαν ἀντίιστροφον, Έστω την ἅ-φ( 1). 

Ἔστω ἸΞ Π(4/) εἶναι ἡ σύμμορφος ἀπειιονισις τοῦ ’ ενιος τοῦ Κ τοιαύτπ, ὥστε: 


Π(ή0-Ο, Π(Μ9) 2ο 


1) {/ συνθήιαπ ό (1920 ἰσοδυναμεὶ µε το νά γραψωμµεν «ιού (29)20. 


Έστω δε ν/-ψ(η) Π ἀντίσιροφος τῆς 15η ος δὰ Έχωμεν πραφανῶς 


Ψ(ο)Ξνς μαι ψ(ο-τπς ποσο »δ0 


Ἡ ἀπειωονισις Μ/Ξ φ()) - ψ(α(3)) Ξ 4 (2), εἶναι µία σύμμορφος ἀπειιόνισις τοῦ 
4 ἔντος τοῦ  τοιαυττι, ὥστε: 


ό (3.)- Ψί(4(2ο)- Ψ(Ο)Ξ Μο 

μαὶ 6/39) - ψ΄(4(19)). 439) - Ψ(): 4 (59) ας 5 ο. 

69. ΜΕΛΕΤΗ ΔΙΑΦΟΡΩΗ ΣΥΜΜΟΡΦΩΗ ΑΠΕΙΚΟΗΙΣΕΩΗ 
[. θεωροῦμεν τον μετασχηματιομὀν΄ 

ν/ς {25 (61ο ")ςοος5πκσυνή νι σηηχημη (ι) 

Παρατπροῦμεν ὅτι {/(2)-ο, ὅταν χΞηπίὶ, ὅπου η-ο,Ξ{ 92 

Η ἄνωτερῳ ἀπειλονισις εἶναι συµµορφος µόνον εἰς τα πεδία τιοὺ δὲν περιξχουν τα 
ἄνωτερω σημεῖα. Αὕτη εἶναι περιοδιµτι ὧς πρὸς μὲ περὶοδον 2Π᾽ ἐπὶ πᾶξον δε 
Έχομεν σοςῄ(-.)Ξ σος/ι3. Ὅθδεν, η ἀνωτέρω ἀπειιίόνιαις έΐναι ἀμφιμονοσήμαντος 
Ἐπί ξικάστου πεδίου, τὸ ὁποῖον δὲν περιέχει δυο σημεῖα 3,3, τοιαῦτα, ὥστε 
2,-ᾶ,- 2ηπὶ µε ηΞο/!2,... Ἱ 

θεωροῦντες το Μ/- Επἰπεδον μαί Όετοντες Μ/- αχὶυ Θα Ἐχώμεν, ἄοχω τῶν (9) 

α Ξ οο5Ἀχσυνυ 


| 6) 
ὐςφθιπηχηΏμυ 


Ἐι τῶν (1) ἄαμθανομεν: 
-οπης - εερς συνἡνημ’ ης (38) 

Οὕτω τιάθε ευθεῖα χ-σταδ. μετασχηματίζεται διὰ τοῦ ἀνωτερο) µετασχτιµα- 
τισμοῦ εἰς µιαν Ἐλᾶειψιν μέ μεγὰᾶον αξονα τον «Ὁ5ηχ ματα τπν τι-διεὺδυν- 
σιν μαὶ μιιρὀν ἄξονα τον |5ίπΠΠΧ] κατὰ τῶν Ὁ- διεύθυνσιν 

Κατ᾽ ἀναβοχον λα ἒα τῶν () ἀαμθάνομεν: 


1 


3 ε (ὁ 

σος στ Ξ -- 54 4 

συνΣῦ "πα ζοσηκ --δἱπΏχ (4) 

Οὕτω τιάθε εὐθεῖα ι- στα. μετασχηματίδεται ὅια τοῦ ἄνωτέρω μετασχη- 
ματιομοῦ εἰς μίαν ὑπερθολὴν τέµνουσα τον ἄξονα τῶν αὰ εἲς τὰ σωμεῖα 


Ξ συν μαι Έχουσα ἄσυμπτωτους τὰς ιΞ«(εφι) υ 


' ας 2 ο : - ο ας 
Αἱ ένµονες τῶν ευθειῶν α-σταδ. ααὶ -σταδ. τοῦ Ζ- Επιπεφου υπο τοῦ 


3 ' - ͵ 2 5 , 6 | ο. 
ανώτερώ μετασκτιματισµου ειΣ το Ὑ/- επιπεφόν παρεχονται Ὅπο τοῦ ΖΧ. 4 


κ/-- Επιπεδον 


ια 


κ- σταθερον 


5 σταθερον 


Ζκ, | 


Ἡ. θεωροῦμεν τὸν μετασχΏματισμον: 
ε{(λ-- (1). 
γύ ό(ρ-σ (εως ἅλ 
ὅστις μαβεῖται μετασχηματισμός τοῦ Ἰομκοννςεί. 
χ / { 4 
Εχομεν: α (απ (σσ) (2) 
0δεν, { (44ο, Εαν 444 
ς ῃ ' [ -- ῃ { 2 ΄ 
0 ἀνωτερω ἄοιπον µετασκχημµατισµος εἶναι µία συµµορφος απειµονισι5 
τοῦ μιγαδιιοῦ ἐπιπέδου «Ον [-!{,0)] ἔντος τοῦ ἰδίου. 
Εἰς τό σύστημα ποδιιῶν συντεταγμενων Έχομεν: 
Ἅξ  (συνθκἰημθ) τ»ο | -. 
4 η : 
-ᾱ Ἔτ (5υνθ- ἰπμθ) 


ω 
οτε - 
Έστω Ν/- νὶυ ἔπὶ τοῦ ουσττιµατος τῶν ἀξονων Οἱ,ου. 


λογω τῶν (8) ὃα Έχωμεν: 
) συνθ 
(4) 


Ὁ «Ἡ εἰμόνα τοῦ υὐύιου |α]-τ 9ὰ ἔναι ἡ Ἐλλειψις μὲ ημιάξονας ἂ-σ (ον) 


μαί 5 στι Επι τοῦ συστπιµατος τῶν ἀξόνων σα,ου ἄντιστοιχως, 
σα ι [ - , σα ! 
Δια τ-1 εἶναι Ό-ο ιιαὶ τ εἴμονα τοῦ |τ]-4 εἰναιτο τµΏμµια [-11{1] διαγραφο- 


µενον δυο φορᾶς. 


Δια Ὁ41 ἔπιτυγκανομεν την Ἔλλειψιν, τῆς οποίας αἱ ἔστιες δίδονται ὑπό τῶν 
σχεσεων: 
ς- ἂ]- 5-4, Ώτοι εἶναι τὰ στιµεῖα 5. 
[ [ ' . ᾿ { 
Διὰ τας τιµας Ὁ αιαὶ-ῃ- ἐπιτυγχάνοµεν των αὐτπν Ἐλθειφιν. 
.. ς η ή ο 3 [ [ ο. , ος ι - ο 
ἵ) Ἡ εἰαονα τῆς πὩμιευδείας Θ-6ς διερχοµένη διὰ της ἀρχτΏς Ο θά εἶναι η µα- 


μπυᾶτι µε εξίσωσιν: 
ια 


συν-θοᾳ πο - 
τοι δια Θο πε. εἶναι Ένας πλάδος ὑπεβεοηης με ἔστιαν το --{,ἔαν συνθ,2Ο 


4, μὲ ι.συνθ.2ο (8) 


μαὶ εστία το -!, ἔαν συνθο -«Ο μαὶ ἀσυμπτώτους τὰς Ὡμιευθειας Θ53ο" 
Δια θ.Ξ3-1. εἶναι ὁ ἄξων ου. 

Ἐπειόδη οἱ αυιδοι |α|- π μαι αἱ ημιευδεῖαι θ-:θ. τεµνονται ὀρθοχωνιως 
μαὶ η. ἀπειαόνισις εἶναι συµµορφος ἔπεται ὅτι αἱ ελδείψεις μαὶ αἱ ὑπερ- 
θοβαὶ ἐστιῶν κ! μαί -ἰ τεµνονται ὀρδογωνίως. 

Ὁ ἀνωτερω μεταοχηΏωματισμὸς Έχει Έδαρμογην εἰς την Μηχανιάπν τῶν 
ρευστῶν, διότι ορισμένοι μύαᾶοι διερχόµενοι διὰ μιᾶς τῶν ἑστιῶν «1 Π --{ 
ἔχουν ὡς εἶιονα ικαμπυᾶτν ομοιάδουσαν προς των ιάτοψιν πτερυχος αε- 


ροπάάνου. (0λ. Σι. 7α πα Σχ.2β). 


ᾱ- ἔπιπεδον ος Έπίτεδον 


Σκ. ζα 


64. Ο ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΡΟΗΜ/ΑΝΤΕΖ - ΟΗΒΙΞΤΟΕΡΕΕΙ. 

Διὰ τοῦ μετασχηματισμοῦ τῶν δοΏν/ατὶα- Οππιςοφόθξ Όὰ ἐπιτὺχώμεν μίαν 
ἀπειιόνισιν τοῦ πραγματιαοῦ ἄξονος κ ἁαθὼς ιμαὶ τοῦ Ἡμιεπιτιεδου {πιΣ 209 
ἔνιος σνὸς δοθεντος ιᾷειστοῦ πολυχώνου μαὶ τοῦ ἐσωτεριιιοῦ του τοῦ ν- Επιπεδου. 

Ὁ ὄνωτερω µετασχηματισµος εὑρίσιει εφαρμοχάς εἰς προθᾶηµατα τὴς 
ρσῆς τῶν ρευστῶν, πλεμτροστατιμοῦ πᾷεωτρισμοῦ παθως μαι τῆς θεωρίας 


δυναμιιοὺ. 


! . , - -- Ἡ » ες . 
«Άπειμονισις του πραγχματιιοῦ αξονος ἔπι ενος ποβυγωνου. 


Θὰ παραστησωµεν τὸ μοναδιαῖον ἐφαπτομενιιόν διάνυσμα ἕνος ἄειου προ- 
σανατοᾷισμένου τοξου Ὁ εἰς τὸ σημεῖον Σο ὑπο τοῦ μιγαδιιοῦ ἀριομοῦ ἐ(Η-)) 
᾿Εστωδιιομιχαδιιος αριοµος τ (|τ|-{) παριστα το µοναδιαϊῖον Εφαπτομενιιιόν 
διάνυσμα τῆς εἰιονος Γ τῆς Οᾳ ὑπο τοῦ μετασκηωματισμοῦ ΝΞ{4(2) εἰς ιό ἂν- 
τίστοικον σημεῖον κά: { (79). Ὑποὂετομεν ὅτι Ὢ ὁ (Έ) εἶναι ἀναδλυτιιή εἰς τὸ : 
σηωμεῖον 2ο ια ὅτι ὁ (2) Ο (πλ. ἔχομεν συμμορφον ἀπειμόνισιν). Συµ - 
φώνως πρὸς την δΙ ϐλ.τυπον (2) δά Εχώμεν: | 

απατ- -- « αταή (1ο) (1) 

Εἰς τν εἰδιιάν πο πιοον Όπου ἡ 6 εἶναι ενα ια τοῦ ἄξονος τῶν ο 
μὲ δετιωήν φορὰν πρὸς τὰ δεξια, τοτε ἐΞ/ ιμαί ὡς Ειὰ τούτου απαῖ-ο εἰς 
μάθε οτμεῖον ἄ.ςκ επὶ τῆς Ο. 

Ὅδεν ἡ σχεσις (1) γράφεται ὅς αὐτὴν τν περίπτωσιν:. 

ον ταπφό (α) «). 

ἸἘΕὰν πι ὁ (3) Έχη σταθερον ὅρισμα ματὰ μηιος αὐτου τοῦ τμΏματος, επε- 
ται ὅτι τὸ ατατ εἶναι σταθερὀν, αυτό σημαίνει ὅτι Ὥ εἴκων Γτῆςς εἶναι 
Επίσης ἕνα εὐθυχραμμον τμΏμα. 

"μδτι προτιθεµεθα νὰ ααιασιευασωμεν εναν μετα σχκτµατισµον ν/-- (1) ο 
ὁποῖος νά ἀπειικονίσω ὁδόιῆηρον τὸν ἄξονα «χ ἔπί ἕνος ποβυγώνου ἔχοντος 
Ί-πευρας, ὅτου αι «αλ: ςΧπιι μαὶ Ζ-οο εἶναι τὰ σημεῖα αὐτοῦ τοῦ 
ἄξονος ιαὶ ὁ ὁποῖος (μετασκΏματισμός) να. Απειιισνιστι τὰ ἀνωτερῳ σΏωμεια 
εἰς τας αορυφὰς αὐτοῦ τοῦ ποβυγχώνου. 

Αἱ ιιορυφαὶ Δοιπὸν τοῦ πολυγώνου ὃα εἶναι τὰ σηµεῖα ΝήΞό(κι) (15402,.. .π-1) 
μαὶ νῄῃ- ὁ (ω). | | 

Ἡ συναρττσις ὁ πρεπει νὰ εἶναι τοιαύτη, ὥστε το αταή (3) νὰ πηφᾶ απο µία 
σιαθερα τιμη εἰ μίαν ἂ λάτπν σταθεράν τιμήν εἰς τὰ σηµεῖα ἅ-α[ μαδὼς 
το 4 ιινεῖται Ἐπὶ τοῦ ἄξονος κ. 

Ἐάν Ώ συνάρτησις { εαδεγΏ εἰς τροπο», ὥστε : 

-ᾱ Αν κ ο ανο τη ο πω. (9) 


οι -- ή Π Σο κι ο, - έ 
οπου Α εἶναι μιγαδι]η σταθερα μαι Εωαστον τῶν κ; εἶναι πραγµατιατι στα- 


Θερα, τὸ ὅρισμα της ὁ () ἀλλαδει ματα τὸν προαναφερθέντα τρόπον ια- 
θώς τὸ 2 διαγράφει τὸν πραγµατιμον ἄξονα. 


Διὰ πο θρισμα τῆς συναρτησεως (9) Φυνάμεδα να γράφωμεν : 


στον (5) Ξ ατα Λ-.κι ατά(2-χι)-Κιατα(ἔ-χι)-τττ- Κιιατο(- απ) (4) 
Εἰς τήν περίπτωσιν, ὅπου ἆ-χ μαί κκ χι, ἔχομεν: 
ατα (2-χι)-ατο(Ώ-χλ) 5" Ξατα(α- χμ) Ξ π 


Ἐάν αιπα--ᾱες, τότε ατῃ(7-.χ,)ΞΟ μαὶ ἕμαστος τῶν ἀλλὼν ὅρων ἔχει 6- 
ρισμα ἴσον πρὸς Ἡ. 

Συμφώνως προς τὴν εξίσωσιν (4) τὸ ατα ή (5) αὐξάνεται ἁτιοτομως ὑπο 
τῆς γωνίας ΚΤΠ μαθώς τὸ 3 αινεῖται πρὸς τὰ δεξια ὁιὰ μέσου τοῦ σημείου 
π- χι. Ομοίως το αταύ (5) πηδᾶ εἲς μίαν μεγαβυτέραν τιμήν δια προσθέ- 
σεως τῆς γωνίας Κ.Π ιιαθώς τὸ ἆ διέρχεται δια µεσου τοῦ σημείου ΞΞχ, κὀκ. 

Λαμθάνοντες υπ ὄψφιν τὴν ἐξίσωσιν (2),τὸ μοναδιαῖον διάνυσμα τ παρα- 
μένει οταθερον ματὰ διεύυθυνσιν ιαθὼς το 2 μινεῖται ἀτιό τὸ σημεῖον αι... 
πρός το στμεῖον ας τότε τὸ Ἰ/-4(α) αι/εἶται πατα μίαν σταδεραν ὀιευὸυν- 
σιν πᾗατα µΏιμος μιᾶς εὐδείας γραμμῆς. Η διεύθυνσις τῆς τ µεταξαλλε- 
ται ἀποτόμιως ἀπό τῆς γωνίας Κ; Π εἰς τὸ σωμµεῖον Μή, τὸ ὁποῖον εἶναι ἡ εἶ- 
μὠν τοῦ ας; ὑπο τοῦ κ/Ξ 42). (6λ.Σα.1). Αὐται αἱ χωνίαι Κ,Π εἶναι αἱ ἔξωτε- 


ἓ 
͵ ῶς τά - ' ζ , - ' 
ριιαί γωνίαι τοῦ ποΔυγώνου τοῦ διαγραφοµενου υπο τοῦ σημείου Μή. 


σὁ 
Μη ν/- επίπεδον 
9 
αν ΤΠ 
ᾱ- επιπεδον | ή κ Ζ{ 
απ | | ) 
΄ : ἱ Μ9 
/ 
; : 1 
- ια ου Ὁ--- --- ο -ὃ------- ο”. 
χι τ ϱ αι αν  «ἅἈπιι 0 σι 
Σχ 4 


Αι ἔξωτεριιαὶ γώνιαι ὀύναται νὰ μεταθάλλωώωνται µεταξυ τῶν τιμών -Ἡ 
αιαί Π, αὐτὸ σηµαίνει ὅτι -Ί-Κκι«{. Ὑποθέτομεν ὅτι αἱ πᾶευραι τοῦ πολυχώ- 


ε - , . α - -- ͵ 
νου ὃεν ὁιασταυροῦνται μεταξυ τῶν μαι οτι τοῦτο εἶναι προσανατοάισμενο. 


Ὡς γνωστὸν τὸ ἄθροισμα τῶν εξωτεριιῶν γωνιῶν ἓνός αλειστοῦ πολυγώ- 
νου εἶναι 2Π ααὶ ὧς ει τούτου ἡ ἔξωτεριιη γωνία ἡ ἀντιστοιχοῦσα εἰς τὸν µο- 
ρυφτιν Μάι ἡ οποία εἶναι Ἡ εἰκων τοῦ σημείου --οο πο τῆς ἀπειμονίσεως (3) 
δύναται νὰ γραφΏ ὑπό τῶν µορφήν : | 

Κι ΤΠ 2Π- (Κι κιν... ων Κάι) π. 


ο ' 2 ς ο. α ͵ μα 
Οἱ ἀριομοί Κ; Ὀφειᾶουν ἀναγιμαστιιιῶς να ἱμανοποιοῦν τὰς σχεσεις ' 


(5) 


Κι Καντ. Κμπι Κι Ξ 


| ' 2 
Ἂς σηµειώσωμεν οτι κ.Ξο, ξὰν 
ΚΚ ΚιιΞ2 (6) 
2 ) ῃ ' [ . Γ. - { ͵ - { 
Εἰς αὐτὴν των περἰπτωσιν ἡ διεύθυνσις τοῦ τ δεν µεταθαἀᾶεται εἰς τὸ ση- 
. λι ͵ : [ - ι { ᾽ , . .. 
μεῖον Μ΄ Ὠτοι το Μ/ δεν εἶναι µια πορυφγ μαιτο πουγωνου εχει η-Ί ποευ- 
ρὰς (ἀνοιμτον πολύχωνον). 
1 ἤ ' ο ͵ - 6 ε ' ι 
Οὕτω ἐφειχθπ ἡ Όπαρξις μιᾶς συναρτησεως τῆς οποίας ΦὁίΦεται ἡ παράγω- 


{ , κ Π 
γος Όπο του τυπου (3). 


1ο μετασχηματισμός τῶν Φοηνατὴὶε - οπτὶςἸοφδος. 

Ἄς θεωρήσωμεν τόν τύπον: 

Φα) σα (5-αι) ο. (σα) ὃν τι (α- ει) πι δε ο εν). 

Ὅπως Εβεχὸη ἀνωτερω ἡ συνάρτησις ν/Ξό (3) ἀπειιονίδει τὸν ἄξονα αχ. ἐπί 
τῶν πδὰευρῶν ενος ποζυχώνου, Ἀναδυτιιμώτερα, π ἓν Δόχω συνάρτησις ἀπειιμο- 
νίδει τὰ σημµεῖα ρκχις.:- «Χπ.,ς ἂν τοῦ πραγματιυιοῦ ἄξονος κ. Επἰ τῶν 
μορυφῶν ἑνός πολυγώνου. Ἐὰν ὑποθέσωμεν ὅτι χηςοο, ὁ τεβευταῖος παρα- 
χων τοῦ ἄνωτερω Ἓχινομένου δύναται νὰ παραᾶειφοή. Πράγματι, ἔων θεσω- 
μεν Α- Κ/ικκν η ὅπσυ Κ σταθερὰ, τότε τὸ Φεξιόν µέλος τῶς ἀνωτέρω ἰσό- 
τητος ἔραφεται 

Κ(.-αι).. (α αι) ο (αμ) ον : (πα - . 
ὅπου Κι Κιτ: «3 ο ο μαί-ισκις!, )- (3,-..1. 
Καθώς τὸ Χ----νοο ὁ τελευταιο παρἀχών τείνει προς τὸ 4. Αὐτὸ ἰσοδυ- 


. ῃ έ υ , ι ἐ -- 
ναμεῖ µετο να παραᾶειψωμεν τον παραγοντα τοῦτον. 


Οὕτω Άοιπον ὅταν τὰ «χι, Χι:::,Χφ., εἶναι πεπερασμένα τααί «χης οο, Ἡ ἆ (3) δα 

δεωρεῖται υπό τήν μορφην : 
ὁα)-Α(ῶ-αι) ο. (αι) νι (Έα) πι (αι). 

Ἄψ Θεωρπσωμεν τὸν παράχοντα (1-α) ο ὁ ὁποῖος παριστᾶᾷ ικᾶάφον Φυνα- 
μοσυναρτήσεως  μαὶ ο ὁποῖος ἀποιόπτεται υάτωθεν τοῦ ἄξονος τῶν χ., Ανα- 
Δυτιπώτερα πράφομεν: 

(α-αχ! κ Ξ]π-αχι αν ο” ἰκ θ (-- «θες ἐπ) (2) 
οπου θ,-απα (3-π) μαὶ | 12,--" Π-4. 

Οὕτω η συνάρτησις (5) εἶναι ἀναλυτιικὴ παντοῦ εἰς τὸ ημιεπίπεδον ΊπιᾶΣο 
ἔωτος εἰς τὰ η-{ μᾶαδιμὰ σημεῖα «χι. 

Ἐὰν 3ο εἶναι ἕνα σημεῖον εἰς τὸ χὠρὶον, ὅπου ὦ ό (3) εἶναι ἀναλυτιατι παρι- 


σιῶντες δὲ τοῦτο ὁιἁ 6, τοτε ἡ συνάρτησις.. 


' ξ 
κ /ς Ρα |ππσατετός--α τεστ (3) 


αι) (οταν) ον (4 Χοκνι)οηα 


Σο 


εἶναι µία μονότιμος ιμαὶ ἀναδλυτιαη Εντός τοῦ αὐτοῦ χωριου, ὅπου ὁ ὀρόμος τῆς 
δλοιβηρώσεως ἀπὸ τὸ 3ο εἰς το 3 εἶναι αάθε γραµµηΏ μειμένη. ἐντός τοῦ πω- 
ρίου ᾱ. Ἐπί πᾶξον δὲ Έχομεν: Ε/{5)- 4 (3). | 

ὄ]να ὀρίσωμεν την συνάρτησιν Ε(3) εἰς τό σημεῖον ἃ--ε, εἶς τρόπον, ὥστε αὖ- 
τη να εἶναι συνεχΏς, ταρατηροῦμεν ὅτι ὃ (2-αι)' εἶναι ὁ µονος παράγων τῆς 
ξιφράσεως (1), ὅπου ἀπειρίδεται διὰ ἆ- χι. Οὕτω, ξὰν ᾧ (3) παριστᾶ τό γι- 
νόµενον τῶν ὑπολοίπων παραγόντων τς ξιφράσεως (1), ἡ Φ (5) εἶναι ἀναᾶυτικη 
εἰς τό στμεῖον ἕ-χ͵ μαί ὧς ἔω τούτου δύναται να ἀναττυκὸΏ Εντός ἑνός ἆνοι- 


μτοῦ δίσιου [σ-αι]-π. εἰς σειρὰν Ταψξοτ πξριξ τοῦ «χ, Πτοι 
{ὠ)-ά ται) φως σ-αι)[φρι) «Φία))(.-αι) ο (α-αι) κ. ] 
π {α- Φίαι).(α- χι) (ᾱ- -αι)- Κιν ψ (2) (4) 


ὅπσυ Ψ εἶναι ἀναδυτιαπι εαὶ ἧατα συνεπειαν συνεχής παντοῦ εἰς ὁἂοικάπρον 
τὸν ἄνοιικτον δίσιο». 

{ « Ε ͵ . ος. ῃ ο ΄ κ 
ἘπειδηΏ Ί-κι»ο, ο τεβευταιος ὄρος τοῦ όεξιου µεβους τῆς εξισώσεως (4) 


ος Π - υ αν - Ε] η -- ὦ ͵ 
παριστᾶ μίαν συνεχΏ συναρτησιν τοῦ 3 παντοῦὺ εἰς το τμημα τοῦ Φισωου, 


ὅπου τησ 5ο (Ἡμιδίσιος), ξὰν αποδώσωμεν εἰς τὸν 6ρον τοῦτον τὴν τιµν 
μτιδὲν εἰς τὸ στµεῖον ᾱ- κι. 


- ! ς ς 
Ἔα τῶν ἄνωτερω ἔπεται, ὅτι το οἀομήπρωμα: 


Γ 
Εκ 
[άκω ψ).αξ 
ο δι 
τοῦ τεβευταίου « ὅρου τῆς (4) ιατὰα µπιος τῆς πσαμπυᾶτις ἄπο το ξ, ὡστο --ᾱ 


ὅπου το Ἔ, ιαὶ ἡ υαμπυ ἂπ αεῖται εἰς τοῦ ὀνωτερω ορ ισδέντα ἡμισίσιιον έι- 
ναι µία συνεχἡς συνάρτησις τοῦ α εἰς τὸ οπμεῖον Ἔ-κι. Αμοβουθως τὸ Ο3ο- 
πᾶπρωμα : ὁ | 
η (1-α) ο ἀἲ- οσα ὃν - (2/-α) 1 
ᾱς | 

ματά µπιος τοῦ ἰδίου τμηματος παριστᾶ Ἐπίστς μίαν συνεχΏ συνάρτησιν του 
ἆ εἰς τὸ κι, ξὰν ὀρίσωμεν ὡς τιμών τοῦ οΛοιδτπρώματος διά ἓ- κκ, ὡς τὸ 9- 
ριον τοῦ δεξιοῦ µεᾶους τῆς ἀνωτέρω ἰσότητος μαθδώς τὸ 3 τείνει προς το 
α, μινούμενον ἔντός τοῦ ορισθέντος ἡμιδίσιιου) μὲ ἀλᾶους 4όγους Εαν ὀρίσω- 
μεν ὡς τιµτιν τοῦ οοιαδτπρώματος διὰ ἕ-α, την τιμήν τς ἐν 

Ὅδεν υτὸ ὁλομβήρωμα (8) Εντός τοῦ 6 ματὰ µΠιος τοῦ ὀρόμου ἀπὸ Ζο ἕως 3 
δύναται νὰ γραφῖι ὑπό τὴν µορφην:. 

: π 3 
[γῶαε. {Γαπο" ψωάε» | (:-α) “αἱ 
ο. πα : Ὁ 
, | 

μαὶ συμφώνως πρὀς τἀνωτερω τὸ ὁλοαδήρωμα (3) εἶναι συνεχής συνάρτη- 
σις τοῦ ᾷ ὡς ἄδροισμα συνεχῶν συναρττισεων του 3. 

Ό ἀνωτερω συλλοχισμός Εφαρμόδεται εἰς τα η-1 σημεῖα χι μα ουτω πι μα- 
τασιευασδεῖσα. συνάρτησις Ε(3) εἰναισινεχὴς εἰς τὸ χωρὶον αΞξ ὖπιΣ ο. 

Διὰ να ἐξετάσωμεν τὴν συμπεριφοραν της συναρτησεως Γ(2) τοῦ τύπου (3) 
εἰς τὸ σημεῖον Ἑ- οο, Εατεβοῦμεν τήν ἀντιματάστασιν ε--'-. μα παραἀεἰτιον- 


ε 
τες τοὺς τόνους εὑρίσιομεν παθιν: 


(5) 


γε 
ο ἀχ. 
ρῶ--] ελ (γή ντ Άν) σ()-αις) τε οοσσκς ἳ) ων) 
Ἱαο 


Ἐντεῦδεν τὸ οἈοιβήρωμα (5) εἶναι συνεχής ουνάρτησις τοῦ 5 εἰς τὸ σημεῖ- 
ον Ζ-αο, :εὰν απο ζαα Ἕβ σο 

Ὡς Έμ τούτου ὑπάρχει τό Εἶτη Ε(:)Ξγ/ (6) 

Ἡ συνάρτησις τῆς ὁποίας ἡ παράχωχος ὀϊδεται ὑπὸ τοῦ τύπου (1) δύναται 
νά γραφΏ ὑπὸ τήν µορφτν: 4(3)Ξ Ε(Ξ)«Β, ὅπου Β µιγαδιιΏ οταθερὰ. ΤεΔιιῶς 


( . ε 
0 µετασχτιµατιόµος |: 


ξ 


αἲ 


ΑΜ Ξ{(7)Ξξ Α. | (ἐκ (1 -ᾱο)ἩΣ ος α Χιπ .. Β (3) 


Σο 
᾽ααΔεῖται µετασχηµματ/όμος τῶν οεΛνατές- ζΛγςσούάεό. 

Συμφώνως πρόὀς τὸν τύπον (6) ἡ εἰιόνα νά τοῦ ᾷ-οο ὑπάρχει καὶ εἶναι κΞν798. 

Συμφὠώνως πρόὀς τάνωτερω, ἐὰν μᾶς δοθοῦν ἐπί τοῦ ἄξονος τῶν κ. τὰ σηµεῖα 
μπας". «Χϕῃι μαὶ τὸ Χςοο ιαί οἱ πραγµατιµοὶ αριθμοί ΚΚ," Κμ.ι, Κη 
ποὺ ἱιανοτοισὺν τὴν σχεσιν : Κι Κιν" Κων ΚΞξ2, τότε ο μετασχηματισομος (π) 
ἀπειαονίσει τὰ σπµεῖα αι (/5102,:::Π-1) εἰς τὰς µορυφὰς ή; -ό (α!) ἑνός πολυχώ- 

Ἴνου, τὸ δε σημεῖον αι-οο τὸ ἀπειμονίσει εἰς τῶν αορυφών Μή, Ξξίπι Ε(2)98Β. 

Ἴτοι, διὰ τοῦ μεταοχηματιομοῦ (3) ὁ πραχµατιωός ἄξων ἀπειιασνίδεται Έπι τῶν 
πλευρῶν αὐτοῦ τοῦ ποδυχώνου. Ἀμριθεστερον: 

Ὁ μετασχηματισμός (7) ἀπειμονιδει συμµόρφως τὸ ἄνοιατον Ὡμιεπιπεδον 
Ἴπι220 ἐπὶ τοῦ ἐσωτεριιοῦ χὠρὶου τοῦ ποδυγώνου [ψ/(α͵), Μία.) ν(α  Μι 1 
μαί τὸ μᾶειστὸν ἡμιεπίπεδον Ἰπι23.0 ἐπὶτοῦ αλειστοῦ αὐτοῦ χωριου. 

Εἰς τν περίπτωσιν ὅπου τό πολύχωνον εἶναι ἕνα τρἰχωὠνον μὲ αορυφάς εἰς τὰ ση- 
μεῖα Μ/,,Μ/, μαὶ νι (01. Σκ.Ι),ὁ µετασχηµατιοµος (π) τρἀφεται : 

μ-α [αν (ξ-ακλον (α-αι) αἱ « Β. 


ἓρ 


τ ͵ . ' . [ ͵ ' , ' 
Είναι δε Κιεκι« κεΞ 2. Αἱ σταθεραι Α υαὶ Β ιαθορίδουν τὸ µεχεθος ααιτην 
ὃεσιν τοῦ τριγώνου. Εάν Π νά ἀπφθρ ὧς ἡ ειιὼν τοῦ στιµείου κ.ι-οοι ὁ ἀνωτε- 
ρω τυπος γράφεται, ὧς γνωστόν, τότε: 
3 
ως [ α.-ι) πι. ({-αι) αχ Β. 
ἃο | 
μ ς ' πλ π . 
Παρατωρηοις: Εἰς τὴν περίπτωσιν τοῦ τριγώνου πρέπει να ἄαθωμεν τρία 
ὰ. ω. ᾗ 
στµεῖα «ἂι Χι, Χ. Επι τοῦ ἄξονος Οκ Ἠ δύο ͵ εαν α.-σο ααὶ νἁ ωαθορἰσωμεν 
2 - ' ο. ὧν , πα 
ἔαπῶν προτέρων τὰ σηωμεῖα τοῦ Ι/- ἐπιπεώσυ τού θεᾶομεν ταῦτα να ἄπει - 
υονἰξονται. 
ο Δοδέντος ἕνὸς ποᾶυγώνου Ρ ἄς Εξετάσωμεν τὸν ἀριΌμον τῶν σταθερῶν 
' ͵ µ . ( κ , ' 
εἰς τον µετασχημµατισμον τῶν δοην/ατῖς-- Οππιςτοὐὐςξ, αἱ Οποῖαι πρέπει να προζ- 
- “ η: 2 ως ’ { ͵ 
διορισθοῦν διὰ νὰ ἀπειιονίδεται ὁ ἄξων α΄ Επὶ τοῦ Ρ. Δί αὐτὸν τον σµοτιὸν 
Ι ' 1  ς - . 
δυναµεθα να γραψωώμµεν Ἔ.-ὂ, Α-{ μαὶ Ὦ-ο ιαὶ ἁπδῶς νὰ ἀπαιτήσωμεν 
ᾳ ς 3 ' .. ' ὁ- ρα. ο . /ς 
οτι ὁ ἄξων,ας «ὀνναται νὰ ἄπεικονιδεται Επἰ ἕνος ποᾶᾷυχάνου ὮἙ Όµονου 
Ι ' Π [ ' . Π ' δν 
προς το Β. Το µτἘγέοος μαί Ὦ Όέσις τοῦ Ρ’ ὀυναται τοτε νὰ μαθορισθοῦὺν 
ς -- ῃ --. ι . .- - μα 
ὣς πρὸς τὸ ὁΌμόιον πρὸς αὑτό ποᾷυγωνον 9 διὰ τῆς εἰσαχωτῆς Ει τῶν προ- 
ἐ ως - [ 
τερων τῶν σταδερῶν Α μαι Β. 
Οἱ ἀριδμοι Κι προσδιορίδονται πάντες ἀπὸ τὰς ἐξωτεριιὰς γωνίας εἴς τὰς 
Π .- ᾿ πι ι ! { 2 - [ν ” 1 
αορυφὰς τοῦ ποθυχώνου Ε. Αἱ η-Ι σταθεραι αι; πρεπει να ειλεγσῦν. Ἡ εἴωο- 
-. - ε ε 5 - . ο 9 
να τοῦ ἄξονος κ΄ εἶναι ἁαποιο ποβύχώνον β/το οποῖον ἔχει τὰς αυτὰς χω- 
' Π . 4 π - Π , { 
νίας µε το β. Αᾷλά ἔὰν το β΄ Οφειβπ νὰ εἶναι ὅμοιον πρὸς τὸ β τοτε αἱ η-2 
υ η κ ͵ 6 ΄ ο 3 
διαφοχιιαὶ πΏευραί τρεπει νὰ ἔχσυν Έναν κοινον ἂόγον ὡς προς τὰς ἀντι- 
1. 1 - ιό [ ς , η) 4 ͵ ” . 
στοιχους πᾷευρας τοῦ Ε. Αυτη Π συνθπαη εαφραδεται µεσώ η-3 εξισώσεων 
' ἓ ςι , ο. 2 ' - Π { ͵ 
με, τους η-Ί πραγματιιούς ἀγνώστους ἁ]. 09εν, όυο τῶν αριθμών χι ὴ ὅυο σχε- 
/ ἰ δα, , μ ! ., ! 
σεις μεταξύ αὐτῶν δύνανται νὰ ἐμλεχουν αὐθαιρετως ὑπο τὸν ὅρον τι αὗται 
{ Ἂ ή 
αἳ η-5 Εξισώσεις µε τούς Ἐναπομένοντας η-3 ἀγνώστους νἁ Έχουν πραχµα- 
πιµάς λύσεις. | 
Παραδείγματα {5 Νά προσδιορισθΏ µία συνάρτησις (2), Ἠ. ὁποία νὰ ἄπει- 


μονίσδη συμµόρφως τὸ ἄνω μέρος τοῦ ἃ- ἔπιπεφου (Ίπιξ 20) εἰς τὸ δειανυό- 


έ ῃ ο 4 , ( ο 2 ι . 
µενον ὑπὸ τοῦ σχΏματος χωρίον (ὁωρίδα) τοῦ ν/- Επιπεδου. 


9 η υ -” 
ᾱ - Επιπεόον κ/- επιπεδον 
Α΄ 
ή) 9 / [ ῥΔ 
. ο / κα. 
Σχ. {ία σας. 1β 


όσιδα Δνναμεδα νὰ ορ τὸ χωρίον (Δωρίδα) Α΄ Β΄Γ΄Δ΄ ὧς µίαν ὃ- 
ριαμΠν περίπτωσιν ἒνος τριχώνου με δυο πορυφας τα σημεῖα Ἑ ιλαι Γ΄ τιαὶ τὴν 


τρίτων Ἱορυφην τήν ἀ’ ἤ Δ’ εἰ τὸ ἄπειρον, 


! / ' .. ! « 
Ἐπειδτι αἱ Ἑωνίαι Β΄ καὶ Γ΄ εἶναι ἴσαι προς -ᾱ- Επεται ὅτι ἰέ,-Κ,Ξ-σ-. θεώ- 
- 2 -- 3 ο, ι . ! αι -- 
ρουντες επἰ τοῦ ἄξονος τῶν α' τα σηµεῖα αιΞ-ί ται 1. ο τύπος (3) τῆς 


[ , [ ./ { 
ύπο δ Ι παραᾶειποντες τα ορια οᾷοιθηρώσεως αὙραφεται: 


ως αξ ο. ἀπ κ 
Μ/(2)ΞΑ' εσυνσε Όχνωλι ΒΞΑ πο απων Θ η 
Μακ. [ῖς ΧΒ., ὅπου ΚΞ ᾱ- . 
“0δεν, κ/(3)Ξ Κτοξτμά--Β. 
Ἀριυεῖ νὰ προσδιορισθοῦν αἱ σταδεραι Κιαι Β. 
Ἔστως ὅτι εἰς το αι ἀντιστοικεῖ το Μ/Ξ6 μαι εἰς το αιΞ-/{ αντιστοικεῖ 


το ν- 6, ὅτε ἔι τοῦ ἀγωπερω τύπου Δαμθάνομεν: 
6- Κτοξτμίν Β- οι κ Β 
-ᾱ- κτοξηµ(-!) 8 ---- 38 
Δι Επιᾶύσεως ποὺ ἀνώτερω συστήµατος εὑρίομομεν 8Ξ-0, κ---θ.. 


α« ( - 
09εν ο Όπτουμενος μετασκτιματισμὸς είναι οσο «τοξτιμ 2. 


.. µ -- Ἱ ι ὁ Ὁ ' { 3 ἰ / 
9’ - 
25/ Να προσδιορισθΏ µὶα συναρτησις ν/(2),Ὢ οποια να ἀπειιονισπ συμμορ 
ο.» ς ς [ --. 2 -ν πε ς 
Φως τὰ ἄνω Ώμιεπίπεφον ᾖτη 20 ἐπὶ τοῦ Εσωτεριιοῦ τοῦ τοµεως 


Όπκαπταν-απ, οΟσας2, 


Λὺσις: Ἐπειδὴ ὁ δοθεὶς τομεὺς εἶναι ἕνα ποβύχωνον μὲ μορυφάς τὰ ση- 
μεῖα Α, (ν/ΞοΟ) ιαὶ Α, (Υ/-α0), τὸ οἀομδήρωμα τῶν Φοϊννατἰς- ΟΠπὶς]οῦόεθ 
ὀύναται νὰ κρησιµοποιπΌΏ πρὀς ἀύσιν τοῦ προθθώματος. θέτοµεν τὴν ἀμο- 
ἂουθον ἀντιστοιχισιν τῶν σπιειὼν τοῦ πραγματιιοῦ ἄξονος πρὸς τὰς ι19- 
ρυφάς τοῦ ὀοδθεύτος τιοθυγώνου: 

αι-ο---- Αι (Ν-ο 
(ααξο---- ο... | .. 
Εἶναι δε, ἡ ἔξωτεριαη χώνια τοῦ τοµεως: 
Π-α.π-(1-α).Π. Όθεν κιξί-α. 

Ἐφαρμοδοντες ἀοιτιον τὸν τὺπον (3) τῶς Ὅπο-δ,Ἡ ιιαὶ ὂετοντες 29Ξ0Ο ἃαμ- 

βάνομεν : 5 
Μ/(τ)-Α. | ι αἲς Ὦ (2) 


ο 


(1)Ξ-ᾱ-. πα Ὁ (3) 


1 


λόγω τῆς (1) ξατῆς (3) εὑρίσιομεν 8-0. 


Ὅθδεν, (5) ---ᾱ-. (4) 


Διά τὸν προσδιορισµον τῆς σταθερᾶς ἁ ἀριεῖ κατὰ τὴν ἀνωτερω ἀντιστοὶ- 
πισω νὰ Όεσώμεν ιμαὶ μίαν ἐπὶ πᾶεον ἀπαίϊτησιν. Ἔστω π.χ. εἰς το 
αο-Ί---- 1 ιαὶ οὕτω προσδιορἰδεται η τιµή της αὐθδαιρέτου σταθε- 
ρᾶς ευ της (4) τιαὶ εὑρίσιεται Α-α. 


Ὅθεν, ἡ δητουµενΏη συναρτησις εἶναι ν/Ξ 25 


30/ Να προσδιορισθΏ µὶα συνάρτωσις Ν/(2). ἡ ὁποία νὰ ἀπειιιονίσγι συµµορ- 


Φως τὸ ἄνω Ώμιεπίπεφον ἔπι τοῦ Εσωτεριμοῦ Σνός ἰσοπβεύρου τριχὠνου. 


Λύσις. Διὰ ἕνα ἰσόπᾶευρον πτρἰχώνον Έχομεν ΚιΞΚαΞΚι-5. Εἶναι ματὰλ- 
ἄτιδον νὰ γράψωμεν αι--ί, ΧιξΊ καὶ ἁνς-οο, μαὶ νὰ αρωσιµοποιΏσωμεν 
τους τύπους (π) της ὑπὸ- δ3, οταν 20541, ΑΞΊ μαι 8-0. 
Οὕῦτω ὁ μετασκτωματισμὸς γίνεται. 
2 .. .. 
. (191) ο α-) αἱ  {() 


4 


Η ειιών τοῦ ἆ-πις1 εἶναι, Δόχω τοῦ (1), νή(ι)- ο δηλ. το Ν,Ξ0. Ὅταν 
Ἔτα--{, εἰς τὸ ὁᾷοιδθρωμᾶ (1) δυνάαµεδα νὰ τράφωμεν ἕ-α τότε-ί«ας! 


ἃαι κά: 0ο ἅαι ατα (αφ1)ΞΟ ιαὶ |κ-]Ξ--π τκαὶ ατα(κ-τ)-Ἡ Ὀδεν, τὸ (4) 


ἔραφεταιι : -4 
νι | (αντ) Ἡ. οποις οκρ(-ς-) απ Ῥ 
: ! 
νΞξ ϱκΡ (ας) ] σσ (1) 
1 


- 


ϕ { η ς ! ! ελ 
Ἂν π«αᾶεσωμεν ϐ τήν τιμήν τοῦ τεβευταίου οἁομᾶηπρώματος Ότεθα Έχωμεν 


θετοντες αἷ-ἰ τὸ ἀνωτέρω ὁβοιθήρωμα ανάχεται εἰς τὸ οβομθήρωμα 
. { { 
Μο  ὐ””ϱ.--. Ε 1}. Γ(Ξ)τ(5) 
Κεφ 1 Άσιιησις 16) 


Συνετῶς ΜΞ6 οχρ.. 


Η ᾖορυφη Νν ευρισµεται θὰσει τοῦ τωπου (6) τΏς ὑπὸ 6 Π υαὶ εἶναι 
ο] ... κ. ὰ 
ο εἶπι Ε(2)- {αν ο.) Ἰάα- (σα σσες- (3) 
3 --αὸ ά ) 
4 
Αν Όπολον ισµον τοῦ οᾷσια Ἀτρώματος (3) ξατεβοῦμεν τον μετασχΏιατισμόν 
αἷς ο ὁπότε τοῦτο ο. εἰς τὸ οᾷοιιῶλρωμα: 


νὰ [ή (1- ο αες ες (- τα ᾽αἴ-αβδί(ςς)- ος 


Γ(ΡΤ() 
Ξ 


Γί( 


! 


θα δειξωµεν οτι Μ/- β. Προς τουτοις αριμεῖ νὰ δειξωμµεν οτι 


ας τετ τί τς Σ΄ Πλ. αρ 
τοσο γάρ. ἃ πο. γε Ἡ) 


Πράγματι, γνωρὶδοµεν οτι διὰ ο-ς ος ἰσχνει Τ(β)Γ{Ι- πτετ-τ 


ιτ. (6λ ἁ- 
ἅππστι 24 σελ.154, Τόμος 1) 


Ὅδεν, γῄς) Γ(ς)- πως -2Π.--2(νῃ) -2Γ (3). (ινωστοῦ ὀντος ὅτι 


Γ(α)Ξνπ). Ἄρα νή-θ. (6λ. Σ:. (2). 


9 


-Έπιπεδον 


43/ Νἁ εὑρεθῶ µία συνάρτησις (2), Ὢ οποια ἀπειιμονίδει συμµόρφως 
τὸ ἄνω ἡμιεπίπεδον ὅτηᾶ 2Ο ἐπὶ τοῦ ἔσωτεριιοῦ τοῦ δοδεντος ὀρδοχγω- 
νιου Α.Α, Α9 Ας (β4. Σχ. 4). 


γ/- Επίπεδον 


ᾷ- ΕπιπεΦον 


Σ9. Δ, 

ΛύσιΣ: Ἔσιω ὅτι αἱ μορυφαὶ τοῦ ορθογωνίου εἰς τὸ Μ/- Επιπεδον εἶναι τὰ σημεία 
Αι(Μ/-α), Α,(ν/-ακίβ), Α: (ν/--ακἰθ), Αα. (ν/--α). 

Επειόη τὸ ὀρδογώνιον Α.Α,Α«Α, εἶναι συμμµετριιὸν ὧς προς τὸν ἄξονα πὼν 
υ, εἶναι φ«υσιιον νὰ Ὀεωρήσωμεν τοιαυττιν ἀπειιιονισιν ποὺ νὰ ἀπειιονιςη 
συµµετριωα σημεῖα τοῦ ἄξονος κ΄ ὡς πρὸς τὴν ἀρχὴν του 0 εἰς συμµετριαἁ 
σημεῖα τοῦ ὀρθοχωνίου ὧς πρὀς τὸν υ. Οὕτω ἀοιπὸν δυνάμεθα νὰ θεσωμεν 
τὴν ἀντιστοιχισιν : 

απ. --- Αι (να) | (1) 
ἀπ. --- Α, (ΜΞ-α) 
μαι Χ. 5ο ----ἕ- 0. (0) 


Αἱ σχεσεις (4) μαὶ (2) ὁριδόυν μίαν ἀντιστοίχισιν μεταξὺ τριῶν συνοριακῶν 


σημειων τῶν δυο τύπων, 

Εἶναι ὅδεν αδύνατον νὰ Ἰαθορίσωµεν αὐδαιρέτως επί τοῦ ἄξονος Οχ.τὸ σημεῖ- 
ον χι τοῦ ὁποίου ἡ εἰμών µέσω τῆς Ἠ/(5) νὰ δίδη τὴν μορυφὴν ἂ, τοῦ ορθογωνίου. 
Ἂν ὑποδέσωμεν λοιπόν ὅτι τὸ σημεῖον ας, τοῦ ἄξονος οχ μὲ τετμημένην ἴσην πρὸς 
-ᾱ- (ῶτιμη τὴς ὁποίας Όὰ μαθορισθΏ αργότερον) δίδει τήν πορυφΏν Α,. Προ- 
φανῶς ος λς. Λογώ δετῷς συμμετρίας μαὶ το σημεῖον αφτ--χ- θὰ ὁιόη ττιν 
µορυφην ἀπ. Προφανῶς ἔχομεν Κι-κ, Ξ Κι κιτ , Οὗτω πἍγιρουται ἡὶ συνθη- 
ἅἃ-π Κιν Κε» Κεςκιςο9. 

Ὅθδεν ἡ συναρτησις ἡ οποία ρίξει μίαν συμµορφον ἀπειμονισιν τοῦ ἄνω Ἡ- 
µιεπιπεδου επί τοῦ Εσωτεριιοῦ τοῦ δοθεντος ὀρθοχωνίου δύναται νὰ παρασταθῃ 
ὑπὸ την μορφὴν : 

/ 4 .. { 
ν-{ω-ς αν (ε-α) (ενα). νι) άτκο, ϐ) 
ε ι ξο ' ε 

Θετοντες Ζ,-Ο ααὶ ἂἄαμθανοντες ὑπ ὄψιν τὴν σπξσιν (2) εὐρισμομεν Οι Ξ Ο. 

οὕτω τελιικῶς ἡ (3) γράφεται ΄ 
3 
νι ξς: ἀἲ τι (8) 


| ν(1- εἰ). (1-5 13) 


/ ν η µ ε ' ' 2 , , 3 « 
Παραμενει πόη να προσδιορισθοῦν αἱ σταθεραι ο Ώσι ΑΛ ἅπο τγιν αντιστοιχι- 


σιν τῶν σπµείων αι, μαὶ κ, τοῦ ἄξονος κ μαὶ τῶν υορυφῶν Αι ιικαὶ Α.. 

Τό ὁᾷουἈήρωμα (4) δὲν δύναται νὰ Εαφρασθη «διὰ στοιχειωφδῶών συναρτὶ- 
σεων .(ϐλ. σχετιαῶς Ἰόμος Ἱ, Κεφ.Σππ, 58, ελλειπτιια οΔοιιΔηρώματα). Ελναι τα 
το, ὅπως καὶ εἰς την περίπτωσιν τῶν πραγματιικῶν συναρτήσεων, ἕνα ελβειπτι- 


{ 5 ! ' 1! ( ' ς κα { ι [4 ι . 
ἁσν Οοἀοιβπριωμα πρωτου εἰδους. μαι το ὁποιον συνπθως παρισταται ὡς κατω: 


να ι-α τς) 


’ 


Γ . 
Ε(σ,ᾶ)- πο (5). 
Αἱ συνὂπιωαι (1) δίδουν : 
4 


ο -υ-..... 
α-ο | ππεσσες τος 


' [4 ῃ Ξ ' 9 { { ' ς 
Το οὔοιᾶηρωμα τῆς σχέσεως (6) “προφανώς εἰς αὐτὴν την περιπτωσιν η ἓ 


εἶναι πραγµατιαή µεταθλητη- ααδεῖται πῶδρες ἔῶδειπτ/ιιον ὁὕοι Φήριωμα ηρὼ- 


3” ͵ ῃ ε 
του εἶδους αι παρισταται ὧς αάτωδι: 
Π 


: | πα 
“Ἡ Κ(λ) εἶναι μία συναρτησις επαρικῶς μελετημενη. 
'Ἡ ἀντιστοιχισις τῶν σημείων : αι ---Α,(- ανἰθ) μᾶς ἔπιτρεπει νά γρα- 


ψωμεν : 
ἔα 


! 
αγιθξς [ τ-ιο)-λ.) . πι σττς) (8) 
αἩ ς 


6 ͵ , 3 ος { - 
Λαμθάνοντες Ὀι Όψιν μαί την (6), Έα της (8) Έχομεν τελιιῶς- 


ας 


(  α δ4 
θ-ς. τοπ χ--στ--τ---τ---ὰ ΄ σπα } 
Γναςηαςατρ ας οκ 


4 : 
ὅπου το λοιβήρωμα τῆς (9) παρισταται ὑπό τοῦ συµθόλου Ἐ(3,λ). 


Ἐι τῶν σχΈσεων (6) ααὶ (9) προφανῶς Δαμθάνομεν τῶν συναρτησιαιιών Εξίσωσν: 
α. Εξ (4-,λ)Ξ 8.Κ(λ) (ιο) | 

Μὲ δεδοµένα λοιπον τὰ α ιοὶ 6 διὰ επιλύσεως τῆς (10) δυναµεθα νὰ προσ- 
διορίσωµεν τὴν τιμήν 1 ααὶ λόγω τὴς (6) μαὶ τὴν τιμήν Έ.. 

Οὕτω, Ὁ συνάρτησις (4) ἡ ὁποια ἀπειιονίδει τὸ ἄνω ἡμιεπίπεδον σηὰ20Ο 
συμµορφως ἐπὶ τοῦ εσωτεριιοῦ τοῦ δοθεντος ὀρθογωνίου εἰς το ν/- ἐπιπεδον, 
ὡρισόη πλήρως, 

άν αἱ σταθεραί Λ ιιαὶ ς δίδονται εἰς τὸν τὺπον (4), τότε αὐτη ἡ συνάρτΏωσις 
ὁρισει μίαν σύμμορφον ἀπειμόνισιν τοῦ ἄνω Ἡμιεπιπέδου Ἠπηὰ 20 Επί τοῦ ἔσῳ- 
τεριμοῦ πάποισυ ὀρθοχωνίου τοῦ νν- Ἐπιτιέδου, ὁ Δόγος τῶν πλευρῶν (5) αὖ - 
τοῦ ιαθορἱσςεται ὑπό τὴς (1Ο) ααὶ ἡ ἀπολυτος τιμη τῶν πθευρῶν ικαδοριδε- 
ται υπό τῆς σταδερᾶς ς, λόγω τῆς (9). Μεταθάλλοντες τὰς τιμας 1 υμαὶ ο δα 
ἔχωμεν προφανῶς μίαν ἄλλην σύμμορφον ἀπειιόνισιν τοῦ ἄνω ἡμιεπιπέδου 


Ίπια 2Ο ἐπὶ τοῦ ἐσωτεριικοῦ κάποιου ὀρθοχωνίου τοῦ ν/- Έπιπεδον. 


ον ' "κ -- ͵ ' } / ς ς [η ν } , 
58/ Να ευρεὂΏ µία συµµορφος απειµονισις Ώ οποια να απειιασνι5Ώ το Σσώτερι- 


͵ -- , ( λα. - -- / 
μὀν τοῦ µοναδιαίου ΏύιΆου Έπι τοῦ ξσωτεριιοῦ ἑνος τποΔυγώνου. 


[ ς [ εί Π - [ ι ' [ -- 
Λυσις: Ὦς Ὕνωστον ἕνα ποΛυχώνον τοῦ Μ/- ἐπιπεόου θύναται νό θεωρπθΏ 
διά τοῦ μετασχΏωματισμοῦ τῶν ΦςΏνκατὴα- ΟΠτὶςἰοφίοθ ὅτι εἶναι ὴ ἀπειμόνισις 

- ὁὸ 2. 4 ο - 6 .. 3 5 ῃ .-. 
τοῦ ἄξονος ΟΧ ἐπὶ τῶν πθευρῶν που, τὸ ὃξ ἄνω ἡμιεπίπεδον ἡτηᾶ 20 ἄπειιο- 
{ -- -- - 
νιδεται ἐπὶ τοῦ ξσωτεριικοῦ τοῦ ποᾶυγωώνου. 


Ο τυπος Δοιπόν τῶν ΦομβνιαπίΣ-- Οππὶς{οφ4οῦ εἶναι : 


- ἀπ: 
Μη Α [πρεσι. (Σ-- σε -- (1-α) η .. Β (0) 


με Κιν Κιν: Κηις2. 
(ὅπου παρεβήφὂτισαν τὰ ὅρια τῆς ὁδοιβπρώσεως ιιαί ἀντὶ τοῦ ἓ δεωρήσα- 
μεν τὸ 3). 
Ἕνας μετασχηματισμός πού ἀπειιονίδει τὸ ὄνω ημιεπιπεδον ἤπιΣ 29 ἔπὶ 


- Π / -- ῃ “ ῃ -- ’ 
τοῦ μοναδιαἰου μπύωαλου |Ί/-{ τοῦ Ἰ- Επιπεδου δίδεται ὑπό τοῦ τύπου: 


τς ἁτισα) ὢ 


(θλ. σχετικώς Κεφ. Ὑ, ἃ4 ῥΕφαρμογη ) ὅπου ξλάθαμεν θ:πΠ, Σο-ἰ.. 


Ἐάν τὰ σημεῖα α, -Χ...., Χι τοῦ ἄξονος οχ. ἀπειμονίδονται μεσω τῆς (2) εἰς 
τὰ σωμεῖα Ἱι, Ἡι,::',Ίη ἀντιστοίχως τῆς περιφερείἰας τοῦ µοναδιαίου αύκλου 
τοτε Θά Ἐχωμεν δια ΚΞ12,.-:,Π. 

. ι- {- δι -οἱ(ζ- υπο (1- ὃκ) 
τα εἰ [--ἅ-]- 8 
αοἳ (ἳ)  (πήοττ απλο 
ἳ .Ω] ο. ῃ [ ς 
Ἐπίσης ἁπ- το ξ . ᾽Αντιιαδιστῶντες εἰς τὴν (1) τὰ Ἔ-αχ, τὰ διδομενα ύπο 


Ἡ σσ 
τῶν (9), παθως ιμαί τὸ ἀ: ἂσμθανομεν: 


ν/ς (21) - Α. ει ολα | μδ(ς δη) - πο ος 4. Β (4) 
ο λα ος στρ | 
Λαμθανοµένου δὲ ὑπ] ὄψιν ὅτι (11.1). τ (1 1) η Ξ (1 )” μα μετὰ τὰς ᾱ- 


πῇΏοποιήσεις Δαμθάνομεν Ἔιι τοῦ (4). 


εδ. να) κι ή ᾱ 
νήποἱ) τι) (1 τν). ααρκδ της κ (5) 
Ἀ Όξτοντες (-2ἱ) (1) -. : :9λ. .ΑΞΑ’ δά Ἐχωμεν: 


- αἅ 
πο. πρ σσ Μ... 


Οὕτω ο μετασχηματισμός (6) ἀπειιονίδει τὸ ἐσωτεριιόν τοῦ µοναδιαίου 
6 Γ) ! - π -- -- ! [ 6 “ - 

πύνλου |ῆ]Ξ 1 Επὶ τοῦ εσωτεριμοῦ τοῦ ποβυγωνου,αί δε ιορυφαί τοῦ πολυ- 

τώνου εἶναι αἱ εἴιονες τῶν σημείων δ, τοῦ μύωδου µέσω τοῦ Μετασχωµα- 


τισμοῦ (6). 


68/ Νά αατασιευασὸηΏ µία συνάρτησις νν (3) ἡ ὁποὶα νὰ ἀπειικονίιση συμµόρ: 
φως τὸ ἄνω Ώμιεπιπεδον ᾖτηἜ 20 ἔἘπὶ τοῦ δσωτεριασῦ ἕνός τριγώνου. 

λύσιΣ: Εἰς αὐτὴν την περιπτωσιν τό σύνορον εἶναι ἕνα ἁπλὸ πολύχωνο. Έστω οτι 
αἱ ἔσωτεριυαι γωνίαι αὐτοῦ τοῦ τριγώνου εἶναι α,π͵ αμπ, αμπ. Ίστε ανα, ας |. 
Εάν θεσωμεν Κ,-ί-αι, Κι-]-αι, Κ- 1- αν, τὸτε αἱ συνοβιαι (5) τῶς ὑπο - δ1 ὑκα- 
νοποιοῦνται. 

Δυναμεθα να ἂαθωμεν ἁι-οι, αι τλαι ο τυπος (3) τῶς ὑπὸ -δ,1 µε Β-0 
τλοιὶ Σο Τραφεται: | - 

κῶ-α πάλης ορ 


Ἐπειόδη (1-1) ες (-1). (1-8), ὅ (1) τράφεται 
5 


3: 
αἱ - Α αοἩ . ασ 
ν/(1)Ξ (-ἲ θείας (- σα στ αἷ (ι Ε) αξ (2) 


θετοντες δε --ὂ- τε σα 4, ὁ ὀνωτερω τύτος ὀίδει: 


3 
ν/(1)Ξ .. (1-Ό στ αἲ (3) 


- ' .. παν ο ια, μα ο Γ(αι): Γ(αι) 
Είναι: ΨΝίἱ)- ο “α ε) αχ Β(α.,αι) ας” 


-. (αι). Γ(αι) «4 | 
Ξ- ανν π Γ(αι). Γίαι) Γ(αφ) πμ πας 


, ι ’ -- μ. - ἔ η » ͵ ἃς [ ς π . 
Ἐντεῦδεν, το µπιος τῆς πὀευρας τῆς ἄπεναντι προς την Ίορυφτν Β9 εἶναι; 


ο, Ξς π “Γ(αι). Γ(αι). Γ (ας) ημ Πας. 


Εὐιόλως διατιστοῦται, ὅτι τὸ µῆιος τῆς πευρᾶς τῆς ἀπεναντι πρὀς 


Π μ .. 
την Ἱορυφηυν Β, εἶναι: 


6, . εαν! (ασια - [ε-. 61! Ἔνας 


ο 
{ 


! | 
-] κλω μ.... [ εοσαἲ 


ο ο 


τπτ Γζαι).Γίαι). Γ(αι)ημπαι 


4, 

π 
} σα ος , ῃ 

Σχεδον διὰ τοῦ ἰδιου τροπου εὑρίσμομεν: 


ι 
θι- π'Γ(αι). (αι). Γίαι) πµπα» 
Παρατηροῦμεν, ὅτι τ ἀνωτερω ἀποτεᾷξσματα συμφωνοῦν µε τὸν νανονα 


, ρα 6. 


- ἵτ { χ’ 
του Ώγίτον κ κ. 5 . 
μαιτονονυ , πτοι μπα, πµπας παπα 


65. ΜΕΙΑΣΧΗΜάΤΙΣΜΟΣ 1ΩΏ) ΣΥΜΟΡΩΗ Υπο ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΗΗ ΜΟΡΦΗΗ 


ο Ἔσιω µία υμαμπύλτι (γ) τοῦ ᾱ- ἔπιπεδου κβειστη Ἡν ὄχι Έχουσα ὧς παραμετριιιά» 
Εξισώσεις τὰς χ-φ({), 0’:-4(ἱ), ὅπου αἱ συναρτησεις Φ,ὁ εἶναι διαφορίσιµοι . 

θεωροῦμεν τον μετασχηματισμὀν πες(ν)νί (ν) (0) 

Λἔγοµεν ὅτι οὗτος ἀπειωονίδει ττιν (1) εἲς τὸν πραχµα τη μον «ξονα τοῦ Μ- ἔπιπεδου: 

Πράγματι, θετοντες 6- πλὶυ ιιαὺ ν/ςακἷυ ὃ (:) όραφεται: | 

ακνίυςφ (ας νυ) κ δ(ανιυ). (3) 

Ὁ πραχµαιτνιιὸς ἄξων τοῦ νῳ- ἐπιπέδου εἶναι ὁ υ-0 εαὶ Άσχω τῆς (2), δὰ ἀντι- 
στοιχΏ εἰς την παμπυλην αφίυ- φ(υ)ἰ2(α), ητοι τὴν ααμπὺλην µε Εξισώσεις : 
χφ(α), )-δ(ία) ὅπλ. την (1). 

Ἐφαρμοχη: Νά εὑρεδῷ ὁ µετασχημµατιοµος ποὺ ἀπειιονὶδει τὴν Έλλειψιν 
ον ο αι του ᾱ-δηιπόδου αι του πραγματιιοῦυ ἄξονος τοῦ ν/- Επιπέδου. 

Λύσις: Αἱ παραµετρικαἰὶ Εξισώσεις τῆς θλλείψεως εἶναι χ-ασυνῖ, υ-6τιμί 


ἒ νι 3 π 6 { σ Ἡ 
μαι ὡς ἐι τουτοι) ο µετασχτβατισµος είναι: ζ-ασυνν/νἰθημνή. 


ΠΙΜΑΞ ΜΕΊΙΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΩΗ ΧΩρίωη Υπο ΣΥΜΜΟΡΦΟΥ 
ΑΠΕΙΚΟΜΙΣΕΩΣ 


Σχ.3 : : 
ν/5σλα’ Β΄ τὸξον παραθολΏ5 Ρε τγασυς 


οκ" 


υ υ 
|- Ῥ πὶ ας 
σ 
{ 
«  ᾱ ν εΜ ον 
Σκ.τ 


Σα. 11. 


κ ημᾶ ΒΟ6Ρ η γραμμη ἡ-.κ,βς’δ τοξον ελλειψεως, 
ο 2 υ 
(Ἴ65ηῃ (κ) . (στη κ) πι 


Σαχ, 6 


ῃ 2 2 
ν/Ξδ1ςβ/ο”ν’ τοξον ελείψεως ο. κυ 5 π 


καιντ) οκ] 


Σαχ, 1δ 


νέοι ο ΑΒς το Ὁμιαυιδιον χὶν η; 20 σφκς1. 


μμ.» 


. 2 
Συμπᾶπρώματα υαὶ ασιηπσεις 


Μετασχηµατισµος τῶν πωριων 


. - ' ο ι 5 ο 2 . 
Ἔστω το αωριον ά του Ζ -Ἐπιτεδου οριδοµενον ὑπό τῶν εὐθειῶν χ-ο͵, ν-0, χε, 


η-4. Νὰ προσδιορισθΏ τὸ πωριον 6’ τοῦ ν/- ἔπιπέδου, τὸ οποῖον εἶναι ὦ ειικὼν τοῦ 
6 ὑπο τῶν μεπασαπηματισμῶν: 

υ ῃ αἩ πὶ λεν ἰ . 

ϱ) νο Στ(-2ὶ), ᾖ). ντο ας ο. τη) /-ν2ςο ἁ.πν(ι-οἱ) 


Ἱ . 1 Π - 5. - ' ͵ 
Μά τιροσδιορισὸΏ τὸ χωρίον τοῦ Μ/- Επιπέδου Επἰ τοῦ οποίου. ἀπειικονί5ον- 
ται ὑπό τοῦ μετασχηματιομοῦ ν--ε' τὰ ἁάτωδι χωὠρὶα] 

. ί 9 , - 2 

ϱ Το πρῶτον τεταρτον του 3- Επιπεδου 


Ι) Το πώρίονπου περιορίδεται ὑποτῶν εὐθειῶν α-!, υ-1 μαι πΦΩΞ{ 


' ο δι. ς : - ) ! ως ' 
Δείξατε ὅτι Ἐὰν πι ν/- {()Ξ (5) εἰ υ (0) εἶναι αναἈντιιατι ἐπὶ τοῦ χωρι- 


Γι τ } 
ου α,τότε ὃα ἐχωμεν' 


/ . 
οσο - ”ῶ] 


[ { 2 ὁ ' ε ' ι . . ι 
Δίδιται εἰς το ἆ- επίπεδον ενα τριχώνον Τ µε υορυφας τα σηµεία ι,1”ὲ, 191. 


ι ες. οἲδε 1 ! 2 ο 3 { 2 ε αρ - 4 
Νἁ εὑρεδὴ ἢ θιών αυτοῦ εἰς το Μ/- Επιπεδον υπο του μετασαπιµατισμσο Μπ Ἕνσ. 


͵ , 4 “ 5ς 
ἵ ἀναλυτιωδι συνάρτησις /« Ε(3) ἀπειμονίδει τὸ Έσώτεριιον  ἔνὸς υύμΆου Ο, ορι- 


ςοµένου ὑπὸ τῆς Ἐξισώσεως |5|51, εἰς ἕνα χωρίον 6’ ποὺ φρῴσσεται ὑπὸ μιᾶς ᾱ - 
πᾶῆς ιιΔειοτῆς ααμπύᾶης ς’ Δείξατε ὅτι: ἰ) Τό µΏωος τῆς 6 ἄναι ΦφιΕ(µαε|. 
ἵ) Το ἐμθαδὸν ποῦ ’ εἶναι [ιες | ἀχαυ. 

ά 
Ἐστω 1. ἕνα ἰδιάδον σημεῖον τῆς συναρτησεως 4 (3) ααὶ ἔστω τη εἶναι ὁ εβάχιστο» 
Όετιµος ἀμεραιος τοιοῦτος ὥστε ας χαι) 40 Έσιωδτι Γεῖναι Ὁ εἴαὼν Ενός ἀείου 
τόξου 6 ὑπὸ τοῦ μετασχηματισμοῦ ν.δ (4) (64. σχΏμα 181 ). δείξατε ὅτι αἱ 
λωνίαι ιᾶίσεως ἱαανοποιοῦν τν οχεσιν : 


φ-τηθ «ατα [ὁ ο. 


Ἐν ουνεχεἰα δείξατε ὅτι, Εάν α παριστά τὴν γωνίαν μεταξὺ δυο ἀείων υαμπυ- 
. υ , ᾽ , 
ζων Ο, μαὶ Ο,, οπως δειωνύεται εἰς τὸ Σχ.2 81 πΠ ἀντίστοικος Τωνία μεταξύ 


τῶν εἴιόνων ἵ, εαὶ [Π τῶν ἀνωτερω μαμπὺθβων Θά εἶναι Θ-τπ.α. 


7. Νά εὑρεθοῦν αἱ εἶαόνες τῶν πἁάτωδι χωρίων ὑπό τοῦ μετασκηματισμοῦ Ν/ΞεφἝ. 
) τῆς ηµιβωρὶδος Ο-ακςπ, 20. 
ἵ) Τῆς Δωριδος Ό-κχ-ςπ 
η - Π Τ 
ὰἱ) Τῆς Δωριόος -ἅ σας. 
8. Νά εὑρεθοῦν αἱ εἴιλονες τῶν ἁάτωδι χωριὼν ὑπό τοῦ μετασχηματισμοῦ Ἱ/Ξτοξημᾶ. 
) τοῦ ἄνω ἡμιεπιπὲόου (Ἴτηα 20) 
ἵ) Τοῦ πρὠτου τετάρτου τοῦ ᾱ- ἐπιπεδου. 
ἴ)  Τοῦ ἡμιεπιπεδου α«ο ἓᾷ οσον ἀποιόψομεν τὸ τμΏµα (-ο,-1] τοῦ πραγ- 
ματιιοῦ ἄξονος. 


9. Νά εὑρεδῃ το πεδἰον Ἐπί τοῦ ὁποίου ὃ µετασκωμµατισµος κ. (εις) (ζοιὰ- 
Κονσκι) ἀπειμονίδει: 
|) Τόν πύαλον |α]«βκ! κ) Τοπεδίον [1851 ί) Τόν μυιῤον |Ε]ς 1. 
ν) Τό πεδίον | ν) Τὸ Ὠημιεπίπεδον Ἰπηᾶ 20 υνἱ) Τὸ ἡμιεπίπεδον πια «ο 
νι) Το ημιυύαδιον Ισ! πια 20 νιι) Ίο Πμιαυιᾶιον {3 τς |, ἠτηδκο 
α) Τὸ πεδίον |α[ 5: Ἰπιπ2Ο κ) Το πεδίον {/-«[5| «ΑΒ, γπιἜ 2ο χ) Το πε - 

δίον Ἔ σ]αι«Ε, ἥπα2ο0, κθξ20 

αἵ) Ἰωνία--α-« αιταᾶς πα (ο«ας-σ). 


ο. Νά εὑρεδοῦν αἱ εἰιόνες τῶν μάτωδι πεδίων ὑπό τοῦ Ἐναντι ειάστου δει- 
μννομένου.μειασκχηματιαμοῦ; 
ἱ  κυιθοὺ [π]-«ς!, ὑπο τοῦ ν/ σέ 
ἴϊ) ᾽μημιαυιδίου ἱαὴκ!, Ἴτησ20, υπό τοῦ καστ 


Ἡλ  Τῆς γωνίας Ο- απ Ἔκ-ῃ., ὑπό τοῦ γής (1)  σκ) 


π. 
μ. 


Ἐπὶ τοῦ μετασχηματισμοῦ τῶν Φομναττξ- Οητὶς1ό4496. 
Δεϊξατε ὅτι Ἡ εἰδιμτ περἰπτωσις: 
4 4 4 
ν/Ξὶ (αλὺ Σε-ι) ὃ ἳατ 
-] 
τοῦ μετασκχηματιομοῦ τῶν 5οΏν/ατῖς - ΟΠεὶσιούφεε, ἀπειαονισει τον ἄξονα οχ 
ἐπὶ τῶν πΔευρῶν τοῦ τετραγώνου μὲ μορυφὰς: 
κ 5δὶ, ναΞο͵ ΜΑΞ, ΜΞΡΥΙΡ, 
τί { , Ώ { αν - 4 1 -- 
ὅπου ὁ δευιµὸς ἀριδμός Ώ δίδεται ὑπο της Βῶτα ουναρττισεως ὅια. τῆς σχξ- 
πν λ. ο 


Νἁ εὑρεδῷ µία συνάρτησις (3) ἡ ὁποία ἀπειιμονίζει τὸ ἀνω ἡμιεπίπεοον 
Ἴπιὰ20 εἰ το «ραμμοουιασδὲν µέρος τοῦ Μ/- ἔπιπεδου εἰς τρόπον, ὥστε: 
απ-(--Ὕ-/--θ 3Ξ-0---- ΜἜ αἱ μαὶ τξ1----ν- (64. Σχ.!). 


« ͵ μ 
Διερευνήσατε την περίπτωσιν, σταν 6 ---»0 


[η ΠΠ 
Ιν . ἤ ἥ - 


Λύσις: Αἱ ἐσωτεριιαὶ τώνίαι τοῦ γραμμοσιμιασδέντος τμήματος εἰς τὰ ση- 
μεῖα Α μαί Β εἶναι π-α ή δὲ γωνία εἲς τὴν μορυφήν Γ θὰ εἶναι 2π-(Π-1α)- 
-παλα. 

Ἐφαρμόδοντες τὸν µετασχηΏματισµον τῶν δεβνατὶΣ- Οπτὶσοδύεε 4αμ- 


θάνομεν τεθιιῶς: 
: 


. Ξ 1ᾳ 3 

σα. πρ1ς η Π-α | -Ἡ α 

ΞΑ ἐ Π ο Ππ [1 π τ { αἲ Ξ κ. ει ιν Β 
Μ | .!) ϊ ν ) ἀἲνθςἀ -- ; τῷ : 


υ μ / . ' ι µ ω 1 
Όταν ᾱ-ο, Μ- α.ἱ͵, τοτε Β-αἱ μαὶ ὁ ἀνωτερω τυπος ὕράφεται! 


κ/5Ξ κ’ | ασεδοκ "αἱ 
Ὁ] 


19, 


1. 


ως Γ 


ο { -- ν κ. . , -- Π ας , . 
ἥ τιμη τῆς στσθερᾶς Κ ὀυναται νὰ ξαφρασθηΏ συναρτησει τῶς συναρττσε- 


- 


[ ο ο «. οι 1) ε ᾗ 
ἀαμθάνοντες ὉΠ ΟΨψιν Οτι, Οταν 3-54, ἔχομεν κ/-6, ὅτε εὑρίσιομεν: 


(6-α.ἱ) νπ 
Γη). Γ (1-Ἡ) 


οι ῃ ῃ , ϕώ , 2) , 3 
Εὰν 6--»ο, τοτε αᾱ----π- μαὶ τὸ ἀνώτέρω ἀποτεάεσμα γίνεται: 


2 
4 
Μ/« αἷ-αἱ ας αἲγ/-τ)-α να -ᾖ, 
ο 
, - ῃ ' ς {ς ! . 3 Α8 ῥ Αα 
Νἀά προσδιορισδη µία συνάρτηΏσις, ἡ οποία νὰ ἄπει- 
, δα σαι 6 , 3 ῃ - 5 
μονίδη το ανω πμιεπΙιπεφον Ἰπηξ 20 επἰ τς Πμι- 
᾿ αἱ Π 
Λωρίδος ποπ βθν«--- , πο (6λ.Σκ.!Ι). 
θεωροῦντες τήν ἀντιστοίχισιν: 
π π 
ᾱ(-!,{, οϱ) ολλ (--ε- /ω ) ο) 
| τα [ο π υα 
Γά - , ς 4: 2 3 
Εἰς ποῖον πεδιον Ὢ συναρτηΏσις 
: Σκ. 
ὡς 
Μ1-32 


ο 
ἀπειμονἰδει τὸν μοναδιαῖον δίσυον |α]ς . 


Δείξατε ὅτι ἡ συναρττισις (3) - Γ (ι-- ) αι μετασχηµατιδει τον αὺι Άον 


| (ο) συµµορφως εἰς τὸ Εσωτεριιόν ἕνος μανονιιοῦ πολυ τώνου ἔχοντος 
π- πλευρέις μαὶ την περιφξρειαν τοῦ ἀύμᾶου Επὶ τῶν πλευρῶν αὐτοῦ που 
ποβυχώνου. 


ἓ 
Δείξατε ὅτι ἡ συνάρτησις ν/- | τα ο σητστης ἀπειαονίδει ἕνα ιανονιιιὸν ἔξάγωνον Επί τοῦ 


ο 


Γ π . 2 ὧν , -- - 1 . 
µοναδιαίου ἀὐνλου, Ποῖον εἶναι τὸ μΏωος τῶν πᾶευρῶν τοῦ Ἐξαχώνου; 


Να εὑρεδηΏ µία συνάρτησις, η οποία ἀπειμονίδει το ἄνω Ώμιεπίπεδον επὶ τοῦ 


ἐσωτεριαοῦ Σνόστριχώνου μὲ μορυφᾶς τὰ σημεῖα ν/-ο,1,ἱ ἀντιστοιχοῦντα 


ὦ [ - 3 υ 
εις τα στµεια ἕ- 0,),οο αντιστοιχώς, 


3 
ϱ) ν . Τα)... -τ᾽ --ᾱ- 
(Ἀπάνς ών τση ο) Ε ὃ (1-8) ἀἲ). 


ο 
ῃ Π Ψ ΄ ' ι ͵ ͵ Π 
Νά ἀπειμονίσετε το δα Πμιεπίπεδον ἐπί ἕνος ρὀμθου μέ γωνίας π-α, 
᾿ Π 1 [ » ο. 1} ῃ - 
π(ι-α) εἰς προπον,ὠὦστε αἱ ἁἀορυφαί του νὰ ἀντιστοιχοῦν εἰς τὰ στημεῖα 
Ξ-εο,σ!, οὉ. Να εὑρεοῃ το µΠιο» { τῶν πλευρῶν του. 
(Απάνι. ν/- [. ὁ(1-ε αι, ὁ--- [Γ(α)-συν (απ) [. γςς α). 


. 


6 Π « - ι ϱ) ' , 
4)  συναρττσις πω- πας, οπου 2, εἶναι ἕνα αὐθαίρετον σταθερον 
: ἀ. : 
σημεῖον τοῦ ἔπιπεδου ἥτηἁ»Οο ιαὶ ἆγο µετασχημµατίδει τὸ ἄνω ἡμιεπί- 


μ(α) 


Κα) Ρα) α(α) (ο) 
Σχ{ δικο Σοες 


"πεδον ΊππσΣο ἐπὶ τῆς ημιδωρίδος τῆς δειανυομένης εἰς τὸ ΣχΊ πβάτους τς: 


: 
6 ͵ ἄαξ τ ' Π Ε. - [ 
Β) Ἠσυναρττσις («(2)- | τ(ι-α)δ μετασκηματίδει το ανω Ώμιεπιπεδον 
το 


” 1 α ος , -. ο [ 3 [ 
ὅτηλΣο επἰ τοῦ αᾶειστοῦ χωρίου τοῦ Φειμνυοµενου εἶςτο Ζᾳ.2 
Γ 


«) Η συνάρτησις Η ω] ποσα ; ὅπου ο«ας Β µετασχηματὶδει 
Σο 


τὸ ἄνω ημιεπἰπεδον πυΞ50 Ἐπὶ τοῦ μβειστοῦ πώὠρίσυ τοῦ δειανυοµένου εἰς το 
Σχ.8. Προσδιορίσατε τὰ πᾶστη τῶν ὅνο ἁωριόων Εω τῶν ὁποίων συνίσταται αυτο 


τὸ χωριον. 


{ ! Γ 2 « - - { 
Ο. Ἀπειμονίσατε το ὄνω ἡμιεπίπεδον Ίπιἃ 20 ἐπὶ τοῦ πεδίου τοῦ ν/- Επιπέδου 


μἔπην μάτωδι ενός ἑµάστου σαχΏματος δειανυοµένην ἀντιστοίχισιν τῶν ση- 
µείών (6λ. Σχ. {- Ίς). 


ϱ 
2) 
8) 
4) 
5) 


Απανττισις: . 


Μ (Α-ο, 


Μ (4-ο 
Μ (Α- ο 


κ (4-0, 
νΜ (4-0, 


Εξω, Γξεου) ------ Ἔ (01,00) 
Βκο, Γεο) ----»- 6 (01,52) 


Βεία, Γ5οο) ---- 2 (04,2) 


Σχ. ᾿ 


[ποξημνΣ - (0-23) νΣ- -ᾱ-] 
[τοξπμνΣ - ν5-α.] 

(έοα να .ονΕ) 
ο... απἰαπη νσ-ο ύ2) 


-- ία (-νΣ ξ- . 


3 


3ἱ. 


Ἀπειμονίσατε τὸ ἄνω Ἠμιεπίπεδον ἡπιᾶ 20Ο εἰς τὸ χωρἰον τοῦ Νν/- ἐπιπὲδου µε 


την ματωδι Ενός ξιᾶστου σχΏµατος ὀειινουμὲένην ἀντιστοϊχισιν (ο-«θ «{) 


(8λ. Σχ, 2, αι 
[) Μ/(Α,89”50, ΓΞορ) --ν (οι, ο) 
1) ἄν (Α,δ-ο,Γ5ω) --- Σ(05 0) 


ῃ “ 2 ς ͵ 2 ͵ - Π - 3 . 
. Ἀπειιονίσατε το ανω Πμιεπίπεδον Επι του χωριου του Φειιανυομένου εις 


τὸ Σκ. ὃν (τὸ πὸξον ΑΓ εἶναι Ένα ἡμιιύιδιον) εἰς τρόπον, ὥστε: 
ν/(Αξαί͵ Β-οο, ΓΞο0)---» ἆ (011,99). 

Ψαοὸ, Χρησιμοποιήσατε τὸν μετασκτιματισµόν ὅτῷ μαὶ µετὰ ἀναχθῆτε εἰς 
των ἄσωποσιν 91 (9). 

Άπιαντησις; 
μπη, όπου ο. σα κ το) μαι Εντ 


[ [ ! : 
Π. Μετασχηµατισιος συνορὼν αἱ διαφορων χωριών. 
ς ες. ο ει ὦ ῃ ς 
3. Νἁ εὑρεδΏ ὁ µετασχηµατισµόβ, ὁ ὁποῖος Ἀπειιονίσει την υὑπομυιαλοειδὴ 
2 [ -- 4 , ας . μον ῃ 
αν Ἂς α’ὶ Επὶ μιᾶς εὐδείας ΤραμμΏς. Εἰς ποῖον χωρὶον ἀπειμονιθε- 


. 3 [ κ α, ο ο [ 3 
ται το βσωτεριμον τῆς ὠποιαυιιᾶοειδσῦὼς υπο τοῦ εν ἀοχω μετασχηµατισμοῦ. 


38. Λείξατε ὅτι ὁ μετασχηµατισμὸος ν/- σφ(5:) ἀπειιονιδει τὸ Ἐξωτεριιιὸν 
μέρος τοῦ µοναδιαἰου πύαᾶου τοῦ διερχοµένου διὰ τῃς ἀρχῆς του ᾱ- 
ἔπιτιεόσυ εἷς τὸ Ἡμιεπίπεδον ὕτωνν 20 (6λ.2ὰ.4) | 
(τὰ δειανουµενα θΕ3π στιµαϊνουν ὅτι τὰ σημεῖα Δαμθάνονταιι στο ο0). 


κ/- Επιπεὸ 
Ντ εππεδον 


{ 


Σχ. 


υ αἃ- Ἐπιπεδον 


Α Β/Γ ᾳ 


15. Λίδεται τι παραθοῖῦπ υ’- 4Ρ(ρ-χ). Δειξατε ὅτι ὁ µετασχηµατιοµος Υ/Εἰ (ν-νρ) 
μετασχηματὶσει τὸ γραμµοσιιασδεν Σξωτεφιον μερος τῆς παραθοᾶΏς 


: εἰς τὸ ἄνω ν/- ημιεπιπεφον (Ίπην/ 20) (68λ. Σχ.92). 
Ἡ ᾱ- Εαϊιπεδον υ Ι-ἐαιπεδον. 


πο ζεά 


Σε 2 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΧΙ 
ΑΡΜΟΜΙΚΑΙ ΣΥΒΑΡΤΗΣΕΙΣ”--- ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΡΙΕΙΟΗΙ ΕΤ 


6. ΤΥΠΟΣ ΤΩΗ 5ΟΗΝΑΡΤΣ- ροἱ55ΟΗ 

1. Τυπος τοῦ .Φεῦναν τε. 

Ἔστω Ὁ οὐναρτησις 03), τὴν ὁποίαν υποῶξτομεν ἀναθυτιικὴ ἔτιί τοῦ δίσκοι) 
[ε|-ερ Ἔστωδτι 3 εἶναι ἕνα τυχον σημεῖον ἔσωτεριιιόν τῆς περιφερείας Ο μὲ Ἐ- 
Εἰσωσιν |Σ--Κ, Συμφώνως προς τον οἈοικἄτιρωτναον τυπον τοῦ ολο Όα 


ἔχωμεν: 


{ (4) πε ... ο ος αφ τος ἄάφ ο) ὅπου ἡκκ-αἲ. 


Ἔε ἅλλου, ἐαν Σ” εἶναι ἕνα στιμεῖον Εωτός τῆς περιφερείας Ο, ά Ἐπωμεν: 
τα.) 0) 
θ. τη / παν αἡ (2) 
σ 


3 


Εἰδιιῶς, ἓὰν Δάθωμεν ὡς 3" τὸ συμμµετρικόν -ᾱ-- τοῦ α ὡς πρὀς τὴν περὶ- 


, Π 2/ . ο Ζ ' 
φερειαν 6 ὧαι Έχοντες ὑτί Οψιν οτι Ἱ.ἨΞ Β, ἀαμθάνομεν: 


Όππς | τἩ η 6) 
σ 


Ἐπειόη αἡ «Ν: α-ἳ. ἴαφ----ρ πό. Ξἰάς ιαὶ ὧς ξμ τούτου ὁ (3) γίνεται: 


4 
- 
ο 


Ἀφαιροῦντες τὰς σχεσεις (!) ωαὶ (4) ἂαμθανομεν : 


(3) - δα ες 


απ 


(4) 


.. 


Όέτοντες Α- πε. (6); ἡ ἀνωτερω σχεσις τρᾶφεται 
μ.ι 


42-ππ | {(η):Α.ἀφ (5) 


Η (5) τράφεται: 
κά ὃ ο ὐμ..  πκν, 


Ξ- σα σος μας Οὕτω ὁ Α εἶναι 


Ελ 
πι Ἔ-π ἵς Ἶπ-ε ΊΣ σε 
προφανῶς ἕνας πραχµατιιος ἀριὸμὸς. 


Ὁμοίως διὰ προσθέσεως τῶν (1) μαὶ (4) Ἀαμθάνομεν: 


αἨ 
: ὤ ταν δ(η). (1 8ἱ) ἂφ (6) 


ο 
ον : α Ξ 
οπου 8 «--ο--- ---------- (5) 
ἄν σε 
ἛἜα τως (3) προαυπτει͵οτι ὁ Βἰ εἶναι προφανῶς ἕἒνας μαθαρος Φφαντα- 


[ 2 ͵ 
στιος αριθµος. 


Ἡ (6) Ὑράφεται: .--- . 
δ(λτππ᾿: ] ό(η) 4φ πι] {(1).Βιάς (8) 


[ο] ο 


: Συμφώνως πρὸς τὸ θεώρτιµα τῆς Μὲσπς τιμῆς (θλσ-α-θ) Τιτοι : 
43 
1 ; ῳ 
έτη] όα(α.π.ο ) αφ 
.Ἡ : 
δια.α-ο ἀαμθάνομεν: 


2Ώ 
Φ(ο) στ] (η) ἂφ (9) 


ο 


Οὕτω, ἂσχω τῆς (9) ἡ (θ) Ἔράφεται! 


1Π 
μ3)-{(ο)ας Ι 4(/) θίας (1ο) 
να ; 
οποθέτοντες ὅτι τὸ Ἰ εὑρσιεται ἐπί τῆς περιφερείας |2/5 Κ, ὄυναμεθδα 
να Ὕράψωμεν -. 
ὀ()τυ (Εφ) (8,Φ) (3) 


μαι 4 (2)- τα (τ,θ)γἰυ (1,Θ) (12), ὅπου α-π.ρῖθ. 


Προφανώς αἱ συναρτήσεις Ἠ(Χ,Θ), υ(τ,) εἶναι ἁρμονιικαὶ. 


Λόγω τῶν (11) τιαί (19) ἡ (56) γράφεται: 


πη 


2ῃ ' 
νσθνωσο-ας.| (Εφ) Α ἄφε τε [ω (ι) αν (19) 


- [ ' ι .) ο { 
᾿Εξισώνοντες τα πραγµατιμα µερη, ἐιι τῶς (19) Δαμθάνομεν: 


1Π 
α (τ,θ) .. α(κφ)Αάς Ἅᾖ{(4) 


.] 
ς ' ε } ἹἩ ι ε { [ Π 
Οµοιως ἠαμθάνοντες υπ ὄψιν τὰς (148) ααὶ (129) υαὶ Εξισώνοντες τούς 
συντεβεστὰς τῶν φανταστιιῶν μερῶν τῆς σχξσεως (19) Δαμθάνομεν: 
τπ 
υ(χ,θ)α υ (ο) επ [ (Εφ) Β ἀφ (15) 
ὁ 


σαι διὰ προσθεσεωῶς τῶν ἀντιστοϊχων μεᾶῶν τῶν 
(04) μαι (15) ἀαμθάνομεν: 


Ἐπειόω Αν 8ἱ - οκ 


{(2)5ἰυ ος [να Ἡ ἀφ | (6) Ἰ- κε 


Π Π Ἱ Π « 1 -. ι μ | ος 
0Ο πυπος (16) Έαφραδει την τυµην της συναρτησεαχς ὁ (1) εἰς τοσηιιεῖ- 
ου ἆ υαὶ ιαβεῖται τύπος τοῦ δοµνανέα. 


π. Τυπος τοῦ Ροίςσοη: 


θετοντες ας το ὃ υαὶ ἸΞ η.θ!Σ, τότε ὃα Έχωμεν: 


δν  κ.οἰτκοῖν : (βσυνφᾳ τσυνθ) αἱ (βημΦ» ζημθ) αἱ) 
υ- αθὶ-τ.οϱ . (Κσυνφ- 1συνθ) εί (Ατµς -τημθ) 
Το πραχματιιὸν µέρος τοῦ δευτέρου µέᾷους τῆς σχέσεως (13) εἶναι: 
παλ, . 
ρ;-οππτσυν(θ-Φφ)ετ ο (18) 
μαι ὁ συντεβεστὴς τοῦ φανταστιιοῦ εἶναι: 


2έπημ (Θ- . 
Εα'  οϱβπσυν(θ-φ) 1 8 (18) 


0Ούτω ὁ τυπος (14), Αόγω τοῦ (18),Ὑίνεται ἷ 


1Π ' | 
' β” το" 
η (ϐ) τπτ) α (314) σπτουνίδ στι 38 ον 
ο 


Ὅπυπος (ο) πκαβεῖται ὁβοι«Ἀηρωτιιιός τυπος τοῦ οίς5ο δια των ἁρμονι- 
ιιὴν συναρτησιν α (τ,θ). 


[3 , [4 Γ ' [ - ε 
Ί ι 
Ὁμοιως ο σος (5), λογω του ( ϐ)τινεται 


απ ς 
υαθ νοκ αφ πάτο ορτς νν 0 
ο 


ς [ Π [ { έ Γ [ 0 
Οἱ τύποι (2ο) ιααὶ (2) παιδουν σπουδαιοτατον ροᾷον εἰς την Ὀεωρίαν πιῶν ἁρ- 
μονιαῶν συναρτησεων. | 


ες . ρ.-ττ - βαν, ποὂ ο Ἔ αμα]-- - 
Η ποσυτης ΑΞπεσβοσυν(θ-φοετΣ Ξ ϱθ ροῖς το 5 προ ες (22) ιαᾶξῖται 


πυρήν τοῦ βοίςσοη. Ὁ πυρην εἶναι µτδεν διὰ τὰ ἆ τῆς περιφερείας |1|-κ ααὶ 
αὐστηρῶς Θετιιὸς διὰ τὰ ὰ που υεῖνται εντος αὐτῆς, 

Εἰς την περιπτωσιν ὅπου 4(3)Ξ1 διὰ |Σ]ΞΕ τότε θά Έχωμεν ὅτι (Αφ) -{ 
μαὶ ὃ τὺπος (20) δίδει: 


1Π 
ασε. ο-- β᾽-- ο. αφ Ξ.ὰ (23) πκς [ο 
2π ϱ:- 24 συν (0-Φ) ΣΣ . 


ο 


62. το ΠΡΟΒΛΗΜΑ του ΡΙΒΙΟΗΙ ΕΤ. 
Ορισµός ΣΙ-2-/. Ἔστω 0 ἕνα πεσίον τοῦ ζοτάαη, ὁμᾷ. ἕνα πεδίου τοῦ 
ς , , , σα π ; { - . } 
οποιοι) το συνορον εἶναι µία ιιβειστὴ τκαμπυῦπ τοῦ ζοπάατ Ὁ και εστω) 
Π(3) µία συνεχΏς πραγματι συνάρτησις ὥρεσμενηω ἐπί τηῃςς. 7ο προ- 
- π . ΄ / -- ) 
ϐὔπμια τοῦ Λ/χίεβέεί συνίσταται εἰς των εὗρεσιν κιιὰς συναρτΏσεως 
αν ο , [ ο, 
(3), αριιονιιιῆΏς Εντός τοῦ α ταἰ τοιαυττς, ὠστε: 
ίποἹα (1) Ξ Ω (2ο), (1) 
σ 2ο 
σε 
διά ιιᾶθε Ἔεες. 
Τὁ ἀνωτερω τροθᾶτπμα εὗρισμει πᾶείστας ἔφαρμογας εἰς τν Μαθηµατι- 
ἅπν Φυσιατν (θεωρὶαν Δυναμιιοῦ). 
Παρατηρτισις : Εὰν ἰσχυτ Ἡ (1). τότε Όα βδγωμεν διι “Π ια(5) Δαμιθάνει τὰς 


συνοριαιιὰς της τιµάς Π(2) Ἐπὶτὴς ς,. 


ο 


{ , κα 2 - Π , , ι . , ᾗ .. 
Η σύναρτησις, η Όποια ισουται προς την (5) εντος τοῦ « ιαί προς Ὅων 
) Π ὦ, -- 2 ες ( 2 ͵ κ ῃ ς - . 
Π(5) επι τῆς ς, εἶναι αὐτομάτως συνεχΏς Επὶ τοῦ 6, διοτι η (3) εἶναι ἆρμο- 
᾿ 3 - «σας 2 . 1: [ 
νιμη ἔντος τοὺς ιαὶ ὡς ξὰ τουτου μαι συνεκΏς 
͵ Π -- , Ἱ - ͵ 
1. Το προθᾶτμα τοῦ Ῥιπίςμ (οί δια τον μοναδιαϊον δισιον. 
1 3 { ε [ ο ταν. ῶ2 « η , , ς / 
θα επιἠυσωμεν το προθᾶτμα τοῦ Ῥίπιςβ(θῖ εἰ τὴν εἰδιιην περίπταχσιν Ενος 
ὁίσµου μὲ ἀμτῖνα" τῶν µονάδα ιιαὶ ἔχοντος τὸ αέντρον του εἰς τὴν ἀρχήν τῶν 
2 [ υ ; - υ [ [ μα 
αξόνων. Ουτω τὸ πεδίον « εἶναι ὁ ῥίσωος |α]κ! ααὶ η ιαμτιυῦτπ Ὁ εἶναι 


ἡ περιφέρεια | -- |. 


θεὑρηµα χΙ-2-/. Ἔσιω ὅτι 4 εἶναι ὁ µοναδιαῖος δίσιος || «{ τκαί εἶναι ὁ 
μοναδιαῖος μύμλος |3]Ξ4{ και ἔστω ὅτι Π(2)-Η (6) εἶναι µία συνεχἠς πραγ- 
! ι } ἤ . Γ κ 5 / ῃ 16 
µατιµΏ συναρτησις επι τῶς Ο. Ἴοτε Ὠ ἄρμονιαη συναρτησις ο (θες) 

ο ο μοι . δι. κά πολ 
Ἑ Φιόομεντι Όπο τοῦ τυπου : π(ς,θ)υ (κε) πτῃ τησ οπ συν(δ-φὈ αφ (2) 
ο 
Ἴναι Ὢ µοναδιατ λὺσις τοῦ προθληµατος τοῦ Ὀίπιοῃθθ{.Φια τὸ πεδίον α, 
Δαμθάνουσα. τὰς συνοριαµιάς τιµάς π(ο)) ἐπὶ τῆς περιφερείας ς. 
Ἀπόδειξις: Αριεῖ να δειξωμεν ὅτι: 
α(ποῖθ)--νῃ (ον ) (3) παδώςτο ἴ---Ι μαί θ--.θο 
(ος καὶ θ.: σταθερον) 


θέτοµεν πἀριν ἁπβότητος Π(6',)- π(θ) υαὶ Δόκω τοῦ () θά Ἐχωμεν: 
; απ 


α(ἵ)) --η(θ) ο ] υπ ἆλρ] νο -φ) ἀφ-π(θ 


9 ἲ . 3/ 
Λόχω τοῦ τύπου (23) τῆς 8 Ι, δια ΚΞ!, Φα εχώμεν: 
1Π Ἱ 


Ελ άε π(θ ---- 
π  ἰ τωττ-οπσυν(δ-ς ἀῤ- /:Π(θ)ΞΠ(Θ) 
ω ς ί ο 
καὶ οὕτω ὁ (4) γράφεται: . 


οτι π(φ)- α(θ) 
ἁ(εἵΒ) -πίθ)--πᾖ- | τες Στδυνίσο ἂν {68 


Ὃν» ο -ο - 


{ π Π 1 ε ! - 1 
᾿Επειόηπ ἡ οἀομᾶτπρωτεα συνάρτησις εἰς τον τυπον (5) εἶναι πεωιοδιαὈ 


περιοόσι 3π, οὗτος Φυναται νὰ τραφΏ μαί ὧς Εξῆς: 


α (39) - Αο- σε [ελ λάς Δα ες; 


-α 
ο’ } , ν 
οπου εοεσαμεν «ᾳ-θ-ςα. 
ι οἱ 4 - ο 
᾿Ἔστω ὃ ενας αριὸµος τοιουτος ὠστε: ο«ὃ «π ιαὶ εσιω ΜΞ πραος [π(θ)], 


θ52ηΗ 
ω (ὅ,θ) στις [η(θ--α)- π(θ) (’ τοτε δὰ εχώμεν’ 


τὸ -ὃ 
(στὸ {. π(θᾳα)--Π(θ) 1 4α 
η | τετ: «ὕπσυνα- ἃα .. ω(5,ϐ)'-ππ΄ μ πα Ἴπσδυνα 
ο δ. 5 
| ον -4α 4η 
(-σ . 


-η 


! 3 ε ο ι { ι « . 1 ' , 
Λαµβανοντες Εω.νεου Όπ' ὄψιν τον τύπον (23) τῶς δ1, δια δΞ{ μαι το χε- 
Ἔονος οτι διὰ µίαν ὁᾷομβηπρωτεαν συνἀρτησιν {(θ) Ἐπὶ τοῦ διαστηµατος 


.πςθςπ ἴσχυει: ι 


.δ ῃ 
[4998- [(948 . ] 4(6)άθ, 
δ-ε/θ]-εη πι δ 


. ο ῃ μ 
ὃα Εχωμεν Φιαδοκιιῶς τὰς τιάτωὸδι ανισοτητας: 


(-τ ] πθια)-Πίθ) 1α [«ομ.-Ὁ. άα 
απ ασ “οσούνα οὐ 2Π Η- ο. 2 Ὄσυνα 


δείαίεη ὄξ]αιση. 
2ᾳᾳ- 6) κ όν ιο στ Μ΄. οπᾶ 
τισ τι οπσυνςδ ση -π 'ππ-2πσυνδ εν συν (8) 


Εξ ἆλλου Έχομεν: 


Π 
1 Π(ίθ.α)--π(θ) 
| αΏ(το Ἅπο | Γιπι- οπσύυνα- ασ] 
ϕ .. | ᾿ 
(στ {. Π(θτα)-Π(θ) μ στὸ |. Π(θνα)-Π(θ) 
ο. | πι στσυνα αα 2π το -οποῦυνα άα 


-- 


πια] 


-ο-ττ---------------------- ορ ει 
{)᾽ «αθ᾽ ὅτι τὸ {4(9αθ στκιαίνει πὸ αθοοίοµα τὼν ὁλοιιΆπριωμκάτωνν { (9049 πλαι {4(948. 
ὀ5θ]-π - | -α δ 


(λόγω πῶν (3) μαί (8) Έπομεν: 
κὠ(6, ϐ)Ὁ σοορ- (98) 
Καν ἄμολουδιαν ἂδχω τῆς (9) Ἐχομεν: 


ϐ)- ῃ(Θ) : | Π(θ) - Π (8ο) | 


Ξ ᾧ(ὅ,θ)-- -- 


α(αὶ 


Ἱ- συρσ .[Α(Θ)-Ώ (60) ας ς 
ὅπου ἄμφοτερα τὰ ὠ(ὅ,θ)--»0 ταθώς το ὃ- 0 ἁἀαι [η()- πζθ9)|----ο 
µαθώς το ϐΘ--»Θο, ἂσγω τῆς συνεχειας τῆς Π(3) επι τῆς περιφερείας ο. 


Ἠόω ἂν Όεσωμεν: ὅ- ν- π3, τότε πο ὅ---ο, ὅταν τὸ π.---- Ί. θα Ἐχωμεν ἆοιπον: 


πο σος αι. «γι (της νι τἳ ... :) ----ο του ὍὉ ----- 1, 


αἱ 1 μ μ - 1 Π { { ( - 
09εν, τὸ δεξιόν µεᾶος τῆς ἀνισότητος (19) τείνει πρὀς τὸ μηδεν,τοῦ ἕ--»ί 
ιαὶ τοῦ Θ--» Θο. Μὲ ἄλλα Δόχια, Ῥάν α-σ-οὸ---ν ϱἱδ., τότε ἐἰτη Ἡ (3) Π (θο). 
ανο' ο 
ι . ͵ ς Π [ει ͵ 
Ὡς προς το µονοσηµαντον, ἄς Ὀποθέσωμεν ὅτι α.(«,9), α, (α,ν)) εἶναι δυο 


ἁρμογιιαί συναρτΏσεις ἔντος τοῦ α μαί ας ὑποθεσωμεν ὅτι αι(αν)Ξιι (αν) 
επὶ τοῦ συνόρου ς τοῦ πεδίου ᾱ.. Ἰότε ἡ συνάρτΏσις τα (α)Ξ αι (αν) ω. (εν) 
εἶναι µηδεν ἐπὶ τῆς περιφερείας. 

Ἡ υ(αιη) εἶναι ἁρμονιαπ ντος τοῦ 6 μαὶ συνεχτις Εντός τοῦ ᾱ μαὶ ἔπι : 
πᾶξον εἶναι µηδὲν Επὶ τοῦ συνόρου (περιφερείας) τοῦ ᾱ. Ίστε συμφώνως 
προς το Πορισµαν-θ-! ή α (ου) θὰ εἶναι µηδεν παντοῦ ἔντος τοῦ ἆ 
Πτοι: αι (κ,ν)Ξ ἁ1(α)9) δια ααθε Φεν)εᾷ. 


Π. Τὸ προβᾶτμα τοῦ Σιτὶςηθεῖ δια το ὄνω Ἠμιεπιπεόδον (Ἴπηὰ 20). 


θεώρημα ΧΙ-2-). "Έστω ἄ παριστᾶ τὸ ἄνω ἡμιεπίπεδον ΠπιΣ20 μα ο τὸν 
πραχµατιιιόν ἄξονα ιιαὶ Ώ(ά)Ξ ηζαχ) εἶναι µία συνεκης πραγματιμἠ συνάρτησις.' 
Επι τοῦ ἄξονοςς͵. Τότε ἡ συναρτησις 
υ μα 4 | 
απ --τνν ποτ τηε ι 
α(α)τ-ῃ | τος ης |ς (11) 


-αο 


σαι, Ἡ µοναδιωη Άι λὺσις τ ποῦ προθλήματος τοῦ”. τοῦ ο ΡυτιςΡθοέ δια τὸ πεδίον α ᾖαμ-. 


θάνουσα τὰς συνοριαικὰςτης τιµας Ά(α) Επι τοῦ ἄξονος 6. 


Αποδειξις: ἈΑπειιονιδομεν το ἄνω ἡμιεπίπεδον ἤπιᾶ »Ο συμµόρφως Επί 
του ἔσωτεριιοῦ τοῦ µοναδιαίου άὐικΆου |ν/]κ{ εἰς τρόπον ὥστε τὸ σημεῖον 
ᾷο”- πονίυ.(υ.5 0) νά ἀπειιονίδεται εἰς τὸ σημεῖον ν/- ομαὶο πραγµατιιός 
ἄξων:-οο« πε«.οο νὰ ἀπειιονίδεται ἐπί τῆς περιφερείας |Μ//Ξ1. Πρός τούτοι5 
ἀραεῖ νὰ Δάθωμεν τὸν πατωθι μετασχηματισμὸν 


(1) --α-ᾱ- (3) ἄ-πειν) 


(6Άεπε σπετιιώςκεφσ,δ4). 


"Εστω ἆ-φ(νν) ο αντίστροφος τοῦ τροαμμιιοῦ τιάασματιιοῦ µετασκη- 
ματισμοῦ (12). Ἴοτε ἡ συνάρττισις υ(ν) -Ἡ(φ(ν)) εἶναι συνεχης Επι τοῦ 
πὐιᾶου Ίν/|-- 4, ὧς συνθεσις συνεχῶν συναρτήσεων. Έστω υῦ (ν)) εἶναι 
ἡ µοναδιαπ λὺσις τοῦ προθΆήηματος τοῦ ΦδίτὶοΏθθὶ διά'τὸν δΐσιον [κής] 
Ίαι τῶν συνοριααών τιμῶν Β(νν) 1ιαί ἡ ὁποία Φιδεται ὑπό τοῦ τύπου (2) 
του θεωρήματος Χ[-2-4 τιαὶ Έστω (2) - (4 (3). Τότε Ὦ συναρτησι5 
(3) εἶναι ἁρμονιμω Εντός τοῦ α υμαιὰ τιν Προτασιν Π-6-4 τιαί ἂαμθάνει 
τάς απαιτουμῖνας συνοριαιας τιμὰς, τΊτοι: μα (60) Ξ π(α) Επ τοῦ ἄξονοςς,. 

Σµοπός µας εἶναι νὰ ῥόσωμεν Έναν τύπον διὰ τῶν συνάρτησιν (5) Πρός 
τούτοις εἰς τὸν τύπον (2) τοῦ Θθεώρπµατος τοῦ δίπιςΠω (ος, ἒα' ὅσον θεωρή- 
σωμµεν ἀντὶ τῶν συναρτἠσεων ΤΠ ααὶ ᾱ τὰς  ααὶ α” ἀντιστοίχως, ὦ 


τιμη της συναρτΏσεως {α’(ν) διὰ νν-ο, ὅπλ. ὉΞΟ δὰ δίδεται ὑπό τοῦ τύπου: 
21 
αἱ (ο) από ῃ (99) αφ (13) 
ο 


, .. μα { ͵ ” νη : Ἔν - 

Ίο σημεῖον τοῦ πυιΆου |νή|Ξ1 τὸ ἀντιστοιχοῦν εἰς το σημεῖον α. τοῦ 
- οί ο -- Ἡ - / - 
πραγματνασῦ ἄξονος ας, εἶναι τὸ σηµειον ϱ'ἳ τῶς περιφερείας που πᾶπροϊ 


1 1 [4 
των Εξίσαχοιν: 
ἱφ. απ- ἔο 


ὄσπτας 


(Χιπραχµατιιος) (14) 


Ἓα τῶς (14) ἂαμβανομεν : 


ἰαῖ.. αφ ὃν σδι «ἀπ η 


τοι πα ασ ες ος 28ο ο 29 | 
φ { απ-ξο (3ο) ἂχ |ος-ο | αλ χο νυν ο. (15) 
Εἰς την σκὲσιν (4 (2))Ξ μ(3) Θέτοντες σ-ᾱς Δαμβάνόμεν: ια (ό(1ο)- 
υ(αι) Ἡ α(Σο)Ξ- (ο). Ἀντιιιαδιστῶντες εἰς τὴν (19) τὸ ἅἁ, ὁιδομενσ ὑπὸ τῆς 


(15) αι ἔχοντες ὑπ' ὄψιν ὅτι ίε ) --Ἡ (0) - Πα), Δαμιθανομεν. 


αι γενιιῶς: θεωροῦντες τὸ σημεῖον Ἔ- πα ἱμ (20) τοῦ μιχαδιιοῦ Ὠμιε- 
πιπέδου ἤπιαΟ ὁ ἀνωτερω τύπος Ἱράφεται ὧς ἀμολουθως, ἔφ ὅσον τήν 
μεταθζτητὴν κε τοῦ ἀνωτερω τύπου τήν συμθοβίσομεν πκ. μξτό συμθολον Ἑ, 

γσο 

(ος) --ἲ ᾗποββςς αἲ 
-οο 
:Τὸ θεώρημα ὅδεν ἀπεδείχΌη πᾶπρως. 
Παρατηρήσεις: /3/ Ποββὰς φορὰς το πρὀθᾶωμα τοῦ Ῥιπισῃθοὶ διὰ τὸ 
ἄνω Πμιεπίπεδον (Ἴτη 5 20) διατυποῦται ὧς αμολουθως: 


Νά Λυὸη τὸ προβήημα τῶν συνοριαιῶν τιμῶν 
α 1 
οὃα «ὃὰ 


οὃχκ- οι" 


͵ ῃ ω ς -- ς ι ͵ ῃ : 
μαι Εἴτη Ἡ (αν) ΞΠ(α), ὅπου η ἁς) εἶναι ὠρισμενη μαι συνεχΏης δια 
ρου 


-0, 92ο 


“σσ χαστλαο, 
“Ἡ Άὺσις αὐτοῦ 9ά γἰνη Επὶ τῇ θάσει τῶν τυπων τοῦ Ὀιτὶςζοῖ. 
24/ Συχνα δε το προθᾶημα τῶν συνοριαιῶν τιμῶν διά Έναν μύιλλον ἁα ατῖ- 
2} ͵ ες , 4 ' ε, 
νο Κ Έμφανιδεται μαι Όποτην ματωδι µοφρφτην: 
Νά λυδΏ ἢ διαφοριιή Εξίσωσις του ἰαρέαςσε : 


απ κά 
ο ! θα ὃν ϱ δια τς 


ου τπτ δι τπτ ο 


αι ᾱ{(Α.Θθ)Ξ-Π{(θ). 


ἸΕὰν ΕΡ-1, η συνόπιατη τῶν συνοριαιιῶν τιμών γφβαφεται τα (1θ)Ξ π(θ). 


εσενα 


' ᾿ 4 - ᾿ ἵ ͵ « [ 1 ῃ . λ»' 
᾿Εφαρμοχαί 15/ νά ευρεθῇ μία ἁρμονιλαη συναρτησις επί τοῦ ανω ἥ- 
µιεπιπέδου τοῦ 5 (Ίπιξλο) μαί ἡ ὁποία ἂαμθανειτας ὠρισμενας τιμᾶας 
4 ! ο - ἤ Π ο 4 ο ; ν | ἓς 
ἔπι τοῦ ἂξονος τῶν α«. τὰς διδοµένας ὑπό τοῦ τύπου ἵι (α)- ο. -- 
' ο Γι ( ' ἣ - Π -- 
Λωσις; Η δητσουµενηι συναρτησις παρεχεται ὑπὸ τοῦ τυπου (119) που 


θεωρήματος χΙ-2-2, Ἠτοι: 


10ο [ο] 


| Π (1) ο 9 ο-αξ υ αχ . 
ο. ἄταρῃς αἳ "πι [πο νἳ- [ανα - 


-οο ο 


{ η 2 νο, { { 
28/ Νἁ ευρεθῦ µία ἁρμονιμὴ συνάρτησις ἐντὸς τοῦ μυαἍου |3|-{ μαι. 


: , ͵ ο. Π 
Δαμθάνουσα τὰς παθωρισμµενας τυµάς ἐπὶ τῆς Περιφερείας του τας δι- 
Ι, εὰν Οςκφςπ 
[ 5 { μα Π ΄ 
δοµεναφ υπο τῃ5δ συναρτηπσεως Ἡ (ο) { 
: ο,” Πππσφς2ῇ. 


Λύσις Συμφὠνως πρὸς τόν τύπον (2) τοῦ θεωρτιµατος ΧΙ-2-! θὰ Έχωμεν: 
' .πΠ 
ο απ ῃ (ρ 5) 
α(τ,) Ὅτσῃ | Τε πτ-ατουντο-ᾳ; ἅφ 


ο 
π 


-Ε.. ἀφ λος. 2 πι) 
απ ] επ. - απόυνίρ-ς) ή σον, 
ο 


Συμπἀάπρώματα αἱ ἄσωησεις: 


1. Λεἰξατε ὅτι: α) Ἡ συνάρτησις Ό(τ)Ξ-Ἡ- τοξ ερ( τε ο. οπσπς, 


ο«θ-ς2Π εἶναι ἅρμονιαη εντός τοῦ πὐαᾷου || 51. 


β) έιτ (1) Ξ 


/α εάν ος«θςΠ 
ν-]-- "- 


{Εάν πκθς2Π 


- [ υ - ῃ Π ι ς ς « -. ν ῃ [ 
2. Μά εὑρεδΏ µία συνάρτησις α (κιν) οποία εἶναι ἁρμονι]ατι εἰς το 


’ Π Ὀ ͵ 9 9 ᾿ ᾿ . ῃ - 
ἄνω ἡμιεπίπεδον ΊτηΖ2ο ααὶ ἡ ὁποία Δαμθανει τας τυµας ἐπὶ τοῦ 


8, 


»! 
” -- Ἱ Π ς ας ι : ων 
ἄαξονος τῶν α. τὰς ὄιδομενας ὑπο τοῦ τύπου ποοτ{ εαν ας ο 


(πρὀθάηµα τοῦ Ρἰπιςθεὶ}. ! Εάν «2ο 


(Ἀπάντ α (αι) τι- (ῇ) ποξ εφ(---) ο. 


: [ ἐ ἀ Γ ' ͵ . 
Οµοιως; ὧς ἄνώτερῳ, δια τήν συναρτηοιν : 
| -4ἲ, εάν Χς-! 
ὨἨ(α)Ξὴ ο, ξάν -{σχς! 
/, εάν κδ4 


(Απάντ; α 9) -ἲ-πτοξεφ (στ τοξ εφ (-ᾱ- αν. 


Νὰἁ εὑρεθῇῆ ἡ λύσις τοῦ τροβᾶήματος τοῦ Ρἰπὶςηθθὶ διά τὸ ἄνω ἡμιεπι- 
Π { ν ω 5 1 ' 
πεόου ΄ΊτιΖ2ο ιαὶ συνοριαµας τιµας Ὁ(Ε), όπου Ἡ συνεχης συναρττσι5 


υ() µηδενιδεται εατός τοῦ διαστήματος [α .β].. 


Νά Δυθω τὸ αατωδι ος τῶν συνοριααῶν τιμῶν. 
θα... ο". 
δα δυο. 


11η ἔξίσωσις τοῦ Ιαρέας 


ας εὰν ας-ί 
! : 
μαι ἐψια(αν)- π(α)- {αι / «σασί 
υ-ρ.οᾖ 
αι κλ1, 
ια, 1 
οπσυ αο, αι, αι εἶναι σταθεραι 


(Ὑποδ: ϐλ.ταρατηρτσιν 92) 


Ἔστω 4 (3) εἶναι µία ἀναδυτιάπ συναρτησις εἷς το ἄνω Ἠμιεπίτιεδον (220 
μαὶ ἔστω Ἰ- ξ νἰη ἕνα σημεῖον αὐτοῦ τοῦ ἡμιεπιπεδου. Δεἰξατε ὅτι. 
| }οο 
 ἷσιςς π.ὁ (κ) 
(4) ππ [εεββτ «- 
--ο 


θετοντες ό( 7) (Εμ) γίυ (Εμ) δειξατε, ὅτι ὁ ἀνωτερω τύπος ισοδυναμεῖ 


µε τους αάτωθδι : : ος - 
( Ὁ -- . 4 . 
α(Εμτι) τπτ΄ [ τι ντᾶ ἆΧ | (πύποι τοῦ Ροίδεοη διὰ τὸ ανω 


ἠμιεπίπεδον γπιᾶ 20) 


4 "9 Ὠ υ (χ,0) 
υ(Ε,π)Ώπτ Ἱ τα Ἔλι πε 


-ο 


Ι γε [ { - . ι μα ᾽ 
Ἄποδειξις: Έστω 6 το σύνορον τοῦ Ώμιιυιλιου ἀμτινος κ (61. Σα. 1) 
: 2 Π Ξ , - 
τιαί ἤ ἕνα ἔσωτεριιιον σημεῖον αὐτοῦ. Ἔπει- 


' ε 3 ! / ͵ .. 32 ε ο 9 
όηπ Ὢ 6 εγαᾶειει το Ἰ δὲν ὃα εγαδειεὶ τὸ Ἡ 
μαὶ ὡς Εα τουτου δὰ Εχωμεν: ο 
ός) 3) 
ὁίσ)πππι .. ᾱξ, Όπππι ο. 9 -ᾱ 0 πα 
ς Σκ. 


[ ἰ ον .) { 1 « 
Δια προσθεσεων τών ανωτερῳ ἰσοτηωτων Ίαμ- 


θάνομεν: - . 
η !. (συ) όσ)ά 
ο ρηππι πρῶ ση τα) ᾱἳ- προσ 
ς 
Είναι Ἱ- Έκιη, 7- Ε-ιη τιαὶ ὁ ᾿ ἀνωτερω τύπος Τράφεται : 
ἁ 
τα πέῴλάκ 1 [πόςσ)ατ 
ο, " μα. ος ο) 


.. - [ κ ͵ - 
Όπου Γ εἶναι τὸ μιιυμᾶιον της ααμπυᾶης ο. 

͵ - ͵ ι η ͵ ο 
Ὑποὂστοντες ὅτι Κ---οο τὸ δεύτερον οΆομβπρωμα τῆς ἀνωτερω) υσο- 


ι [ { ͵ τ 5 2 ι ͵ 
τητος τεινει προς το µπΦεν αι ὢς ξµ τουτου ἄαμέανομεν: 


! ς τα ο |. 3 { οὥμα, ε 
7. Να εὑρεοτ η συνάρτησις α (6) ἁρμονίατπ εντος τοῦ αὐωβου κ(οι) , συνε- 
3 Π - , 2 - { Π Π ο 4 
αηΏς επἰ τῆς περιφερειας αυτοῦ αι τοιαυτηΏ͵ ὥστε ἐπὶ τῆς περιφερειας 


οὗ κὑκᾶου να ἀαμθάνει τὰς τιµὰς Ἠ (ο 1) -- συν ϕ. 


. ἡ [ [ 
8. Ἐὰν θέσώμεν ηςστου ᾱ- π.ϱὁ ποτε ὡς Ἀνωστον Ὁα εχωµεν' 


ὃν τν. Ὁ) Κ2ἱ Άτημ (0-9) 
ης -2Επσυν(φ-θ) ντ 


{ 3 ΄ - - ͵ [ ς’ 
τότε ὅωὰα αρησιµοποιΏσεως αὐτῆς της ἰσότητος Φειξατε Οτι: 


) α(οιθ)-ια (ο) -- Σα ία, συνΏθ  Ὁς πμπθ) 


ι. υ(0.)- υ(ο) τ » (στ) - (-Ῥ. συνη θα, ημΏθ) 
η 4 


π) 6 (3)Ξ α(τ/θ)«ἱυ(α)θ)Ξὁ (ο) ορ. Φ(0)Ξ ἁ(ο)»ἰυ (ο) 
ὅπου: 1η ι 


ΣΠ 
αν - τη | Ἡ (Εφ) συνηφἀφ, . α(ρ φ)τµηφάφ 


ο 


Ἐπιλυσατε τὸ προβᾶημα τοῦ Ῥἰπίςλθοὲ διὰ το Εξωτεριιιὸν τοῦ µοναςΦιαίσ) 


4 4 ω Π -ν [ 9 [ - 
πυιμΆου |3]Ξ/. Δειξατε οτι, ἡ τιμὴ τῆς λύσεως εἰς το ἄπειρον ισοῦται 


Γ ε ᾽ - - -- . - “ 
προς την µεστν τιμήν τῶν συνοριααῶν τιμῶν ἐπί τοῦ τύιᾶου. 


Δειξατε την ιιὰτωδι ἔναλάαιτιατιν ἰσοδυναμίαν τοῦ τυπου τοῦ 5σηνατίε 
(θ) τῆς 6, ον. 
{6λτπι τι” ἀε- ὁ (59) 
η δη 
Ἀιιοβουθως διά αρησιµοποιΏησεως τοῦ ἀνωτερω τυπου διά τὸν δίσκον 
8:|1)ςΊ αμα τὴν περιφξρειαν ο: |2|Ξ4, εὕρατε την μοναφιικἠν συναρ- 


! 9 ῃ -- [ ια] 
τησιν τκ(5) ἁρμονιτην εντὸς τοῦ τοιαυττιν ὥστε: 


ἳ Θα) . ἰ, «ο - 
πο ὃς ΞΠ (ο) (οςφ.ς 9η) 


ὅπου -Ὃς-- εἶναι Ἡ ἀμτινιατι παράγωγος τῆς αμ αὶ Π(Σ) εἶναι δοθεῖ- 


σα συναρτησις συνεχης Επὶ τῆς περιφερείας ο. 


(προθᾶτμα τοῦ Νθωτπατη διά τὸ χωρίον α) 


{ - ι- . . ; ῃ ε 3 ῃ - 
Νἁ ευρεδἠ η συνάρτησις 1 ἁρμονική μαὶ φραγµμένη Εντός τοῦ 
ς ! η αξ, ’ } ι -- , 
Ον {[ζα,-1]υ[ῃ, «ορ) Ἡν ὮΏ οποια ἰσοῦται προς -}Π επἰ του (-.,- 11 μαι 


} - { 3 : -- 
ἰσουται προς η Εεπὶ τοῦ [1,4 αϱ). 


/ ' ͵ Π - ω 
(Ύποδ: θεωώφρησατε την ἀπειμονισιν .-ς (νννν }), οπου ὁπιώ20. α.τ.λ. 


Εἶναι τἱ(2)521 [--- π απο (59 ν-1)1, Ἠπη(1νν21)2ο 


ϱ. Νά 4υθΏ τὸ πρὀθληµα τοῦ Ρἱτἰςηθοὲ ν΄ μ-Ο διά τὸ χωρίον 
α-{3: τη, 1: εἰς τρόπον, ὥστε π(αν)Ξ-οΟ, ὅταν υ-ο0, μαὶ 


«κας ιαί ωα (κ ))Ξ1, ὅταν η Ξ1. 


π κ. ͵ Π 9 4 - 9 ! [ -- ᾽ 
Δ. Να ευρεθΏ µία συνάρτησις ᾧ (αι) ἡ ὁποια εἶναι ἄρμονιωτι εἰς το πρῶτον τεταρ: 


Π ς 4 . νο , { « 4 
τον χ2ο0, ὴ20 μαὶ ή οποία ἰ(ασνοποιεῖ τὰς συνοριακας συνόηκας φαρ)-ὃν δν] ο 


µΜ. Ὑποθέτομεν ὅτι Ἡ ἳ) εἶναι µία τραχµατιικη συνάρτησις τοῦ Ἐς (-ο0,.αρ) τοαύτη ὥστε: 


μυ] 
| Έσαντα αί κο 


υ ../ , 
δείξατε οτι τι συναρτησις 


εἶναι ἁρμονιωπι εἰς τὸ ἀνω Ὠμιεπίπεδον ἰαὶ Είπη α(ϱ) Ξ Ὁ (1,) διὰ μαθε. σωμµεῖον 


συνεχείαδ 1, τὴς Ὁ. 


ΚΕΦΔΑΛΑΙΟΗ Χη 
ΩΡΙΣΜΕΜΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΑΙ ΕΙΣΤΝΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗΗ ΦΥΣ)ΚΗΗ 
61. ΕΦΑΡΜΟΤΑΙ ΕΙΣ τηΗ ΡΟΜΗ ΤΩΗ ΡΕΥΣΤΩΝ 


Ἱ. Θεωροῦμεν τὴν αἴνΏσιν Ἑνος ασυμπιεστου ρευστοῦ (ὅτιλ.ενας ὑγροῦ Ἰ ἓνος ἀερὶου) 
διὰ µέσσυ ὀοδεντος χωρίου. Ὑπὸ τόν ὁρον πεδίον ταχυτήτων ἤ ροήν ἐννοσυμεν µιον 
ΦιανυσματιικΏν συναρττισιν ὀίδουσα Ὃων ταχύτητα τοῦ ρευστοῦ εἰς υάδε στιμεῖον τοῦ 
δοθεντος χωρίου εἰς ααὈε χρονιιιΏν στιγμήν. Μία ρσή Όα μαλῆται σταθεργι, ἓάν αὖ- 
τη ἐξαρτᾶται µονον ἀπο τὴν Όξσιν τοῦ σημείου ιιαί εἶναι ἂνεξάρτπτος εσῦ χρονου. 
Μία ροἡ θά «εγωμεν, ὅτι έἶναι παρἀλᾶηλος προς ἕνα σταδερον ἐπίπεδον Π, εάν ἡ διεὺ- 
ὄυνσις τοῦ πεδίσυ ταχυτήτων εἰς ιιάδε στιμεῖον τοῦ χωρίου είναι παραΛΆηιλος πρός 
τὸ Π ἤ ἰσοδυνάμως ξὰν ἡ ρσΏ (ὅτπλ. η διανυσμκατιικΏ συναρτησις) δεν ἔχει συλιστὼ- 
σας ααθέτους προς τὸ Π. 

Προφανῶς δὲν θᾶαπτετάι τι τενιαότης τοῦ Όξματος, Ξὰν δεωρήσωμεν ὡς επίπε - 
δον Π τὸ ἔπιπεδον οπυ ὅτπλ.τὸ ᾱ- Επίπεδον. 

Οὕτω µία σταδερΏ παρα ΛΆηλος ροη καραμττρὶσεται ὑπο μιᾶς διανυσματιιῆς 
συναρτη σεως ὅυο ἀνεξαρτη των μεταθδττῶὼν αι τ Ίσοδυναμως ὑπο μιᾶς ἄναδυ- 
τιαης συναρτΏσεως: 

Μβ)Ξ5 9) νυν) (1) 
οπου ἰ)(α) έἶναι Ώ χ-συνιστῶσα τῆς ροΏς μαὶ Ψ(χ9) εἶναι ἡ Ἡ ολους αὐτῆς, τήν 
οποίαν δεωροῦμεν ὡς παριστάνουσα τὴν ταχύτητα τοῦ ὑχροῦ στό σημεῖο (α.Ἡ). Εὖςτα 
ἑπόμενα δὰ εωροῦμεν πάσας τὰς ροᾷς σταθεράς εαί παραλλήηλους τιρὀς το Σ- Επἰπεδον, 

Σχύµατα :ματασωευασΌεντα εἰς τὸ ἆ- ἔαϊπεδον Σρμτνεύονται ὡς ἀπειιονίδοντα ἀντ]- 

σιοϊχοὺς μυβϊνδρους µε ἄδονας ααθετους εἰς αὐτὸ τὸ ἐπίπεδον εν α 
«ἴπάρπει πώντστε µία πραγµατιωτι συνάρτησις φ(αα) παᾶσυμεντπ δυναµιαον τακύτη- 
τος τοιαύτΏ, ὥστε; 
αν) ο ον) 9 Φ. (2) 
Π΄Εσιωτηροη Ν/(3)- (αν) (κ 9) ὥρισμενη εἰς ἕνα πεδἰον 4 τοῦ μιγαδιμοῦ Επιπεόου 
αἱ ἔστω στι Ο, εἶναι µία αλειστη Δεία μαμπυᾷη τοῦ Ίογάαη µη άους ἔ περιεχοµένΏ 
εντός τοῦ α (6Λ. Σχ. 1) τῆςόποίας ἡ Εξίσώσις εἶναι: 


ϱ) σα. Ὁ κύβος εἰστό Ἐ- ἐπίπεδον Παριστᾶ ἕνα ἀπείρου κεήικου» τευδινάοιικον ἀντιικεώμε- 
΄ . ς ͵ . ’ Γ ς 
νον πξριξ τοῦ οποίου ἄαμθάνει κεώρα ο 2ο). 


ἡ 3-0 «αν υ(ϐ (οξἰ-ς 4) καὶ Ἔἔσιω τ({) τὸ μοναδιαῖον Εφαπτομξ- 
νιμον διάνυσμα τὴς ς Έχον Φφοράν τήν ἰδιαν πρός 
αὐτὴν ποὺ αὐξάνει τὸ µΏιος τοῦ τοξου ἀπό ἕνα στα- 
δερὀν οημεῖον μὲ ἕναν ὠρισμένον προσανατο Άισμον 
Έστω πι (0) τὸ μοναδιαῖον (Σξωτεριιιὀν) μάδετον διὰ]. 
νυσµα τῆς «5 εἰς το σημεῖον 26). Τότε τὸ τ(ῇ) ἕἔ- 


αχ αν 
χει συνιστώσας -Ὁχ. ε νά Ἔχι 
-ᾱξ . -αξ σὕτως, ὥστ Ἐ ὠμεν: 


τ(ϱ)- 5ζθ) --ᾱ-- Κἰ-αρ- αν (9), οπου Ιπ(ό| - 


Εἶναι δε μαί 


η(ϐ) --τ 54) -ᾱᾱ -ι-ᾱ- 3) 


Ἄναλυομεν τὴν ροὴν Ὑ/Ξ (κ) εἰ Ἡ (σι) εἰ δύο ουνιστώσας ικαταὰ τὴν 
διεύθυνσιν τοῦ Εφαπτομενιμοῦ καὶ ααθξτου διανὐσµατοςτῆς ἔδτο στιμεῖον 
ᾱ(0) παριστῶντες τὰς συνιστώσας ταυτας διὰ τῶν νι, Νή ἀντιστοίχως (61. 


Σκ.4). Οὕτω θά ἔχωμεν: 


ἨπΝη τννή η (5) 


Ποβδαπάασιάδοντες Ἐσωτεριιῶς ἐπὶ τ τήν (5) ἄαμθανομεν: 


2» 


γππ ντ (6) η 
ΕπειόηΏ τ0/- (0, ν) ααὶ τ- ο » ἡ (6) δίδει: 


Ἀναδόχως εὑρίσμομεν: 
ἀχ | 
«[) ---- αν ες (6) 
ἀξ 
Ἱ. Ἠόπ ἄς ὑποθέσωμεν τήν ὕπαρξιν μαὶ τήν συνεχειαν τῶν μεριιών πα- 
ραγώγων τῶν συναρτήσεων Ὁ(κιν), ν (κιν) εις υαθες στιμεῖον τοῦ χς)- 
ρἱου Ά, τὸ ὁποῖον περιιήειεται ὑπὸ τῆς ααμπυᾶπς Ὁ. 
«Ἠπό τὸν ὅρον αυιιβοβορίαν τοῦ ρευστου πενξ τας Ὁ παθοῦμεν το αα- 


πωδι ολομβήπρωμα: 


ὧν, αί - Φϕ Μο. ν -ᾱ-) αξ -- ϕ ὑάκ« Υαυ (9) 
ο ο 


«πο τόν ὅρον ροῦ») τοῦ ρευστοῦ διά ιιέσου τῆς ο. ιαδοῦμεν τὸ ιιάτωὸι 
ὁβοιδήρωμα : 


φνἲ» φ(σαἳ- γα 4) «ιν ᾧ υάν- αν (19) 


ῃ { ῃ ῃ . 1 ( , - , 
Ἐὰν τὸ ὁλοιλήρωμα (9) γίνεται μτιδέν διὰ αάθε ααμπυᾷω « τοῦ ἀνωτέρω 
τόπου, τότε τό πεδίον Θά ιαλῆται ἀστρόθιλον Ἆ ἐθεύθερον ιινιλοφορέας ἓν- 
τό» τοῦ α. 


Επειδή να, φσειν) (ακεἰαν) - ᾧ υάκ ναι γἰ. να. -ν αχ 


αἱ (9) ιιαὶ (1Ο) γράφονται ἀντιστοϊκὼς ὧς ἀιολουδως: 


Φ ὔόκναυ- πο φω αξ- (9) 
. ς 


ϕ Ὁάαυ - Υαάχ-- ἥπι Φφ νά: (1ο) 
ο ο 


Οἱ (9/) μαι (10) δίδουν ἄντιστοϊχως τὴν μυιβοφορίαν πέριξ τῆς ο μαί 
την ρσἡν δια µέσου τῆς ς, Εάν ἡ (19) µηδενίδεται διἁ ιιὰδε μαμπυδως 
τοῦ ἀνωτέρω τόπου τότε τὸ πεδίον θά 'ααθΏται σωῶηνοειδές ἐντὸς τοῦ . 


᾿Εφαρμόδοντες τόν τυπον τοῦ ἄπθεη ὅιὰ τὸ ἐπιιαμπύυλιον ὁᾷοιιδήρωμα (19) 
Δαμθάνομεν : ο. 
9ὐ ΟΥ 
ϕ Όαυ- Υακχ- [Πε ον ᾖο«ν . () 
ς 
ἃ 


ὅπου Κ εἶναι ἕνα αἰΔειστὸν χωρίον μέ σύνορον τὴν ο. 


Τρᾷος, ἐὰν τό τιεδίον εἶναι σωᾶτινοειδες ς τὸ Φιπᾶοῦν ὁὰοιάηριωμα τῆς (1!) 
δἀ εἶναι μηδέν ααὶ ἵνα συμθαϊνη αὐτό ἀριεῖ νὰ ἰσχύτ.: 
δῦ ον 


δε Ι'δυ 


Ἡ εξίσωσις (12) ααδεῖται ἀξίοιωσις τῷς συνεχεία. 


Ξ Ο (12). 


Ἱ. Ἐιι τῶν σχέσεων (32) ιιαὶ (12) ἀαμθανομεν: 
οφ δι 
ι δα” Έ σπαὰν ο 63) ' | ᾿ 
ἛἜν τῆς (19) ἔπεται, ὅτι ἡ συνάρτησις ᾧ (κ.ν) εἶναι ἁρμονιμη μαὶ ἂν 


ο ι : «“ ς / ς Π ς ! Π ο. 1, ο 
υποδεσώμεν, οτι υπαρχει η οὐ5υγΏς αἁρμονιιατ αυτγις πτοι πι, ία, ν). 


Ἔστω Ὁ (2) ᾧ (αυ) κι (ος) (14) 


ς 


Η Θ,.(4) εἶναι προφανῶς µία ἀναδυτιιὴ συνάρτησις. θὰ ἔχωμεν ἀοιπον: 
ϱ μ 


4ο οἱ. θδΦ.,:.δφ Ὁ ͵,Θό τ | 
ᾱς "Βωῶ-5ς "δες δν Ὅ-ιν ϐ5) 


(Συνθήιαι τῶν ζαμςβη- Βἰθπιαπη) 


ςί ' , -.-- 
0θεν, ἡ ταχυτης, 4οχω της (15) Θα είναι: 


γα) Ὀαιῳνίν(ν)- Ό-ιν- ϱ 66) 
Ἔχει 6 αὕτη µέτρον Ί τὸ μάτωδι:. 


|σ]- γυεν)- θ|-]δῶΙἱ αρ 


τὰ οτιµεῖα εἰς τὰ ὁποῖα ἡ ταχύττις εἶναι µηδεν υαλοῦνται στατ/κα σγιμεῖα. 
Ἡ συνάρτησις Ο, (3) εἶναι Θεμελιώδους σημασίας διὰ τὸν καραωτηρισµον 
τὴς ροής υαί ααδεῖται μιγασθιιόν συναμιικον) 
᾿Εχομεν ἆοιτπον 
5, (ϐ) Φαν) εἰ Ῥαυ) 


εί , - - - . ., 
όπου αἱ συναρτηΏσεις ᾧ, ῳ πβπροῦν τάς συνθδῆμας τῶν (ας) -Αἰθτηαηη;, πτοι: 


αιος-, πἷ ------- 


οφ ὃν ο οψ 
ὃς δη)ου δα 


Εἶναι δε, αφ --δ5- ακ ὃν. νεο ακακδὃ αμ. 


σσ” συ «ντ ου ὃχ 

π σον) ϕ 

0θεν, ψ ὤν»] εδ ας εθ) 4ἲ (18) 
(πο, ο) 


( ο. ͵ ο ͵ Ν ͵ η 
Όπυπος (19) μᾶς δίδει την ἁρμονιμην συδυγην τῆς Φί(ακ,υ). 
Τὰ σημεῖα 3 ὧια τὰ ὁποῖα (9 ἴχ)Ξ-Ο ιαβοῦνται σηκεῖα ἀκινησίας τη» 


ροτις. 


7. ᾿Εὰν εωρῃΏσωμεν τὰς µονοπαραμετριιάς οἰμοχενείας τῶν γραμμᾶν 
Φ(αν)-α, Ψ.ν)-6 (19) 
ὅπου αἱ συναρτΏσεις Φᾧ, Φ εἶναι ἁρμονιμαί συδυχεῖς ιαὶ α͵6 ταράμµετροι,τότε 
αἱ όυο οἱαογενειαι είναι ὀρδογώνιοι μεταξὺ των ὅπιλ. πάδε γραµµή τῆς μιᾶς 
ο ασηενειας τέμνει Ὀρθογωνίως πάσας τάς Ἱραμμᾶς τῆς ἆλῆπις οἰιοχενείας. 
πράγματι, διαφοριξοντες την Φία, υ)-α ὡς προς κ ο. τας ος αν - ο 
μαὶ ἡ μδίσις τῆς Φ(«1/)Ξα εἰς το ο... ο εἶναι -ᾱ να. ον ή ο ος αυλ 
σις τῆς ψ(α,ν)-6 εἰς το (χ,υ) εἶναι νο ὃς / ττ- , 
Ὅδεν, τὸ γινοµενον τῶν ιᾶϊίσεων, διὰ χρησιµοποιΏσεως τῶν συνθπικῶν τῶν 
ζαιοΏμ-- Εἰοπιαητι, έἶνοι 
Ὁφ ὂψ /οΦ ὃψ  ὂψ 9 ον. 
ὃν ὃν 


ὃχ Όχ/ συ συ δν δν ο... (19) 


Οὕτῳ αἱ θεωρπθεῖσαι δύο ιαμπύᾶαι τῶν οαογενειῶν τέμνονται ορδοχωνίως. 

Αἱ ααμπυᾶαι τῆς οἰιογενείας Φ(χ,ιὴ)-α ιαβοῦνται ἰσοδυναμιταί γρακκμκαί, 
ἓνῶ αἱ ἁαμπὺᾶαι τὴς οἰιιοχενείας Φ(χιυ)- ϐ ααλοῖνται ρευματιιαί γραμμαί. 

Ἡ δὲ συνάρτησις Ψ(αιη) ααθεῖται συνάρτησις ρεύματος. 

Συμφώνως πρὸς τὴν πρὠτην Εξίἰσωσιν (19) διά τὰς ἰσοδυναμιιμάᾶς τραμμᾶς 


δὰ Έχωμεν τήν διαφ. Εξὶσωσιν: 


δὰ ἄχ « ον αυ - Ὁκ ἡ) αχ (αι) ἄν - ο (61) 


Ὁμοίως, Δόχω τῆς δευτέρας τῶν Εξισώσεων (19), αἱ ρευματιμαὶ ραμμµαι ὃα 
πζηροῦν τὴν μάτωδι διαφ. ἔξισωσιν : 


τν ἀπ ο-ὃη- 4ὐ-- Υαν)άκν Όαιν)άν-ο (ϱ2) 


Εἰς ιιάδε σημεῖον (χ,ὴ) τῆς ροῆς (ἑωτός ἀπὸ τὰ στατιωα στιμεῖα) η ταχυτΏς 


ἂναι αάδετος πρὸς τὴν ἰσοόυναμιαὴν χραμμήν τὴν Φιερχομένην Φιά τοῦ 
(α, η) ιαὶ ἐφαπτομεναιΏ πρός τήν ρευματιιήν γραμµήν τήν διερχοµενΏν 
διὰ τοῦ (Χχ, η). ) 

Πράγματι, Έστω Φα, υ)]-α (βλ.Σχ.1) Ἡ Ίσοδυναμιιατ ἡ ιο ]ως, δια 


τοῦ σημείου (Χ,υ). Τὁ ἐφαπτομενιωόν Φιὰ- 


νυσµα ταύτης εἰς τό (χ,) θά Έχπι αῑίσιν πν 


ὂφ 
υ--- τ- τὸ δε διάνυσμα τῆς ταχύτητος 
μση δφ 
εἰς τὸ (9) δὰ ἔχπ κδίσιν την-γ, --Ὁ3. τὸ 
ί Ὁ 96 
9χ 


«δὲ γινόµενον τῶν συντεθεστῶν αατευθύν- 


σεως τῶν ὁὑύο Φιανυσμάτων εἶναι --{. Όδεν, 


ΖΣχ.{ 


ταῦτα τεµνονται ιαθέτως, Διά χρωσιµο- 
ποιύσεως τῶν συνδπιῶν ῶν ΟαωσΠι- Εἰσπιαητ ἀποδειινύομεν μαίἱ τή ὁεύ- 
τερη ἴδιοτητα. 
π. Εἰς την ἀναπτυχθεῖσαν ἀνωτέρω θεωρίαν υποδέἔσαμεν, ὃτι ῥὲν ὑπάρχουν 
σημεῖα τοῦ ᾷ- ἐπιπέδου εἰς τὰ οτιοῖα ἐμφανίδεται Π ἐξαφανίδεται ὑγρόν. Τοι- 
αὔτα σπμεῖα ααᾷοῦνται πηφαί Ἡ φρέατα ἀντιστοίχως. | 

Εἰς τοιαῦτα σημεῖα, τὰ ὁποῖα εἶναι ἰδιάδοντα στιμεῖα, τὸ Επιιαμπὺλιον οὖο - 
μβήρωμα (19) εἶναι διάφορον τοῦ µπδενός διά μάδε ιαᾷειστὴν μαμπύλτν Ο, ἡ ο- 
ποία ἐχιδεῖει τοιαῦτα σηΏωμεῖα . Εαν 2Π444 εἶναι ἡ αὔξησις ῃ εἀάττωσις εα 
τῆς πτχὶς ἢ τοῦ φρέατος τῆς µάδης τοῦ ὑχροῦ εἰς χρόνον «ἴ, ἀποδειινύεσιι 
ὅτι ἡ τιμη τοῦ ἐπιιαμπυβίου οΔοιβπρώματος (19) δά ἰσοῦται πρὸς 2Π4. 
’ 


Ἐπί πᾶξον εἰς τοιαῦτα σημεῖα δὲν ἰσχὺει ἡ ἐξίσωχσις τής συνεχεὶίας (18) μαι ωατ 


αιιολουδίαν Φὲν ἰσχύει ιαὶ ἡ ξξίσωσις του ἑαρθαςς (19). 


Παραδείχματα: {5/ η πραμμιαη συνάρτησις: 
ο (1) - ο (ετατν) 
δύναται νὰ εωρπὸῦ ὡς τό μιχαδιιιόν. Φυναμιιὀν τῆς ροᾷς ματαΔαμθάνουσα ὁ- 
ἁδυήπρον τὸ µιταδιιον Επίπεδον. Λόγω δὲ τῆς σχεσεωὼς (ἱ6) Γ τακύτης δὰ εἷ- 
ναι: 
ν/ (3) 9) - Ἑ, εἰ µάδε σημεῖον τοῦ Επιπέδου. 
"τοι Π ταχύτης εἶναι σταδερα παντοὺ ἐπί τοῦ ἐπιπέδου. 
θέτοντες ς- αγἰῶ (ὅτου α͵,θ πραγµατιιοἰ αριὸμµοί) τὸ µέτρον τῆσστα- 


δερᾶς ταχυτητος εἶναι | 9]|- ναι β]. 


Λαμθάνοντες ὑπ) ὄψιν την σχὲσιν (14) Έχομεν: 

Φαυ)νίψαν)- (αςἰθ)(ανὶν) Ὦ Φαν) ιψί(αν)ς(αχ-ον) (θα καν). 

Ὅδεν, τὸ Φυναμιιιὸν τῆς ταχύτητος μαθώς υιαὶ ἡ συνάρτπσις ρεύματος δά εἶναι 
αντιστοἰχως Φ(ακυ)-ακ-θη, Ψᾷν)- θκναυ. 

Αἱ δὲ ἰσοδυναμιμαί γραμµαί μαδώς μα αἱ ρευµατικαί γραμ- 
μαί 9ά εἶναι ἀντιστοϊίχως, (0λ. 
Σχ), αχ-θυ-ς, μαὶ θχταυμ-ο, 
ὅπου ζ,,Ο, σταθερα!. 

Ὅπως Φαίνεται ιαί ἔµ τοῦ 
σχΏματος τὰ ὁύο συστηµα- 
τα τῶν γραμμῶν εἶναι εὐδθεῖαι 
ιαί τεµνονται ιιαθέτως. Ἡ αὐ- 
τη συναρτησις «Ὁ(2)« «Σ όυναται 


να θεωρπὸΏ ὡς τὸ μιγαΦιαὀν 


' { [ [4 μ 
ὀυναμιικον ὅια μίαν ὁμοιομαρ- 
[ ο - ς , ͵ μ ͵ ε. 
Φον ϱοην ἔντός μιᾶς ἀἄωρίόδος τῆς οποίας το συνορον συνίσταται ευ 


( ' { µ { -- 
Φύο εὐδειῶν παραλθπλὼν πρὸς το Φιανυσμα αᾱ, 


23/ Ἡ συνάρτησις 9(5)-Σ” δύναται να δεωρηδΏ ὡς τὸ µιχαδιιον ὅυ- 
ναµιιον τὴς ροῇς ματαδβαμθάνουόα 
ὁδό άδηρον τὸ µιχαδιμον Επἰτιεδον. Εἶναι 
δε Υ/()- 910) - 53. 

Εἶναι δε, Φαοιψείψαν) ον) (1 αγίυ) Ἡ 

Φα) νίψοιν) «κ υ νἴ-λχυ 

Ὅδεν,τὸ Φυναμιιιὸν τῆς ταχύτητος ιαδώς 
μαί ἡ συναρτησις ρεύματος θὰ εἶναι ἀντιστοι- 
χως: 

Φο)-αἶ-υ, φον) σκυ, 
Καὶ τὸ ἀντὶστοιχον σὺστγιμα τῶν ἰσοδυναμι- 


αῶν ααἰ τῶν ρευματιιιῶν χραμμῶν εἶναι: 


«΄-μί-οι, 2χη-Ο, (6ομ 60, : σταθεραὶ ). Ἠτοι τὸ σύστηµα συνίσταται ἔ 
δύο οἰασχενειῶν ἰσοσιεᾶὼν ὑπερθολῶν τεµμνοµένων μαθέτως .Ἡ ἴδια συ- 
ναρτησις παριστᾶ τὸ µιχαδιμον δυναμιμὸν τῆς ροῇς τῆς ἀαμθανούσης 
χώφαν εἷς τὸ πρῶτον τέεταρτον τοῦ επιπέδου (6λ. ῶχ.2) δί αὐτὴν τὸν περιπτω- 
σιν 

35/ Ἔστω ὅτι το µιχαδιιον δυναµιιον εἶναι τῆς μορφη»; 8 (3): α. ἔοᾳ Σ, (9) ὅπου ὧς Άο-- 
Ταριθµον ἁαμθάνομεν τὴν πρωτεύουσαν τιµην καὶ ὁ α εἶναι ἕνας πραχµα- 
τιιὸς ἀριὸμός θεωροῦντες τὴν ἐμθετιάΏν µορφἡν τοῦ ἆ ὕτοι την ἄ5τ ο, θα 
Έχωμεν θοα2- θοα τνιφ. Οὕτω Θ,(2)5 αοφταί-α-φ. Συνεπῶς τὸ ὀυναμιιὸν τῆς 


" , ω ! υ - } ' 
ταχύτητος μσδῶὼς μαὶ η συνάρτησις ρευµατος Όα εἶναι αντιστοιχως. 


Φ(ιυ)-α ίοητ, Ψψίαιυ)-α.φ (2) 
Αἱ δὲ ἰσοόυναμιιαι Χραμμαὶ μαθὼς ιαὶ οἱ ρευµατιωαὶ γρσμµαί δά εἶναι 
ἀντιστοίκως: ΄ 
ἔοατ --ᾱ , φ---ᾱ- (9) (6,ο, σταδεραι) 
τοι ὁμόωμεντροι αύμᾶοι υαὶ εὐθεῖαι διερχόµεναι διὰ τῆς ἀρχῆις αντιστοιχκως. 


' . . μ 
Το δε µετρον τῆς ταχύτητος εἶναι: 


Ισ] Ιῶμιείτπ- 


-- ͵ ᾽ ; ο. ε) ο 
μαἱ τὸ διάνυσμα τῆς ταχύτωτος ἔχει τὴν διεύθυνσιν τῆς αμτῖνος α-- σταθ. 
αμ { : -- ο 3 μ 3 ῃ ' { - 

Ἐν τῶς σχεσεως (4) παρατηρουμµεν Οτι εἰς των αρχην το µετρον της τα” 
χύτητος ααθίσταται ἄπειρον Οὑτω τὸ σπμεῖον ΖΞ0 εἶναι ἕνα ἰδιάδον ση- 
μεῖον οΏς συναρτἠσεως Θ.(2) πού δίδει το µιγαδιαὀν Φυναμιμον. 

εε δε κ ώ ’ -- τ σε 1 υ 

Οὑτω, ξὰν α»ο, ἔχομεν εἰς τὸ στμεῖον 2-0 πηγήν (ΤΠ ἄλλως ΟβτιάΏν πωπην) 

2 3 - 
μαί ἡ ταχύτης ὁιευδύνεται ἀπὸ τήν ἀρχήν πρὸς τὰ Έξω (01. Σκ.Βα), ἑνῶ, 
λε .. | 1 , . . Ἠ Ἱ 3 : ε 
ξὰν α--Ο, Έχομεν εἰς τὸ σημεῖον 3Ξ0 φρὲαρ (η αλβως ἀρνπτιαην τιηχν) 
ῃ ς , η α κα ν : ' ] ῃ Π ͵ ῃ 
ναί ἡ ταχύτης ὁιευδύνεται ἔμ τῶν Έξω πρὀς την αρχην. Ἰαά ματωθι σχη: 
ἡ ε ς 3 ῃ 4 1 
µατα ὀειανύουν ἐπίστις τὰς ἰσοδυναμιμάς αί ρευμοτιιός Υραμμας. 
͵ Π ο” μη / ῃ ρα ΄ / 
Ἡ μυλβοφορία περιξ µιας αδειστῶς ααμπυωάπςο .8ασει τῶν τυπων (9) 


μαί (16) Θὰ εἶναι: 


Φϕ Ὁας εναν - κο ᾧ Ίαν - κθ όσα αξ - 
ο σ 


- Βεῷ(α ἔοα”)΄ αξ- κο- αφ 4: Ξ Ἑθ.  αλπίξΟο 


δν ὃν 


Σχ. Όα Σχ 36 


μ δὲ ροή ὁιὰ µέσου τῆς ς, θάσει τῶν τύτιων (10’) ικαὶ (16) θά εἶναι: 
4 


ᾧ Ὁάν-νάκ- Ίπν Φαξ - ηφ (α θοᾳ 2) αχ - Ἴτη αφ Ὁ--ὖη αλπίξ 2πΠα. 
σ σ ο [ο | 


92. ΒΡΟΗ ΠΕΡΙΣ ΕΝΟΣ ΑΝΤΙΚΕΙΜΕΜΟΥ - ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΟΥ Βι Αδίιας 

δ- θεωροῦμεν ἕνα ρευστὀν τὸ ὁποῖον μινεῖται ἀρχιιῶς μὲ µίαν σταθερᾶὰν 
ταχύτττα Υᾳ;. Ααοβούθως τοποθετοῦμεν µαθετως πρὸς τό σταθερον ἐπίπεδον 
πρὸς τὸ ὁποῖον θεωρεῖται ἡ αΐνησις τοῦ ρευστοῦ ἕνα ἀντιιείμενον. Τὸ πρὸ- 
ϐδημα µας εἶναι νὰ µεΔετήσωμεν τῶν αάϊνησιν τοῦ ρευστοῦ µετά τῶν τοπο- 
θέτησιν αὐτοῦ τοῦ ἀντιαειμενου. 

Μία γενιατι ἀρχη περιλαµθάνουσα αὐτόν τὸν τύπον τοῦ προθλήματος εἷ- 
ναι νά παραστήσωμεν τὸ µιγαδιιιον Φυναμιιιὸν τῆς ροῇς, µετά την τοποθξ- 


τωσιν τοῦ ἀντιιευμενου, ὅτι Έχει τὴν µορφην: 


| (Θ, (2) «Ύοα να (2) | ω 


(εάν ἡ ρσηΏ τίνεται εἰς τό Σ- ἐπίπεδον) αιαὶ ἡ συνάρτησις (5) εἶναι τοια)- 


α ν . « - η . ” -- 5, 
τω, ὥστε Είπη «΄(3)-0Ο, το οποῖον στιµαἰνει Σα τῆΏς φυσικής σµοπιᾶς, οτι 
που 


! Π 2 , 3 [ | 2 - ᾗὃ . .) 
ροη εἰς μίαν αριμουντως µεχάλω ἄπὸστασιν Ξ τοῦ αντιλειμενοι! ἔχει ταχὺ- 
αν η ͵ {͵ Π - , . Π 
τητα τῆς ὁποίας τὸ µἒτρον εἶναι σταθδερὀν ααὶ σον προς Ὑς. 
Παοισιῶντες την ταχύττιτα εἰςτο ο δια ΝΑ. ,θιὰ τὸν τυπον του ξξεταξομένου προ- 


θάήματος δὰ Εχωμεν: 


να) -Ὀαωμνίν(αν)ς θα) ας) Ἡ 


να ἵἩ Υζι- θίπῃ νν(1) Ξν, είπιά/(3) - νο. 
1|-οᾳ 


όν 


Ὅδεν πλ Ξ- (7) 


/ ἲ . { ι [ ῃ 2 μα 2 [ ο 
Προσετι͵ το µιχαδι ον όνναμιιον Φύναται να Ειᾶ εἷς τροτιον, ὥστε 


4 - 


ε - ͵ - ͵ - 
µια των οευματιαυν οαμµμων να παριστα τὸ σο ον αὐτοῦ τοι αντιαει- 


μενου Επί τοῦ ᾷ- ἐπιπξόου. 


Π. Ῥοπ περιξ πυιλνκου κυλἰνόρου. 


9 θεωρήσωμεν τὸ αβασσιιόν παράδειχµα τοῦ ὀρδοῦ πυμδιμοῦ πυλὶν- 
/ - -- «/ ως } έ - - 
ὅρου μὲ µοναδιαια ἀμτῖνα, οστις τοποοετεῖται εἰς ἕνα εὗρνυ σιρῶμα τῆς ρο- 
- ο. ι ς 1 Π υι ! ὣ- τς ῃ ’ ς 
ῆς ρευστοῦ μὲ ὁμαδήὴ ταχύτητα Έστω Ὁ,, ααὶ τοῦ οποίου (αυλινδρον) ο 
ἂξονας εἶναι μάθετος προς τήν διευθυνσιν τῆς ροΏς. Διὰ νὰ µεβετήσω- 
μεν τὴν ροήν περι τοῦ υπυάϊνδρου παριστῶμεν τὸν «υάινδρον υτιὸ τοῦ ικυκλου ' 
 Ὁ ) Π - ( -- [ 
αν -{ αἱ ὑποθέτομεν, ὅτι Ἡ ροΏ µααρα τοῦ αυβίνδρου εἶναι ταραλ- 
[ [ υ. - 1 ς τὰ : 4 - ς ς 
ἆηᾶος πρὸς τὸν ἄξονα τῶν «κ. Λόγω τῆς συμμετρίας, ὁ ἄξων τῶν κ ο εΌρι- 
! έ ο ' [ - 9 α« ! ν . . 
σιιόµενας Εωτος τοῦ αὐιᾶου δύναται νὰ θεωρτιδῷ ὡς ἕνα σύνορον τιαὶ ὧς εὰ 
ῃ " ο. / ἐ - - 
τούτου τὸ ἂνω μµξρος τοῦ σχΏµατος ὡς τόπος τὴς ροῇς (6λ.Σκχ.2). 
Τό σύνορον αὐτοῦ τοῦ χωρὶου τῆς ροῆς συνίσταται ἀπὸ την ἄνω Ἡμιπερι- 
{ [ 4: ας [ κ. - - - ' . 
φέρεια μαὶ τὸ µέρος τοῦ ἄξονος τῶν κ ἐξωτεριιοῦ αὐτοῦ τοῦ πυιμᾶσυ. Τὸ 


σύνορον τοῦτο ὑπὸ τοῦ μετασχηματισμοῦ: 
τα ν-ν- (1) (/ξ αςιυ) 


[ Πω Ι ͵ . ἣ , ͵ Σ  ε -- 
ἄπειιονιδευαι εἰς ὁλόιμᾶπρον τόν ὄιδονα τῶν τα, τὸ δε χιωριον εἰ» το Οποῖον λαμ- 


θάνει χὠραν ἡ ροτ απειικονίδεται εἰς τὸ ἡμιεπίπεδον ὕπηννς 05.0, ὅπως δει- 
ανυδται εἰς τὸ Σε. 45 σελ.259. Ἐπειότ Ώ ροΏ Ἔχει σταδερὼὰν ταχυτητα γα, 
τὸ µιγαδιιον ὀυναμιιὸν τῆς ροΏς εἰστο Μ/- Επἰπεδον δὰ εἶναι: 

Ὁ(Ν/) -υν/ (9) 

δεν, ἧσγω τῶν (|) μαὶ (2),το μιγαδιιμὸν ὄνναμιιον τῆς ροΏς δια τὸ χωρίον 

περιξ τοῦ αὐιμᾶᾷου 9ᾷ εἶναι: 
Ε()- ὑο (11) (3) 
Ἡ δε τακύτης τῆς ροῇς πέριξ τοῦ πύιιλου εἶναι : 
| υ- Ε/(3)- υ(--) (3) 
μαὶ ἡ οποία μαθώς τὸ |3| αὐξάνει ἡ ) “πᾶησιάδει , την ταχυτητα Ὁ, αὐτὸ ση- 
μαϊνει,διιδιάτα σημεῖα εἶν µεγάδην ἀπόστασιν ἀπὸ τὸν πύμᾶον Ἡ φοΏ εἶναι ὁ- 
µοιόµορφος. 

Εὐιολως διαπιστοῦται, ὅτι αἱ ρευµατιικαί χραµµαι εἰς σύστηµα τιοΏιικιῶν 

συντεταγμένων θα εἶναι: 
ο, (5-ν) ημθξς (5) 
ὅπου Ο: σταδερα (6λ. Σχ.2). Ας σηµειωθῆ ὅτι διά «-0 ἡ ῥευµατιαη γραμμή 
εἶναι ὁ αύιβος Ὁ-{ μαὶ τὸ τμΏμα τοῦ χ µε Ιχ]51. 

Ἀναθόχως, Ξὰν ἡ ᾱ- Ε(Ί) ἀπειιονισω των ο μαὶ τὸ ξξωτεριιόν μερος αὐτῆς 
τὸ εὑρισιομενον ἄνω τοῦ 3- Ώμιεπιπέόου ἐπὶ τῆς ς’ ααιτοῦ ἐξωτεριιιοῦ του μέρους 
αὐτῶς τοῦ εὑρισιιομενου ἄνω τοῦ Ἡ- πμιεπιπεδσυ (0λ.Σχ.8) τότε τὸ µιχαδίιµον 
δυναμιιλὀν διὰ τὴν ροῦν τοῦ 2χ.3 Επιτυγκάνεται ἀντιιαδιστάντες τὸ ἆ ὑπὸ τῆς 


Ε(3) εἰς τῶν σχέσιν (3). 


ο. Επίπεδον 3- ΕΠίπεδον ς Ἰ- ἐπίπεόσν 
ν. 


Σκ.! ο σκ2 | Σκ. 3 


ε ͵ ο 4 κι ο πα - -- ο ΐἊ 
Το μιχαόι ον Φύναμιτιον «ὀυναται εΠίσης να ΕπιτευχὸηΏ ἀναχωροῦντες ἀπ) ευ- 


θείας ἀπὸ τὸ Ν/- ἐπίπεδον εἰς τό Ἰ- Επίπεδον αρησιμοποιοῦντες ἕναν ικαταλ- 
Απᾶσν μετασχωματισμὸν. 

Παραιπρησις: Ἔι τῶν ἀνωτέρω συνἀχοµεν ὅτι ἡ Ῥνῶσις τὴς συµµόρφου ᾱ- 
πειιιονίσεως έἶναι συχναµις χρήσιμος διά τών εὗρεσιν τοῦ μιχαδιιοῦ όυνα- 
μιμοῦ μιᾶς ρὀΏς περιξ ἕνος ἀντιιειμενου τοποθετωµένου ἔντος τῆς ροῇς. 

Ἰὰ ἀνωτέρῳ εὑρίσισυν µετά λην ἐφαρμογήν μαὶ εἰς τὴν αεροδυναμιικήν, αὺ- 
ρίως δὲ εἰς τὴν αϊνησιν ἀεροπᾶάνου. Πρὸς τούτοις, Ὁ αάνησις ἀεροπᾶάνου 
ἔντός Ἄρεμσυ ἀτμοσφαίρας ὀύναται νὰ θεωρπθΏ ὧς πραγματοποιοῦσα μίαν Επὶ- 
πεδον μαὶ ὁμοιόμορφον ροΏν Έχουσα (Π ροΏ) ταχύτητα ἴσην πρὸς τῶν σταθε- 
ρὰν τακύτητα τοῦ ἀεροπᾶάνου, Έστω Ός μαΐὶ τὸ ὁποῖον Θεωροῦμεν Εν προιει- 
µἔνω αμίνττον, Εἰς τὴν παροῦσαν περἰπτωσιν Ἐξαιρετιιόν ἔνδιαφερον παρου- 
σιάδει τό τρόὀθληµα τῆς ροΏις περί ἕνα Εµπόδιον σχΏµατος τῶν πτερύγων τοῦ 


3 . 
αεροπ4ᾶἁάνοι», 


θεώρημα ΧΙ-2-Ι. (Ἠομος τοῦ Βογπουθζί). 
Εάν Ρ«Ρ (χ,ν) εἶναι ἡ πἰεσις τῆς ροῆς εἰς τὸ σημεῖον (Χ,ν), Μ τὸ µιχαΦικὀν 
όυναμιιὸν τῆς ρσῆς μαὶ Ρ Ἡ πυμνόττις τοῦ ρευστοῦ (ὑποδέτοντες ὅτι αὐτὴ 
εἶναι σταθερά), τότε ματὰ µΠπιος μάθε ρευματικῆς χραμμῆς ἰσχύει ἡ σχὲσις: 
ο 

ὅπου Κ σταθερα ἀντιστοιχοῦσα εἰς την ρευματιικἠν γραμμην: η ἰσοδυναμως: 
Ῥ. Ξ ρυῖ-κ (3/) 

ὅπου Ἱ) εἶναι τὸ µέτρον τῆς ταχύτητος τῶς ροῆς. 


ῃ ͵ . ῃ - Π ( 
θεώρημα Σ1-2-2. (Βἰασίις). Ἔστω ὅτι τὸ 95) παριστᾶ τὸ µιγπαδιιιὀν ὄυνα- 
ῃ Π 1 . 4 . ο 2 . Π 
μίιον περιγραφον την ρσν περιξ ενός αυάινδριιοῦ ἄντιμειμενου µοναόιαιου 
απ 1 παν { 2 οι - τα , ας π ΄ 
Όψους µε ἄξονα ιάθετον πρὸς τὸ ἐπίπεδον ᾷ τῆς ροῆς µαὶ τοῦ ὁποίου τό 
8 α { 2 μή - . : 
συνορον εὖς το Ἐ- Επἰπεδον εἶναι ΤΠ τμπματιιῶς ἀεία ἀαμπυᾶπ Ο. Τότε: 
͵ Π - [ μο -- [ . µ 
(8/ Ἡ ὀύναμις ἡ προερχοµένη Σι τῆς πιέσεως τοῦ ρευστοῦ ἐπί τοῦ ἀντιμειμε- 
Γι ς ων - ! 
νου δίδεται υπό τοῦ τυπου: 


ΕΞΧ-ιΥ-σιρφ(3 


5) απ () 


α ’ -- { - ος ε ι ι Π : 

οπου ἆ μαι ὙΥ εἶναι αἱ συνιστὠσαι τᾶς όυναμεως ἄαμιβανομεναι µατα την Θετι- 
ῃ - . η . . ς - - 

μτιν διεύὐθυνσιν τῶν ἀξονων χ ααὶ η ἀντιστοϊίχως μαι ὃ π πυινοτΏως τοῦ ρευσου. 


28/ Ἐὰν Μ παριστᾶ τὴν ὁᾷιιιΏν ροπήν ὧς πρὸς τὴν ἄρχγν τὺν αξόνων τῶν πιὲ- 


. - ῃ Λ. [ ῃ ς , - . 
σέων επι τοῦ ἀντιμειμένου, αὗὑτη Θα ΦίΦεται ὑπό του τυπου! 


Μ. Βε[-έρφ2 (49) α.]. 
σ 

Ἀποδειξις: Ἡ δίναµις ἡ ἐπιδρῶσα. Επὶ τοῦ στοιχειώδους τὀξου µβιους ἀθ 
(61. Σχ. 4) εἶναι ιάθετος προς 
τοστοιχεῖον ἀξ διευδυνοµενη ἓκ 
τῶν εξω προς τὰ µεσα υαὶ τὸ µε- 
τρον αὐτῆς δά εἶναι ΕΞ Ρ. ἀ6, 
ὅπου Ρ εἶναι ἡ πἰεσις εἰς τό ση- 
μεῖον ᾱ- αγίψ. ἌναἈνοντας αὐ- 
τὴν τη δύναμιν εἰς συνιστῶσας 


παραᾷδγιλους προς τους ἄξονας 


οχ, οἩ μαὶ ἄαμβανοντες τὰ 5 


φυνιστῶσας υατά τή, θετιαην ὁιεύθυνσιν τῶν ἀξονων δὰ Έχωμεν: 


4Ε-« αχ κἰάΥ--Ράθημθ»ἱ.Ραἐσυνοςί.Ραθ (συνθ-»ἰωμθ)«-ιΡαθοῖ {(ἱ) 
ΕΣ ἄλλου εἶναι: 
4κ- άχιἰάι- ἀθσυνθγἰάξημθ- 4θ ο (2) 
μ (1, ἃσχω τῆς (ϐ) γίνεται: 
ἀξςί Ρ.αα (3) 

Ἐπειδὴ ἡ μαμπὺᾶπ « παριστᾶ μίαν ρευματιιὴν χραμμήν, συµφώνως προς 

τὸν Νόμον τοῦ Βαγποιμἑέἰ θὰ Έχωμεν: ὃ- κ-ὰ ϱρυ" ᾿Εξ ἄλλου θάσει τῶν τυ- 
ῃ ν ι . ο -ἰ 

πων (3) δ! Όα Εχώµεν: υ-85|, εξ ἡς αν - ος 

Ὅθδεν, ἡ ὁδιαΏ δύναµις Ε- Χ«ΙΥ ἡ ἐπιόρῶσα επὶ τῆς υαμπὺᾶης Γ 9α δϊδε- 


/ - 5 , - 6 ῃ 
ται λοζω τῆς (8) υπο τοῦ οβοιληρωματος: 


Ε.ΧΗΥΞΦ ἴραάΣ-ἰ φίκ-. ρ 0ἱ)άς6--σ ἐρῷ υ'α»--ἱρφυ ο αέ--- ιρφ 6 χε"αε ) 6) 
ς ς ο - ς 


ο ΕαΧ-ἰΥασίρ Φ(υ'ῖθ)(εἶδα)--ειρ. φ (ας 5!) -αξ . (5) 


23/ θεωροῦμεν ὧς Θετιωήν ροπὴν αὐτην πού ἡ Επιδρῶσα δύνομις στρεφει 
το συοτηµα ἁατὰ τῶν φορᾶν την αντἰδετον πρὸς των μΜίνΏησιν τᾶν δειατῶν 
τοῦ ὠὡροδοχίου. Ἡ ροπτι ὧς πρὸς τὴν ἄρχην τῆς δυνάμεως τῆς επιδρώσης 
Επὶ τοῦ στοιχελου ἄ5 θὰ εἶναι: 
αΜ-(Ράέημθ)η-ν (ΡάΕσυνθ)χ- (0.  χάχ) 
διοτι ἀθσυνθ- αν, ἀζπμθ-ακ. | 
Ἡ οΆιωΏ ροπή ὡς πρὸς τὴν ἀρχήν 9α εἶναι : 
| ο κας. (6) 
ἛἜια τοῦ Νοµου τοῦ Βογηοιθέί εἶναι ὃ-κ-- 5ου ιιαὶ ὧς ξαπούτου η (6) γίνεται’ 
Μτφ (κ-ὲ ου’) (μψαυννκἀχ)Ξ κφύνάυκκάν) 1 ᾧν' (υαν «χάχ) 
«Ο- 5ο φυ' (ασυνθ»νηµθ)άέ, 
ς 


μαδ ὅτι φ (υάυνκἀχ)-Ξ 0, επειδἠ τὸ υάνχαχ εἶναι τεβειον διαφορπιον. ΟΌεν- 
Μ--ὰ ρ ϕ Ὁ:(:συνθ»μημθ)άθ - Κο σε ρ' φ υ” (ακἰυ) (συνθ-(ιμθ)αε | 


. μοί-σ ερ φυ α.εἶδαθ ἠθλο[-ερ Φα(υε "649 "1ο (- λας ται] 
Παρατηρησις: Συχνὰ Τθάφομεν αὐτὸ τὸ ἀποτέᾷβεσμα ιαὶ ὑπό τὴν µορφτν: 
Μνίν--5ρ ϕ 3. θα, ὅπου τὸ Ν δὲν Έχει ἁπθην φυσικήν 


ἑρμτνείαν. 

Ἐφαρμοχη: Νά όιερευνΏθΏ ἡ μϊνησις τοῦ ρευστοῦ ἔχοντος µιζαδιιον 
δυναμιιον : 
(ο, (3)-. Ὅι (293) 15. θοα 2 
μαὶ ἐν συνεχεἰα να ὑποβοχισδη ἡ ὀύναμις ἡ Επιδρῶσα ἔτι ἕνος Ἐν λκά ι- 
υαῦ ἀντιμειμένου τοποδετουµένου ἔντός τοῦ ρευστοῦ εἰς τροτιον, ὥστε ὁ ᾱ-- 


ξων τοῦ αυλἰνόρου νὰ εἶναι αάθετος προς τὸ ἔπιπεδον τῆς ροῆς. 


Λυσις: ἼἜσιω ἆ- τ.οἱθ, τότε θα Έχωμεν 


ο (7) «Φφντὶ Ψ«υ, (τκς- .)συνθ- 9. εἰς Ὁς απ. - λημθν-ἒ έοφ τ.] (9 
Ὅθεν, αἱ ἰσοδυναμιιαί τραμμαί υαδὼς μαὶ αἱ ρευματιιιαί χραμμαί δὰ 


εἶναι ἀντιστοίχκως: 
Ὀο (πα) συνθ-ἒ--α (ϱ), Ὁ, (π-δ-) πμθ-ᾶς ἔοατ-6 (3) 


-- } ᾿ ον ο. μ. ες 
Τὰ σημεῖα ἀμινησίας ττ5 ροής ἀντιστοιχοῦν, οταν 
.. 


Ὁ,(5)-.0, ὁπλ. ὅταν ο (/- ὃς ολες . τι 


ιὅ 1 
ευ όσὰ 3 1/α” -τδπενστ 


, .) , ο. ῃ - 
µαι εις την περίπτωσιν ς ὅπου Ὕξ- απανο, υπάρχει ενα μονον οτγη-ξιον. 


Ἐπειδή ἀόμω τῖις (9) π τα λα Π περιφἐρεια) εἶναι µία ρευμοτιαή τροµ- 
μη ἀντιστοιχοῦσα εἰς το 6Ξ--ῃπ- έοφα ἡ ροή ὀύναται νὰ θεωρηδη ὡς γι- 
νοµενη πἐριξ ἑνός ντ οἱ ἀντιμειμένου(θλ.σκ. 1) (Ροἡ πὲριξ αυ Άν- 
αοῦ ιυᾶϊνδρου). θὰ εἶναι δὲ η ταχύτης τῆς ροής διά τὰ σωμµεῖα τά εορε, 


σωοµενα εἰς μεχἀᾶτιν ἀπόστασιν ο. μμΒ 8, (2) 5 ὺο δΏΛ. σταθερά. 


Ἡ µορφή τῆς ροῇς ἀλλάσσει, Εξαρτωμένγι ἑιάστοτε ἀπιὸ τὴν τυκήν τοῦ . 
Εἰ5 τὰ Σκ,Ί υαὶ 2 δειινύοµεν ὅνο Φυνατους τροπου»5 ροΏς. Τό Ζκ./ αντιστα- 
- ῃ Π . Δ ἳ ᾽ ο” -- .. ῃ ͵ 
χεῖ οταν Ὑπ «πα Ὀς μαὶ τὰ σηµεῖα αμινησὶαάς τῶς ροής εἶναι Αμαὶ Β.Το 2χ.2 


.) ων . 5 η κ. ῃ ας α) ΄ - τς ͵ 
αντιστοιχεῖ οταν Υ 2 4πα Ώο ναι υπαρχει Ένα µονον σημεῖον αμινησίας τῶςροῆςτο . 


Σκ 
Ἓ δυναμις ἡ ἐπιδρῶσα Ἐπὶτοῦ ιυβινδριασὺυ ἀντνμειμένου, συμφώνως πρός τὸν 


τύπον τοῦ Βέασιας δὰ Φίδεταιι ὑπο τοῦ τυπου: 


ο μα .. 


Ξ-ϱὉογ. 


63. ΣΤΑΤΙΚΟΣ ΗΛΕΚΤΡΙΣΜΟΣ 


1. Νβεμτριιον πεδιον. «Υπό τὸν ὅρον Λλειτριαον πεσδίον εννοσῦμεν ἕνα διανυσµα- 
τιαόν πεδίον τὸ ὁποῖον εἰς οἰονδηποτε σημεῖον του μᾶς δίδει τήν ἐπιδρῶσαν δύναμιν 
ἐπί τοῦ µοναδιαίου Ὀετιισῦ πδεμτριασῦ φορτίου τοῦ φερομένου εἰς τὸ σημεῖον αὐτο. 

Προφανῶς ἡ ὅπμιουργία Ἰιλεωτριμοῦ πεδίου οφείλεται εἰς τὴν ὑπαρξιν ηλει- 
τριιοῦ φορτίου, 

Τὸ πᾷευτριμον πεδίον Όὰ υαλεῖται ἠδειτροστατιιιόν, ἐὰν Ὁ επιδρῶσα δύνα - 
μις ἐπὶ τοῦ φερομέενου µοναδιαίου πᾶεμτριιοῦ φορτίου εἶναι ἀνεξαρτωιος τοῦ 
χρονου. Ἱὁ Ἴδειτριιόν πεδίον δὰ ιαλῆται παραᾖΏήἎου ἐπιπεσου, εὰν αύτο εἷ- 
ναι το ἴδιο δι ολα τὰ Επἰπεδα τἀπαραλληλα. προς ἕνα ὁσθεν Επίπεδον Ἡ ιιαὶ δὲν 
ἔχι συνιστώσας μαθετσυς προς το Π. Εἰς την τελευταιαν αυτην περιπτωχσιν ἅ)- 
ναµεθα νὰ ὑποθέσωμεν ὅτι τὸ Π εἶναι τὸ ἔπιπεόον οχυ. 

θεωροῦμεν το µοναδιαϊῖον Όετιιιον πάεατρνιον φορτὶον τοποθετουμε νον εἰς ε- 
να τυχον σωμεῖον Α ἓνὸς ἠλειτροστατιιοῦ µαὶ παραλλτιλου Επιτεδου Ώλειτρι- 
υσῦ πεδίου. Ἡ ὀύναμις Ἡ ποια ἀσμεῖται ἐπ αὐτοῦ τοῦ φορτίου μαλεῖται ἕντα- 
σις του ἠΔειτριιοῦ πεδίου εἰ τὸ σημεῖον Α. Η ἔντασις εἶναι µία ὁιανυσματιιη 
συνάρτησις δὺο μειαθλητῶν (ἐπίπεδον οχυ) ααί συµθολίδεται διὰ τοῦ σύµθολου 
Ε(α.ν). Εἰς τὸ μιχαδιιιὀν ἐπίπεδον Φυναμεὂα ὦς Ει τούτου να χράφωμεν! 

6αν) - Ε(κν) νι Εν(αι) {() 
ὅπου Ε. (α,ν) εἶναι Ἆ α- συνιστῶσα τοῦ πεδίου ααὶ Ἡ Ἐν (κ) εἶναι η Ἡ- συνι- 
στῶσα τοῦ πεόὀιου. 

Ὑπαρχει πάντοτε µία πραγµατιµτὶ συνάρτησις ᾧ (κι) αάλουµεννι ἠδεκ- 
τροστατιικὀν δυναμιικὸν τοιαύτη ὥστε: 

Εαν) --όταά ᾷαιν) -- (2) 
'Ἡ ϐϱ), ἀσγωτῆς (2), πραφεται: 

βαυ--δ.-ι ιν. (3) 
όπου Ε οφ Ε ον (4) 


{ ͵ -- - ͵ : ια , { “ 
το προθᾶηµα τῆς πᾶεωτροστατιιΏς συνίσταται ἒις τὸ να προσφιορίσωµεν 


το οτατιιιὀν πλειτριιὀν πεδίον παραχόµενον εἰς ἕνα μέσον, ὑπὸ μιᾶς δοθείστις 
ματανομής τοῦ πλευτριαοῦ φορτίου. Πρὸς τουτοις εἰς τὰ διάφορα προβληματα 
τοῦ πΏλευτρισμοῦ μᾶς Φίδεται, εἴτε ἡ πυινότης Ἱαατανομῶς τοῦ ἠδεωτριιιοῦ φορ. 
ἑπίου ὧς μια συναρτησις των συντεταχµενων ρ (αι 0) εἴτε τοῦ υβιισῦ Φορτ ἰου ἵια- 
τανεμημµενοι) ἔπὶ τῆς Επιφανειας ΌὈεωρουμενης ὧς ιδανιιοῦ τιλεκτριιοῦ ἀχωποῦ. 
Αἱ θασιιαί Εξισώσεις αἱ διέπουσαι την ἔντασιν ἕνὸς πὰειτροστατιιιού πεδίου δι- 


κ ͵ - ! ή σ/ 
όονται ὑπο τῶν τυπών τοῦ Μαχνιςθξ, πτοι: 


ΌΕν ΟΕ. ϱ {5 


σδχ  ὃδυ 
Ε Ὁ 
ὃν "ον πρ (9 


[) - ς [ ο .. .- Ἱ ια - [ ῃ / 
οπου ρ εἶναι η πύκνοτης τοῦ πάειτριιου φορτὶου το ὁποῖον παραχει το δοὈεν 
3 { ε : 

πιάεωτριιον πεφίον. 


ο] [ ολ Εν ( ῃ [ ἢ ι 
Αι εξισώσεις τοῦ Μαχνυεες Χραφονται -αι ὑπο των υάτωδι μορφην: 


δ/κ 6, πο (5/) 


Π. Μιχαδιµον Πλειτροστατιιον Φυναμιιον. 
Ἀπὸ την Εξίσωσιν (6’) προιαύπτει ὅτι εἰς ἕνα πεδὶον αενοῦ φορτίου ϱ50 το Ώλειμτροστα 
Π ι ς μα στ ο ͵ 
τάλον δυναμιιὸν, ὁπλ. η συνάρτησις φαν) οεἶναι ἄρμονιαπι, 
στ ’ , ὰ ΄ { { ! « / ͵ 1 ' 
Εἰναι ἀοιπον Φυνατον εἰ5 αὐτὸ το πεδιον να κατασµευασωμεν μίαν αναΏυτικην 
συνάρτησιν τῶς μικαδικῶς μεταθλητΏς ἆ, ἦτοι την συναρτησιν : 
θα) ς Ψαν)τίφαν) ο) 
α ο / { ” ς ῃ 5 / ς 
στισυ η πραγµατιισῃ συναρτησις Ὢ(ακ,9) εἶναι η συδυχης ορµονίαη τῆς ᾧ (αν). 
5 ι - , 7 , , ε , 
Η συναρτησις 95) παἀεῖται µιγαδιιον πᾷεμτροστατ/ιιον Φυναμιιιόν ααι παι- 
. Π ἤ 1 1 
δει σπούδαιοτατον ρολον εἰς τὸν Στατιιον Τιειτρισµον. 
ι ο. ι ς ι . ς ' , 
Ἔα Όσον ὃ (αν) εἶναι συδυγΏς αρµονιίατ τις ϕ (αν), αὗται αἱ σύναρτησεις Όα 
.- Π ἳ [ -- ' χι 
ππρουν τας συνθηµας τῶν Οαμο)η- ἘιθτηαπηΏ Πτοι. 
πο ὃν δὸ ὃν. δ9 
αετὰ 


δρ -δυ , δὐ (8) 


αι τῶν σχέσεων (9), (6) καὶ (1) ἂσμθανομεν: 


δαν) ΕινίΕι--θδ -ιδ8- 99. οὐ οψ.. θὰ) 


δυ ιο. ἵσδε πττρδα "ἰ-δς (ος « 
Ὅθδεν, τὸ µέτρον Ε τῆς διανυσµατιαῆς συναρτησευς δζχ,η) δὰ εἶναι: 
:]ξαρ]-|-ἰδ]-|9ἱ (ο) 


Αἱ ἐπίπεδοι ικαμπὺθαι Φ(χιυ)- αᾱ- αὐταί εἰς πὸν κῶρον τῶν τριῶν διαστὰ- 
σεων παριστοῦν αυβινδριιὰς Επιφανείας- ααβοῦνται ἐσοδωναμμιαί χραμµαί 
τοῦ δοθέντος πεδίου. Ενῶ αἱ ααμπύᾶαι Φ(αν)-6 ααᾶβοῦνται γραμμαί Φυνά- 
εως τοῦ πεδἰου. 

Ὅπως Ξδειχθη ιαὶ εἰς την 61, αἱ δυο οἴμογενειαι τέμνονται ὀρθοχωνίως. 

Π. θεώρημα τοῦ 6αιςς. Ἔστω ὅτι τὸ Φορτιον πο πι. «τον τὸ ποειτριιιόν πε- 
δὶον εἶναι συχεντρωμένον εἰς ιιάποιο πεδίον τὸ ὁποιο, ϱράσσεται ὑτο μιᾶς 
υλειστῆς υ.αμτιὺᾶης ο) Ἠδη Ὀεωροῦμεν μίαν 
αθειστήν μαμπύδην ς, περιµ Δείουσα των Οο (6λ.2κ4) 
μαὶ ἔσιω Ἑ η ἔντασις τοῦ πβεμτριιοῦ πεδίου εἰδ 
το σημεῖον Μ τῆς μαμπυβης. Αγαᾶυομεν τὸ Φιανυ- 
σµα Ε εἰς δύο συνιστὠσας Ερ μαὶ Εῃ ξµ τῶν ὁποὶ- 


5 Π -” αμ) ' ι ο ὃν Π 
ὧν Ὥ πρώτη εἶναι Εφαπτοµενίωη μαι η αλλη α- 


3 [ η { ῃ [ θο. 
ὀετος επἰ τήν 6 εἰςτο Μ. Το θεωρηµα τοῦ ζαιμςΣ 
νι ( 2 
ἔχει ὡς αμολουθως: 


θεώρημα χι-δ-1. ἛἜαν Ε, εἶναι ι ἁάθετος συνιστώσα τῆς εντασεώὼς τοῦ τῆς Ἐντάσεως τοῦ 


Πᾶευτριιοῦ πεό πεδίου ικαὶ να 4 εἶναι τό τιλεµτριιιον φορτίον που ἐχιδείεται ὑπο 
πιπςς (ὁπλ. το 4 εἶναι Φορτιον που εἶναι πατανεμµγιενον Επί τῶς αυλιν - 


δριικΏς ἐπιφανείας του πώρου με µοναδιαῖον Όψοφ) τότε θὰ Ἐχωμεν: 
ϕ Ε,αξΞ- απα (12) 
μ Έαφρασις ᾧ Ε ἀξ ααλεῖται ροτι (πάευτριατι) δια µέσουτήςς, Ἐνώ ὁ ἕν- 
Φρασις ϕ Ε,αξ ααλεῖται πυιἈοφορία διὰ µεσου τῆς Ο. 


|) ὐτό σημαίνει ὁτι εἰς τὸν κῶρον τὰ φοοτέα. εἶναι ματανεμτενα. ἐντός ἑνος ἀπείρου 
κυβινδρου ικαίτοῦ ἁποιουαξιάθετοι τοιαζ (πὖν περι]ραμμάτων εἶναι παρειᾶλαλοιμεκατοπέσειστόσςς, Ἡ πυκνό- 
της τίατανομτις τεὺν φορτίων Φὲν ἐξαρτάται από την συντεταγµενην Ζ τκατά μήκος τὴς ὄεννετεί . 
ρας τοῦ υβίνδοου, ἀθλά εἶναι μόνον µία ουνάρτησις τῶν π.ὴ ἐντός τῆς Ιμαθέτου τομῆς. 


Ἡ Έντασις 8 τοῦ πλειτριιοῦ πεδίου ἀναλύεται ὧς αάτωθι: 
6-Ερτιξ η (18) 
ὅπου τ μαὶ η τὸ μοναδιαῖον Εφαπτομενιιὀν μαι ιὰθετον διάνυσμα. τῆς ααμπὺ- 
ἄπις ἀντιστοιχω)ς. 
Ποββατιάασιάδοντες τὴν (13) Ἐσωτεριιῶς ἐπί τ Δαμθάνομεν: 
ΕΞ 5 τ (14) 
Ἐπεώόπ δ-(ΕκΕι) υαϊτ- (3 ξ. ἳ αὖ) ἃ (9 δίδει: 


| αν 
Ὁμοιως νά τῶν (19) εσωτεριαῶς Επι η μαὶ ἔχοντες Όπ 
ὄψιν ὅτι π-ᾱξ -ἰ -ᾱ- λαμθάνομεν: 
κο. αν απ. 
ΕιΞ Ἑ Ὅ Εκ αρ Εν αρ ἂν (16) 


Ἐάν ἡ ααμπύλη δεν εγαδΔείει πλειτριον σορτῤοτό ξασει του τυπου (12) 


Φϕ Εάέ- ο τι 
ς 


Π ο 3! Π ͵ μ.. 
Λαµμθανοντες υπ’ οψιν τους τύπους (8) εχοµεν: 


ϕ [ται ας 9ψ ας 'αξ } 4ὲ- 2πά ν 


ϕ ὃς οἱ χ δαν - 4 Πα (1) 


τοῦ ἄαις5 ὂᾳ Εχωμεν: 


Ἐάν πι άαμπυλτ δεν Ἐγαδείει πλεατριιοὺ φορτίον, δηλ. α- 0, τοτε ο (01) 
τίνεται;: 
οὐ ακ-ὀΦ ἄφ- ο (8) 
φ ὃς α σι Ου 50 (18); 
1) τι Ι 1 µ - ι π « }έ [ { 
Ὥτοι:, Ώ ΟΠ δια µεσου της ο Θα εἶναι τοτε ἴσππρος µηδεν, 
Ἴελος ἥ αυιλοφορία διὰ µέσου τῆς ς: θἀσει τοῦ τυπου (15) ά εἶναι" 


ῥεμαε--ϕ [ες -ᾱἲ -ος αἲ | ε- φοξ οκ κ ὃν ἂν 


ϕ Ειαὲς-φ αφ - ο (19) 


1: ε ΄ ῃ { υ [ ὁ 
τοι: η ανικἠοφορία ἕνος Λάειτροστατιαοῦ πεφίου ὅια μέσου ιάδε αλει- 


- , -- / ι 1 
στής μαμπυᾶπς εἶναι ἴσω πρὸς µηδεν. 


Ἔπειδη «ο θα) νο ν κ ο. οὁ Θα Έχωμεν: 
ᾧ θῶας - φ[[ξς «δ) (ας νιαν) 
ς 
οὐ οφ ιᾧ 96 ὂψ 
- φἓν ἀχ--τς αεί φ δε ἀχο- ο αυ 
Ξ- ᾧ Ε νάξνι ᾧ Ειαέ - 2Πά-0ςαπα 
ἦτοι: ο, απ-4 
φϕ (λα. πα (2ο) 
1. Μιχαδιιον ὀυναμιιὸν ὀφειβομενον εἷς Ώλει. ἰον. 


- -- [ Π -ᾱ Π ͵ η { , - [ή 
θεωρούμεν µιαν ευθεία γραμμτν Φφορτισμενην µε ἠειτριον φορτιον 4 ανα 
{ Ι { ς ι ο 
µοναδα. µΠισυς μαι Ώ οποία είναι λαθετος εἰς 
! . 1 / . 
πο 2 Επιπεδου εἰς τὸ σημεῖον 3-90, 
δα / / ς ν [ῃ . / 
Το πᾶεωτριιον πεδἰον το οφειλοµενον εἰςτο 
{ 2 ' -- 7 [ 
φορτὶον 4 ανα µοναφα µπιιους εἶναι ἄατινώτον 
͵ 5 Π ο - 3 
(86Λ.Σχ.0) ααὶ η ἁάθετος συνιστώσα τοῦ πάεκ- 


.. μ.. -- [ 
τριασῦ διανυσματιικοῦ πεδιου εἶναι σταθερα. 


1 έ { . ολα , [ 
μαι ἴση προς Ες επἰ εάαστης περιφερείας (ο) 
ς / - - ἡ ο ᾱ 
ἡ δε ΕφαπτομενικΏ συνιστῶσα εἶναι µηδεν. Εαν Σχ 0. 
- [ [ ο. [ ! { 
ο εἶναι ἕνας τυχὼν άὐβινόδρος (υνιΔιαός) ἀιτῖνος µε ἄξονα διεβχοµενον 
ον [ ῃ ͵ { / ος . σι 
ἀπο το σημεῖον σς0, τοτε, συμφώνως προς το Θεώρημα του 4α.ςς Όα εχ0µεν: 
Φϕ Ε,αθ - Εις Φ ἀθ- Ει οι ςξ «πα. 
ς, σς 


Ὅδεν : Εν Ξ- ο 


Ἐπεισπ. Ετος ο- 9ὰ Έχωμεν κ}--2αΐρητ, ὅπου παραλειψαµεν των στάθερὰν 
τῆς ὁβοιβηρώσεως. Ἡ ἀνωτερω συναρτησις Ψ εἶναι τὸ πραγμµατιιὀν µερος 
τΏς συναρτησεως» (Θ(3)Ξ- 246οᾳ α, ἡ ὁποία εἶναι τὸ μιχαδιιον όυναμιιιον τοῦ 
πεδίου, Εὰν τι φορτισµενγι ευθεὶά γραμμη ὄέερχεται διὰ τοῦ σηµείου Ἔ-α, 
σε το ὅημιουργουμενον ὑπο αὐτῆς µιχαδιιον δυναμιιμάν 9ὰ εἶναι: 


οσο Ξ-24 ἔοφ(α- -α)ι (38) 


ν) { μ [ μα ͵ ' πι οἱ ; ' ῃ , 
Το μιχαδιαον δυναµιαον Όα παριστα µιαν πηΥην Ώ ενα φρεαρ, ἑαν το 
«ο Ἡ 40 ἀντιστοϊχκώς. 


᾿Ἔφαρμοχεα// θεωροῦμεν το αλ δυναμµιαον : 
Ο,(-αξ (α20Ο) 
᾽ποῦτο ὁρἱδει εἰς οΆοιδηρον τὸ μιχαδιιὸν Επιπεδον Ένα πᾷειιτρικον πεδιον 


Είναι (5, (0)-α. Τὸ πηΔεμτροστατνιιόν δυναμιιόν Όὰ δίδεται Ὁπὸ τῆς σχέσεις: 
ε (αφ) ο. Ει - ἰ ξω ο) π Εκ υ. Ευ ια 
Ὅδεν: Εις 0, Εν Γαλ οἳ 


Εἶναι δε: (2) --α (χτιη)Ξ αχγίιαυ, 
Συνεπῶς, ἂόγχω τῆς σκέσεως (3), θὰ ἔχωμεν: 
᾿Ψψακχ υαὶ ᾧ-αι. 
Αἱ ἰσοδυναμιααὶ τραμµαί εἶναι αἳ αἱ «στα η ἨΞσταῦδ, ὅηλ. εὐθεῖαι τα- 
ρἀήθπᾶοι προς τον ἂξονα ΟΧ, ενῶ αἱ γραμμαὶ δυνάμεως εἶναι αἱ ακ-σταῦ 


ἤ α«-σταὸ, ὁπλ.εὐθεῖαι ταρᾷΏᾷβηλοι πρὸς τον ἄξονα ου. 


28/ Νά εὑρεθῦ το ὀυγαμιιον εἰς μάθε σημεῖον ποῦ χωρίου τοῦ δειανυομξ- 
νου εἰς το 2κ. | εαν τὰ δυναµιιά ἐπὶ τοῦ | 
ἄξονος τῶν χ εἶναι ἀντιστοίχως νδια 
χ»Ο μαὶ -Μ διὰ χο. Ἐνσυνεχεία 
προσδιορίσατε τὰς ἰσοδυναµιιας χραµ- 


μάς ιιαθὼς ιιαὶ τὰς δυναμιιλὰς γραµμµαάς. 


, ο ω Π . 
Λὺσις; Αριεῖ νὰ εὔρωμεν μίαν ἁρμονικην 
( Ι λ : Γ αν ος ι 4 
συναρτησιν σὶς το µιχαδιιµον ετιιπεδον, η ο- Σχ. 
1. ! [ Π Π [ . { Π 
ποἰα να ἄαμθανη ταςτιµας νὃὸαχ20ο μαί - Ν δια χκθ, Προς τουτοις 


ὃς ἔφαρμοσωμεν τὸν τύπον τοῦ Ροΐσσοη, ὅτε ὃᾳ ἔχωμεν: 
ο 
φαψ-τ ῃ ο κ. τς Μάτι «Ἐν [ «πας 5 ΝΟ (1-ᾖ τοξεφ 3). 


ιαπ πο τπτ απ 


] 


Αἱ ἰσοδυναμιιαί χραμµαἰ εἶναι νε (νὰ τοξεφ".)-α, ὁπλ. υ-πηκ, Όπου πα 


1 - κ . ἳ -. -ς ες : 
σιαθερα. Αὐται εἶναι εὐδεῖαι διερχοµεναι διὰ της αρχηΏις. Αἱ δὲ γραιαµαι ὃν. 
νάμεως εἶναι αἱ χὶνν΄-β, ὁπλ. ομόμεντροι περιφερειαι καὶ αἱ οποῖαι τεµνουν τὸ 


, -- 3 -- η ἳ 
όιτυον τῶν ισοδυναμιιῶν Ττραμμων ὀρθογωνιως., 


Δπ/ Νά εὑρξοῃ το δυναµιιιον τὸ ὄφειβομενον εἰς ἕνα γραμμιιιὸν φόρτὶον ά ᾱ- 
να µονάδα μήκους εἰ το σημεῖον ἆ- ἄς μαὶ εἰς τὸ γραμμµιιλον φορτίον --ᾱ ἄνα, 
µονάδα µπιους εἰς τὸ σωμεῖον ἆ-ᾱ,. Ἐν συνεχεία νὰ προσφιορισθῷ τὸ Φυναμικὸν 
ἐπὶ τοῦ ἀπείρου ἔπιπεδου ΑΒ Γ (0λ.Σκ.2) µαΌξτου πρὸς το ἆ- ἐπιπεδον μαί δι- 
ερχόµενον διὰ τοῦ ἄξονος οΧ.. 

Λύσις; Τὸ µιγαδικον δυναμιιον τὸ οφειλοµενον εἰς αὐτὰ τὰ δύο γραμμικά φορ- 
ία 4 μαὶ -4 ἂνα µονάδα µήιασυς τὰ εὕρισιομενα εἰς τὰ σημεῖα Ζοιαὶ ο εἶναι: 


1 Ζο(4) | υ 
Ι 


Σα 4 2, Σα 


Ὁ, (2) --ρά έοᾳ (4-59) 94 [ου (2-3.) -24 έοα τα (8) 


ο. 5ητουμενον Φυναμιιιὸν ὃα εἶναι: 
φα)- η Άς[ῶς (238) | (2) 
Δά να ἀποδειξωμεν τὸ δεὑτεροῦ ἀριεῖ νὰ δειξωμεν ὅτι εἶναι «0Ο επὶ τοῦ ἄξο- 
νος οχ., ὁπλ, τὸ ΑΒΙ (6λ.Σχ32) εχει δυναμιιιόν μηδέν. θέτοντες εἰς τήν σχξσιν (1) 


ὤ-χ Λαμβάνομεν: 


Θ,-α Μορ (3:52) υαὶ ὃς 24 4ος (1:Ξ:)-- 8, 


ἤτοι: ,» 9 ΞΟ η ψ-ιῷ κψ ΚΙΦ-Ξο Ἐι τῶς οποίας προιύπτει ότι αν... 


οι [ ϱ Ν , ’ ῃ .) .. ς τς ώ 
Οὕτω ὀυναμεθα να ἀντιιαταστησωώμεν το Φορτίον -ᾱ εις το Ἔο ὑπο ενος Επὶ- 


͵ 1ι , {, ᾿ : / Σον ' 
πεδου ΑΒΓ ἔχοντος όυναμιιον μτιδὲν (6Λ.2χ.2) υαί ἀντιστρόφως ἔάν τὸ δυ- 


! Σ -. - - ι ι κ. Π ο μα... : 
ναµιιιον Επὶ τοῦ ἄξονος τῶν χ΄ εἶναι µτδὲν, τοτε τοῦτο Φύναται νὰ θεωρτιᾶΏι ὡς 
{ 3 { ῃ Π , ῃ ρα 
προερχοµενον ἀπο τὰ φορτία « εἰς τὸ 7ο μαὶ -α εἰστο ᾱ.. 


45/ Δὺο ἄπειρα παρἀἠληᾶα Επίπεδα εὑρίσιονται-εὶς μίαν ἀπόστασυ α μεταξύ 
ταν μαὶ Έχσυν δυναμιιὸν µηδεν. Ένα γραμμιιόν φορτὶον 4 ἀνὰ µονάδα µτάους 
τοποθετεῖται μεταξυ αὐτῶν τῶν επιπεδων μαὶ εἰς ἄποστασιν 8 ἁτιό τὸ ἕνα εξ αὐ- 
υπῶν. Νά προσδιορισθΏ τὸ Φυναμιιον εἰς υάδε σημεῖον εὑρισμομενον μεταξὺ 
τῶν ὁυο επιπεδων. 

| Λύσις;. Έστω ΑΒΙ ιαὶ ΔΕΣ (6λ.:κ1) παριστοῦν τὰ δυο παράλληλα ἐπίπεδα 
μάθετα πρός τὸ Ζ- ετὐπεδον τιαἰ ὑποοετομεν Ότι τὸ γραμμιιιὸόν φορτίον Φιερ- 
χεται από τον φανταστιιιον ἄξονα ἁτιὸ τὸ σιµεῖον Ξ--6ὶ αὐτου. 


.. ν 
 ᾗᾱ- Επίπεδον /-- ἐπιαεδον 


Λυναμιωον-ο 


Δυναμιλον Ξ0 


Φ 
Ε Δυναμικόνςο . 


Σχκ.ὸ 
Σκ.{ ον ; 
2Εὰν «ἐιτεβεσωμεν τόν µετασχτιµατισµόν ν/- 3, οὗτος ἀπειιονιδειτὴν απει- 
ον λωρὶδα ΑΒΓΔΑΕΖΣ τοῦ Ξ-Επιπέδου (0Λ.Σκ.4) εἰςτὸ Ἴπιν/Ξ0 τοῦ ν/- Επι 
πεδου (6λ.Σκ.2),τὸ Φὲ χραμμιιιόν φορτίον α εἰςτο σημεῖον 2-6: ἀπειιιονὶ- 
ὰ 1 Γ Π ͵ .. πθι [ , η 
δεται εἰς τὸ ραμμιαον φωρτιον «4 εἰς το σηµείον ὠΜ/5θσ,; το Φε συνορον ΑΒΓΔΕΕ 
τοῦ Σκ.1 (τὸ ὁποῖον Έχει ὀυναμιαον µηδεν) ἀπειιονίδεται εἰς τον |-αξονα 
- } ͵ { . [ι Ἱ Ι ͵ ξ 
α΄ Ε΄ Γ΄ΔΕ΄Ζ΄ τοῦ Ν/- ἐπιπεόσυ (ὁ ὁποῖος ἔχει δυναμιιόν μηδεν), ὅπου τὰ ση- 
μεῖα Γ΄μαὶ Δ΄ συμπίπτουν μέ το Ἰ/-0Ο, (6λ.ΣΧ 2 }). Ἐπειδη τὸ Φυναμιιιόν Έτιί 
-. ο. ςἩ ' ῃ Ἡ .] 1! 2 Π { . , 
τοῦ αξονος τῶν ια εἶναι µηδεν, τὸ ὀύναμιμον εἰς το Ν/- επίπεΦον ὀύυναταινα 
ὈεωρπὸθήΏ ὡς προερχοµενον ἀπό τὰ φορτία 4 εαὶ -4 τοποδετηµένα εἰς τα 
σημεῖα κ ααὶ Νύ, αντιστοίχως. Όδεν, δια την εΌρεσιν ττις Φυναμιιῆς συν- 


αρτήσεως ᾧ ἀριεῖ νὰ Εφαρμοσιωµεν τον τύπον (2) τὰς προηπχουμέενης ἔ- 


φαρμοᾗῃς, ὅτε Όα Εχωμεν: - 


μα σα 


[ ι .. - . επ 3 Ἱ ι 
οτε το ὀύναμιμον εἰς ααθε σπμεῖον τοῦ χωρίου του .Ζ- Επιπεδου ποὺ περι- 


" ῃ / -- / πα / Π , 
υλείεται ὑπο τῶν παραΆληλων εὐωθειῶν ΑΒΓ ται Δεζ Θὰ εἶναι : 


επῷ 


Ψάωσ2α ο [έο (επ ἐτε ας κ πι) } 


5; Νά ὑποΏοχισθῃΏ το πεδίον τὸ ὁημιουρχουμενον ὑπο ἕνος ἀπείρου Φὺο διαστὰ - 
σεων πυννωτου ο του δειανυομένου εἰς τὸ 24.4, 

Λὺδις: Καν ἀρχὰς προσδιορισοµεν τὴν συνάρτησιν - φ(ν/), Ὥ οποία τιαθο- 
ρἰδει "εὖν σύυμµορφον ἀπειιόνισιν τοῦ ᾱ- 
νω µέρους τοῦ Ν/ ἐπιπέδσυ (Ππινν 2Ο) ξ- 
τί τοῦ τραμμοσµιαρθεντος χωρίου τοῦ 
ᾱ- Επιπεδου. 

Ἐπειδη τὸ χωρίον εἶναι το «τιρίχωνον» 


Α, Α, Α. µε ιορυφάς τὰ Α, Ἱιαί Α, εἷς το 


Ζξο Χα 


ἄπειρον, Ἡ 5ητουμὲένη ἀπειιόνισις δὺ- ας 
Ίνσται νὰ ΕπιτευχδΏ µεσω τοῦ μετασχηματισμοῦ ιών ο ακομα ο ιδ 
(βλ.Κεφ.Χ, 5 4 ). Οὔτω Όετομεν τῖν ἀμολουύδον ἀντιστοιχίαν τῶν σημειων τοῦ 
πραγματιιιοῦ ἄξονος Οἱ τοῦ Ν/- Έπιπεδου ιααὶ πῶν μορυφἄτν τοῦ τριγώνου Α,ΑιΑ». 
.. Α,---ν- ο | 

Α.---ΝΜ ο 

Ας ---Μ Ξ- 
Ἐπειδη αἱ γωνίαι εἰς τὰς μορυφὰς τοῦ τριχώνου εἶναι ἴσαι, ἀντιστοιχως πρὀΣ 


ε ς ' 3 , τε 5 ι 
τὰς τωνίας Πα,-ο, Πα,-- Πα, Πα.Ξ Π(1α), τι 5ητουμεντ ἄπειιιονισις Ὁα εἶναι: . 


νν 
- α 
α-ο. 1 (1) ἄφτο, «) 
κο 
Ἀπὸ τὴν ἀντιστοιχίαν τῶν σημείων Α:(Ξ-41) καί νν--! ἔπεται, Ότι όια 


΄ , χ2/ ., : ος ος ον /΄ ΄ 
/) Ύπο την ἔννοιαν οτι αἱ πΆαικαι τοῦ πυτανυτοῦ Θειωροῦνται παλθές πάποΣ. 


Μίο--Ί λαμβάνομεν ἒι τοῦ τύπου (1): 


ω 
αθς,: η (ιν) αἩ ΜΙΠ (2) 
- 

Διὰ τὸν προσόιορισµὀν τῆς σιαθερᾶς ο παρατηρσῦμεν οτι, ξὰν Φιαχρά- 
φώμεν περιξ τοῦ σημείου ΜΞοΟ υατὰ τήν Θετιιὴν φορὰν εἰς τὸ ἄνω Όμιε- 
πἰπεόον ἕνα Ώμιιυιδιιον τόξον πολυ μιαρᾶς ἀμτῖνος ϱ, τὸτε ἀντιστοιχεῖ 
µία µετάθασις ἀπο την πΏευραν Α. Αι προς τήν πᾶευράν ΑιΑ:. Οὕτω Μὠ µε- 
ταθοδήὺ τοῦ Ἔ εἶναι; 

ΔΣ -ἰΏ 


" ͵ [ . / ἳ ͵ / . νι 
ΕΕ ἂλλου εἰς τον τυπον (2) Όξτοντες ”θρ:εο ἳ τιαὶ ἄαμθάνοντες τὸ ορι- 


συ ααδώς τὸ ρ-ο, Δαμθάνομεν : 


Π 
Στίς θίτη{ (4 9ρο} άφ-ίῃ 
Δ ΟΡ ) ἀφξίῃς 
[-] 
΄Εντευθεν εΞτ μαἰ ἡ τελιανι ἔιφρασις τοῦ οβομαπρώματος (2) 8ὰ εἷ- 
ναι της µορφῆς: 
στ. | τ. (3 1) ο (38) 
-ᾱἲ 
Ἡ συνᾶρτησις ]-6'.. ὁρίξει µίαν σύμμορφον ἀπειιόνισιν τῆς λωρὶδος 
ος νο του νά-ἔτιιτεδου ἔπί τοῦ ὄνω ΏμιεπιπεΦου τοῦ ᾱ- επιπεδου, 


“Ὅθεν, ἡ συνάρτησις: ον 


με) -ἲ α 
ἐπί ο .)) ὤ 
-4 ι 

6 1 / ' ' ι ' - ι - µ ' 
ορίδει µίαν συμµορφον ἀπειιόνισιν τῆς Δωριδος Οπ Ίπηω«{ τοῦ ν/- επιπεδου 

Π -- ͵ / -- 3 / Ι ει] { Π 2 
ἐπὶ τοῦ γραμμοσιιασθέντος «ωρίου τοῦ Ζ-Επιπεδου. Εἰς τήν πορεῖαν ἡ εὉ- 

[ , ͵ Π μα - - 

θεῖα πραμμΏ ἠτηννΞ 0 ἀπειμονισεται εἰς το Ἀατω τµΏμα τοῦ πυκνωτοῦ Α.Α, 
αμα γὶ εὐθεῖα κε μν πηννς 1 ἀπενμονιδεται εἰς τὸ ἂνω τμΏμα τοῦ πυκνω- 
τοῦ, τὸ ὁποῖον εἶναι η πολυχωνιαΏ πραμµη Α.Α.Α,. Ἑμ τῆς σχεσεως (4) 
διὰ Ὁ- Ἠτωνν- σταθ. ἀσμθάνομεν τὰς παραμετρικας. εξισώσεις - τών ὀυναμι- 


ιιῶν γραμμῶν τοῦ δοθεντος ἠδειμτροστατιιοῦ πεδίου π.χ. εἰς τήν εὐδιιην 


{ ι [ει ες ! { ς ας « η 
περιπτωσιυ ὅπου αξ1 το οἠσμδήφωμα (4) δύναται να υποᾷοχισθη µε τὴν 


θοήθειαν στοιχειωδῶν σύναρτησεων ΄μαἰ δίδει : 
Ξ--ᾱ. (1 γπΝ/ς ο) 


τοτε αἱ παραμετριιαὶ Εξισώσεις τῶν ἰσοφυναμιιῶν χραμμιῶν Όςυς -στοῦ. 
(0Ξ:Μο-{) Δαμθάνσυν τὴν µορφήν: 
αΞ-Ἡ- (1«ΠΙ «συν πυς- ο) 
υπ -ᾱ (πυσκτµπυς. «ϱ)Ν) ας ορ 
Εἰδιιῶς, τῆς µέσγις ἰσοδυναμιιΏς τραμμῆς (ο--) η Εξίσωσις εἶναι 


τῆς μορφῆς: : 
πμ 
ο προ μα 
' μα [ ͵ - 
Ἰσοδυναμιααὶ Ἔραμμαι ἀντιστοιχοῦσαι εἰς τὰς Φιαφορους τυµμάς τοῦ Ἱ) 
. - [ - 
δίδονται" υπό τοῦ 2κ.. 3. 
) - ο ! .. / 3 . 
Παρατηρησις. Γενιαῶς Ἠ µεθοδος τῆς συμµόρφου ἀπειιονίσεως ών 
σιμοποιεῖται εἰς τήν σχεφίασιν τῶν δύο διαστάσεων Ππζειτροστατιικῶν μαι 


: ματντποστατιιῶν τιεδιων. 


64. µετάλοσις ΘΕΡΜΟΤΗΤΟΣ 
θεωροῦμεν Ἑνα στερεὀν τό ὁποῖον Έχει θερμισιρασίαν ἡ ὁποία µεταθά - 


Ίεται µετά τοῦ χρὀνου. Συανὰιιις μᾶς ἐνδιαφέρει ἡ ποσότης τῆς Θερµότητος 

[ . δν { 3” Π . 3 --- . 
(Εἰ5 µονάδας σαβονὶθς) τῆς ΦιοχετευοµένΏς ἄνα µοναδα ἐμβαδοῦ (1οπη1) ικαί 
2 ῃ Π Π : . η 3 [ . κα 
ἄνα µοναδα χρονου /(159ς) δια μέσου μιᾶς ἐπιφανείας τοποδετηµενης Εντώς τοῦ 


ο . 1. « { Π -- : πμ κδ µ ῃ Ξ 
στερεοῦ. Αυτη η ποσοτης συγχρονως μα εἴται κειάόοσι; θερµοιτοςδια µεσου τῆς 


ἐπιφανείας, συμθοβἰδεται διὰ τοῦ ϱ υαι εἶναι συναρτησις τῆς θερµοιρασίας Ταν 3) 
τῆς ἐπιφανείας. Λίδεται δὲ αὕτηω ὑπὸ τοῦ τύπου : 
ὢ--Κανπά Τ (ο 
ὅπου Κ εἶναι µία σταδερὀ ιιαὶ ἡ ὁποία. αολεῖται συντεῄεστης θερµοαχωχιµο- 
τητος Εξαρτώµενος εμ τω» Ὅλτς του στερεοῦ. 
᾿Εὰν τιεριορίσωµεν τὸ προθΏτιµὀ µας ααὶ Εδῶ εἰς τόν χῶρον τῶν ὅυο διαστα- 


σεων (μικαδακον ἐπιπεδον), ποτε ὃ τυτιος (4) τράφεται : 
το 
πππς τς εσυ) 5 -ατἱον 0) 


οπου Φ. Ξ-Κ’ λα ᾽ σα κοα. 4 

θεωροῦμεν τώρα εἰς τὸ Εσωτεριιόν ἑνός στερεοῦ ἕνα στοιχεῖον ἔχον το σχΏ- 
μα ἕνος ὀρθοχωνίου πρίσµατος με μοναδιαϊῖον 
ύψος «ιάδετον εἰς τὸ ἐπἰπεφον αν µε 6ασει5 
Δκ, Δυ εἰς αὐτο το ἔπίπεδον (θλ.Σκ.4). 

Ἡ φορά του µετρου τῆς µειαδόσεως τῇ» Όερμότητος 


{ ! { μ { - » - 2) 
πρὸς τὰ δεξια οιὰ µεσου τῆς ἀριστερᾶς οψεως 


της πθευρᾶς εἶναι κο Δη μαὶ προς τὰ δε- 
ξια διὰ µεσου τῆς δεξιάς πΏευρᾶς εἶναι -- μας η Σχ.{. 
ἸΑφαιροῦνιες τὸ πρῶτον τον ἀπο τὸ δεύτερον εὑρίσιωώμεν τὸ µετρον τῆς 
ἁτιλθειας της θερµοτητος ἁπὀὸ τὸ σταχεῖον δια μέσου τῶν δύο « Ὄψεων, οὕτω 
κΞτῶνΑκ) Αν («δω Λη) --- κ [ήεα Αν) - Τε (ο  [. ακν 
Παραλείποντες τὰ διάφορικα ἀνωτέρας τάξεως Ὀεωροῦντες τὰ Δχ, Δυ πολυ 
µιαρά ἡ ἀνωτερω Έωφρασις γράφεται: 
ο ται ΔκΔη (8): 
Κατει Έναν ἀνάλοχον τρόπον τὸ ποσὀν τῆς θερμότητος τιούὺ ἀπόβλυται πᾗατα 
τὴν διξᾷευσιν τῆς Θερµότητος ἔα τῆς ἄνω πρὸς τήν µότω Όψιν του ορθοχώνίου 


: } πα { ͵ ! ε ε οτ 
υαὶ ἔα τις µατω Όψεως προς τα Σξω Όα εἶναι: 


θερµοτητα Εγωδεὶει η εἀευδερώνει τὸ στοιχεῖον µονον διὰ μέσου αὐτῶν τῶν 
. γε { ι ῃ ͵ . ι 
τεσσαρων οψεων εαὶ ή δερμομρασία Εντός τοῦ στοιχείου εἶναι σταδερα. 
- [ Π - ἱ [ , εν σ ς 
Ἐντεῦθεν το ἄθροισμα τῶν Ειιφράσεων (3) ααὶ (4) πρεπει νὰ εἶναι μτιδὲν. 


; ! . ο 
Αυτὸ στιµαινει Οτι: 


1 ο) 
8 κας ο... Ξ0Ο {(8) 


Οὕτω Ἡ συνάρτησις Τ(Σιν) πι δίδουσα τὴν Θερμουρασίαν τοῦ στερεοῦ πλη- 
ροῖ τὴν διαφοριµήν Εξισώωσιν τοῦ |αρίαςρ. Με ἄλλους λόχους ἡ συνάρτησις 
Τα, ἡ) εἶναι μία ἁρμονιια σύναρτησις τῶν αχ ιαι Ὕώ εἰς τὸ πεδιίον τοῦ παφρι- 
στὰ τήν τοµην τοῦ στερεοῦ σώματος ὑπό τοῦ ἔπιτιεδου οχη. 

'Ἡ Ἐξισωσις Τίαιυ)-Οι, ὅπου Ο, πραχµατιωτι σταθερᾶ, εἰς τὸν πῶρον Οχυ5 πα- 
ριστᾶ µίαν οιµοχενεια ανυλινδριιῶν Επιφανειῶν, αἱ οποῖαι ααβοῦνται. 
ἐσόθερμιοι ἐπιράνειαε, ἔνῶ εἰς το ἔπίπεδον οχ) παριστᾶ µἰαν οιμοχενειαν τια- 
µπυλων, αἱ Οποῖκι ιιαβλοῦνται σόθερχιοι 7ραμμαί. 

Ἔστω Ψςκ,ν) ἡ συδυχηΏς ἁρμονιαη τῆς συναρτησεως Τ(α,υ). θεωρσυμεν 
ηδη τὴν µιχαδιμήν συνἀρτησιν: 

Θ (2ΞΤαυτιψ(κὐ) {(6) 
π ὁποία ααβεῖται μιγασδικη Θερμοκρασία. 

Ἡ δὲ ιαμπύᾶπ Ψ(αιὴ)-6ο,, ὅπου Ο, πραχµματιιή σταθερὰ ιιαδεῖται. 
χραμάίμιΏ ϱοῇς. 

Μία ἐνδιαφερσυσα ἀπΏῃ περίπτωσις ποὺ θά χρησιμοποιεῖται εἰς τὰς ἐφαρ- 
μοχάς εἶναι ἡτῆς εὑρεσεως τῆς θερµοιρασίας εἰς ιάδε σπημεῖον Μ/- Επίπεδον 
περιεχόµενον μεταξὺ ὁύο παραλλΏλων πθαικῶν 


υΌ-6ϐ 
ἐχουσῶν σταθερᾶς θερµοιρασίας Τ, ααὶ Τ, (στ) 
(61. Σχ.1). θὰ Έχωμεν εἰς αὐτήν την τερὶπτωσιν 
ὅτι: ποπ σα 
τωςττς (Τ,Τι) 
ρ .). 
- Σχ 4 
Εφαρμογή: Νάἁ εὑρεδῆ ἡ κατανοµη τῆς δερµοµρασίἰας εἰς τὸν ἡγει- Δω- 


' { ᾽ ῃ 1 / ας ζ ͵ . ͵ 
ριόα ἀπείρου µῃπιους τὴν ΦΕιιινυοιμἔνηων εἰς τὸ Σκ.{ τῆς οποίας τὸ πλατος 


μη ῃ - ς [ απ ες ὼί 
εἶναι α ια τῆς όποιας αἱ πᾶευραι εχουν Θερ- 
μοιρασίαν Τ-0, ἐνῶ ὁ πυομἠν αὐτῆς ἔχει 
Θερµοιμρασίαν Ίο. 
1 1 - μα α 
Λύσις: Δί εφαρµοτης του {5 παραδειχµα- 
τος τῆς 54 τοῦ Ἡ Κεφαδαἰου εὐιιοβως ὃια- 
-- [ια 5 3 
πιστοῦται,Οτι ὁ μετασχηματισμός ποὺ απεικο- 
/ ε 23 ! [ 3 { 
νιδει τὴν ἀνωτερα) λωρίδα εἰς το ανω μερος 


τοῦ ν/-Επιτεδου (πω νυν 20) εἶναι ὁ ν/Ξ ημ -ᾱ- 


-α Ότετ 
[ { ας ( , ο 
µε τὰς πΆευρας τῆς πβάιαας ἀπειικονιδοµένας ο Σχ. 


νία 


εἲς τὰ ὀιαστωµατα (-,-1] [1], 11, ο) τοῦ αραχματιιοῦ αξονος. 

ος νὰ εὕρωμεν τήν ποιο οκαὴ ἐπί τοῦ ν/- ἐπιπέδου γνωστοῦ ὄντος 
ὅτι, ἐπι τοῦ πραγματιαοῦ ἄξονος ιι ἔχομεν τὰς αάτώδι τιµας: Δια ας -Ί 
εἶναι Το, δια -ΊΞς Ἑ-1 εἶναι ΤςΤο ιαὶ όυα α»1 ναι Τ- 0. Πρός που- 


τοις ΌΟὰ Εφαρµοσωμεν τὸ θεώρημα χι -ϱ-2 ὅτε Έχομεν : 
4 


Το τν 
Ἴσπ | (Εξ α)τευς 4ξ 


--το (ποξες-τ]- -τοξεφ ο) 


συνα--- 


-ἲφ τ (οξσφ ο ον Ίο Ίο τος εφ μς - ο τοξ.ε κ τυὰ 


ων 


η [ Π 
Συμπᾶπρωματα υαι ἄσιωησεις: 


1. Ἐπιι τῶς ος τῶν ρευστών. 
,. α) Να εὑρεθΏ το μιγαδιιὸν δυναυμιιλον δια ἕνα Ρευστον ιινούμενον µε μὶαν 


σταθερὰν ταχύτητα νο ματα μίαν διεύυνσιν͵ Ἡ π ὅποια σχπµατισει µίαν 


γώνναν ω με τὸν Οετιιιὸν ἄξονα τῶν κ. 
ϐ) Νά προσδιορισοΏ το δυναµιιον τΏς τακύτητος υαδως ααὶ Ώ συναρτησις 


ρεύµατος. 
ἴ) Νά προσδιορισθοῦνα! Ἐξισώσεις τῶν ρευματιι ῶν μαὶ ισοδυναμιικών πραμμᾶν. 


ῃ πα ς ς / .. 2’ / [ 
2. Νὰ διερευνπὸΏ Ἠ μϊνησις ενος ρευστοῦ  Σχοντος µιχαδιαον Φυναμιιον 


ϱ,(3)- ἰΚἐσα3, ὅπου Κ20. 


8. ᾿Αναλύσατε τὴν ρσήν, ἡ οποία δίδεται ὑποτώ ιιάτωδι μιγαδικού ὀυναμικαῦ ὅπλ 6χε- 
διάσατε την ταχύτητα τοὐπεδίου τὰς ἰσοδυναμιωας υαὶ θευματιικᾶς χραµ- 
µας τὰς πηωκὰς, τοὺς στροθιλους αα.τ.λ. 
 Θ6- ἔοα (1 αἳ)(α2ο) |) 8 (2)- ζος κ. (α2 0) 
συ) Θ(9)Ξ ἔοαφ (11 σι) ἵν) ΌΟ,()- ασνος τι ἐοφ3 (α20,Κ20), 


4 Δείξατε ὅτι ἡ ἀπειιονισις: 

ν/-(σ- ο. (1 ολα 
αριδοι το ἄνω Ἠμιεπίπεδον πλ ονο επι τοῦ ἄνω ΠιάιΕπιτ εδου 
ᾖωνν»ο, ἐς ὅσον ἁποιοψωμεν ξωτοῦ ν/ ο σα 
ἕνα εὐθύχγραμμον τμῆμα ποὺ ἑνώνει τα 
σημεῖα ϱ ταὶ θἵσ (61.Σκ.1). , 
Διά χρησιµοποιήσεως τοῦ ἀνωτερω πο: 


1 { ς ο ο Ἔ { -- -- 
τεεσματος να. ευρεοΏ Ὦ ρση τοῦ ρεικσῶ) 


πι 3 1 ας - 
Εντός μιᾶς ο ος θαθειᾶς Φεβαμενής 
ἔχουσως το Σναντι σχΏμα Όπου συχκρονως τὸτμΏμα Ας νΑ. παριστᾶι 


το ἀντιαξίμενον µπιιοὺς Π. 


δν ον πὲριξ µιάς γωνίας 
Ὅταν τὸ µιγαδικον δυναμιιιὸν εἶναι γι συναρτησις: 
' Ὁ, (1) - Απ (0) (αΞχθιυ) 
οπου Α πραχµατιιἠ σταθερά, τότε θά Εχωώμεν : 
ο Φφαν)-αχ, Ψωιν)-Αυ 
Αἱ ρευµατιµαὶ Χραμμαὶ Ό(κυ)-ς εἶναι αἱ ὁριδόντιοι τραμµαι τσ, 


ἐνῶ ᾧ πταχύτης εἰς μὰδε σημεῖον ἕἶναι Υ- 9 3)-. | 
Ἐδῶ ἕνα σημεῖσν (ὰο, Μο) μὲ Φ(α,ι)-Ο εἶναι παθε σημεῖον τοῦ πραχικατι- 
μοῦ ἄξονος τῶν χ. 

Εάν τὸ σημεῖον (χο,ή.) ἀηφοτ ὡς ἄρχη, τότε ἡ Ψ(α)) παριστᾶ την µορφην 
τῶν ροῆς µεσω κάποιας μαμπυβης «αραθσοµενης από των αρχτιν πρός 


τὸ σπμεῖον (χ,υ) (6λ.2«.9). Ἡ οοΏ Είναι ΟιιαΛΏ πωὸς τὰ δεξια. 


Αὐτη Φύναται νὰ ἑρμηνευὸη ὡς π ὁμαᾶτι ροη εἷς τὸ ἄνω µέρος τοῦ Ἡμιε- 
πιπεόου φρασσομένου ὑπό τοῦ πραγματιαοῦ ἄξονος τῶν πε ὗ ὧς Ἡ όμα- 
χή ροή μεταξύ δύο παραλληλων χγραμμῶν υσυ μαὶ υ-ο.. 

Ἴδηω δητοῦμεν να προσδιορὶσωµεν τὴν ροήν ἕντος τοῦ τεταρττµορίου 
50ο, υ550. Προς τοῦτοις παραττιροῦμεν, στι ο μετασχηματισµος Ζ-νά/7 
ἀπειμονίδει αὐτὸ το τεταρτηµόριον Εντός τοῦ ἄνω µερους τοῦ Επιπέδου 
χἩ͵ τὸ δε συνορον αὐτοῦ τοῦ τεταρττιµορἱου ἐς οἈσιἈήρου τοῦ ἄξονος 
τὺν πχ. Ἐπειδη υ-2αάυ Ό ρευματιμΏ συναρτησις Ψ (ας, η) Ξ- Αυ δια την 
ρσην Εντός τοῦ ἄνω ἡμιεπιπεδου ἀντιστοιχεῖ εἰς τήν ρευματιικήν συνὰρ- 
τησιν Ψ(αν)Ξ 2Αι) όια τῶν ροην Ἐντός τοῦ ἄν τεταρτωµορίου. Αὖτηω 
Ώ συνάρτησις δύναται νὰ εἶναι ἁρμονιμή ἀαὶ µηδενίδεται Επί τοῦ συνο-- 
ρου του. Αἱ ρευματιιαὶ γραμμαὶ εἰς το Όεωρηὸεν τεταρτημόρισυ εἶναι 
αβάδος ὑπερθοβῶν (6Λ.Σκ.3),πτοι: 2ΑἩυ-ς. ' 

Το µιχαδιιόν δυναμιιόν εἶναι Π συναρτησις 8(9/)-Αν/᾽ εαί ἡ ταχὺ- 
της τοῦ ρευστοῦ εἶναι: 
5 ο (1) ΞοΑ(ι-ιυ), 


' / η - ' - 
Το 6ξ μετρον τῆς ταχυτητος Είναι : 


|ν]- 2Α1/ώνυ" 


Σχ 2 Ζκ.8 
Νά εὑφεὂΏ τὸ µιχαδιιιόν δυναμιμον τῆς ροῦς περιξ ενός πυβινόρου Ότζο 
ὅταν ἡ παχυτως Ψ τείνΏ πρὸς µὶαν πραχµατιωην σιαθεφαν μαθώς τὸ ση- 


µεῖιον ἀπομαιιρυνεται τοῦ ανλινδρου. 


να εὑρεδῶ Ὅ ρευματιαΏὮ συναρτησις (τ.)- Απτημάθ διὰ µίαν ρούν ἔντος 


.- σν { 2 { ῃ -- ἓ 3 [ 
τοῦ πώνιαμοῦ τοµεως 0Ξθ« τη μαι αμολουδως νὰ χαρακθοῦν μία Τιόύορευμα-- 
Π 3 ἡ 2 { - μα [ 
τιιαὶ γραμµαί εἶσ τὸ ἔσωτεριιον αὐτοῦ τοῦ πώριου (61.Σκ.4). 


.υ. 
ρ 
Σχ.4 2κ5 


μα Π Π Π 2 { κ... . ῃ Π 
θεωρσῦμεν µιαν ροπν πραγµατοποιουμεντν εντος του Ὥμι-απειρου χωριού 
6 { [ [ 3 - 
“πχ, 50 (6λ Σκ.5). Δείξατε οτι το μιχαθδιικὸν ὀυναμιιον αὐτῆς 
-- - .- ῴα υ . έ 2 { ο. 
τῶς ροΏς εἶναι ϱι(7)- ΑπμΖ. Αμολουθῶς εὗρατε τας εξισωσεις των ρευμα- 


τικὤῶν γραμμών. 


1. Ἐπὶ τοῦ στατιιοῦ πάειτρισμοῦ 
να χωρὶον Φρασσεται ὑπὸ ὁὺο ἀπείρου µΏιασυς ομομέντρων αυλινδρικῶν 
πυανωτῶν, ἀντίνων Ὅ, ααι ὍὉ, (5 Ὅι), οἱ οποῖοι 
εἶναι φορτισμἒνοι με ὀυναμιωα Φ, μαι Φ, ἀντιστοι- 
χως. Νά ευρεθοῦν : α) Τὸ δυναμιαον ϐ) Ἡ ἔντασις 
τοῦ πΔειτριιμοῦ πεδίου εἰς μάθε σηµείον τοῦ χωρίου. 


/ ς ι ι - . . 
Ὑποῦδ: Η ὀυναμιωτι συνάρτησις ὃα είναι τῆς µορφής 


φ-Αάητ-8, ὅπου Α μαὶ 8 σταθεραἰ προσφιοριδο: 
µεναι ἀπὸ τήν ξξίσωσιν ωῦ ἰαρίαςε ἀπ.λ. (61 2κ.6). Σκ6 


Δειξατε ὅτι τὸ µιγχαδιωον ὀυναμιμον τοῦ Ὠᾷεωτριιιοῦ πεφίου ποὺ παρα- 
' ς ! . κ ν [ 2 , ἕ 
ἔοµενου υπο Φυο συσσωρευτῶν «ων Φείάνυοµενων εἰ5 το Σχ. συνιστωμᾶ- 


ς { . ͵ ον { { .] } , / 
νών Όπο δυο συνεπιπεδων τιΔαιώῶν ευρισμομενῶὼν εις ατιοστασιν 2α αυ 


η. 


Να εὑρεοΏ: α) Τὸ Φυναμιιον, ϐ) Το πλευτρι- 


Ἐχουσῶν ἡ µία Φυναμιιόν Ν μαὶ  ἄλλτι ρζ 


͵ ! ς ͵ -- ͵ ή . 
ὀυναμιιμον -ν διδεται υπο τοῦ τύπου : | ο ο, . 
.. 2 
ϱ,(α)- τσ” 0ο (εν κ Σἲ-- -ατ) ας. Μο ας " : «νο : 
6 -ο 


[ - [ή ῃ 
μον πεόίον παντοῦ εἰς το γραμμοσμιασθεν 


χωρἰον τοῦ 2κ.8, ἐὰν τὸ ὀυναμιιον ἐπὶ τῶν 


δετιιῶν ἡμιαξονων Χ μαὶ εἶναι ἀντιστοί- -ν, 


χως ν μαί-νς, 


(Απάντ: ν [ι-σττοἙ εφ (ας ς)] ) 


ν 
Σχ 8 
{ .ν 4 . - , Π ͵ ς [ , 
Να ευρεθητο πλεωτροστατικλόυναμιιον μεταξυ δυο ημι-απειρων μαθετων 


- µ ο ές | ο ' ῃ 4 , 
πᾶσια ὧν χὠριβομενῦν ὑτο ενος ανοίγματος ὡς Φειμνυειτο Ἐκ. 3. 


ς 
μι 
μἱ5” 


Σκ. 9 σκ 4ο 


νά εὑρεθητολάειτροσιαικουδυναμιιόν δύο ημι- απειρων συνεπιπεδων συσσω- 

ρευτῶν, οἱ Οποῖοι εὑρίσμονται εἰς μίαν ἀπόστασιν μεταξυ των ὡς δειαν ει το 
Σχ. 19. 

Ἱ. Ἐπὶ τῆς θερµοτωτος΄: 

Δια εφαρμοτῆς τοῦ μετασχηματισμοῦ ν/ςέοφ5 
{ ς -- ς [ ν. . 

να ευρεθΏ ἡ µατανομΏω τῆς θερµοµρασιας 


εἰς τὸν αυωδιμόν τοµεαν τισύ δειανυεται εἰς 


τό Έναντι Σχῆμα 1. Μα εὑρεδοῦν αἱ ἰσοθερ. 
υ - -- / { ος, [ 
μοι Τραμμαιτης ϱοήΏς μαιναχαραχθΏ µια Σκ. 44 


κ 2 πα 
εξ αὐτῶν. 


15. Να εὑρεδῆ η μόνιμος µατάστασις τῆς θερµοιρασίας εἶς ιιὰθε σημεῖον τοῦ 
ὀραμμοσμιασθεντος χωριου τοῦ ν 


2χ.12, ξὰν ἡ θερµοιρασία ἐπι 
τῆς περιφερείας τοῦ ἡμιιυκλὶ- 
ου εἶναι 6096, ἑνῶ εἰς τὰ τµηµα- 


τα (-α.,-{] μαι Γ{1-09) τοῦ ᾱ- 


ἔονος τῶν ρε εἶναι 09. ο σκλ2 
, { " { ει 5 { 
πο: Χρησιμοποιπσατε τον µετασαχτιµατισµον ο... ται ἓν συνεχεια. 
͵ Ξ ἆ . -- ο, . 
ἔφαρκοσατε τὸ θεώρημα τοῦ Ῥιπιςξεὶ διὰ τὴν εὗρεσιν τῆς 
συναρτΏσεως Τ(αιν). 
6. Να εὑρεδοῦν οἱφραχμένεβμονιμες θερµοιρασίες 
9 
} οί { μ.: { 2 
Τ(ν) εις ἕνα Ώμι-απειρον στερεον /5Ξ9ς- 
- ... [ 
ἂν ΤΟ εἰς τὸ τµηµα χς-!, υ-0Ο του συνο- 
ρου, θὰν Τ5 41 εἰς τὸ τμΏµα χΣ/,ὠΞΟ ιυαὶ 
άν τὸ τμΏ ! ῦ ρου 
εαντοτ ημα -ἴςκχςῇ υ-0Ο του συνορο τεο - . τοι κ 
κ. ι 
εἶναι µονωμµενο. Σκ. 13 


(Απάντ: Τζουν)-νη ποξημ [να ευ’ -γ(α- 0 νη ον ο. Ὀξημές 2). 


7. Μίας ἄπειρος σφΏνα τῆς ὁποἱας Π τομΏ παρίσταται ὑπό τοῦ πραμμοσιιαιρθὲν- 
τος αωρίου ΑΒΔδΕ,;, 


Σ- Επίπεδον ᾗ- Επίπεδον 


7. 


ΣΧ. 14 (9) Σκ. Ι4 (6) 


τσ 


γωνίας Ξ (6λ. Σχ. (4 (α)) ἔχει µίαν τῶν πλευρών της (ΑΒ) διατηφροῦσα. 


σταδεράἀν δερμοιρασίαν Τι. Ἡ ἄλλπ τάᾶευρα ΒΔΕ ἔχει τὸ τμημα Βδ 


' ῃ ' Π { ο , .. / 
(µοναδιαιου µγιλους5) εὖς µονώσιν,το δε υπόβοιπον τµΏμα ΔΕ ὀιατπρον 
:σιαθερὰν θερμοιρασίαν Τ,. Νἁ εὑρεδΏ η θερμομρασια εἰς μάθε ση- 


μεῖον τοῦ χώριου, 


νγ-- ἔπιπεδον ά/- Επιπεδον 
: 0 
τι 
ι 
ο τα, 
Τι Το 
Σκ. (7) Σκ, 14 (6) 


Λύσι5: Διὰ ἑμτεβεσεως τοῦ μετασκτιματισμοῦ Ἱ-ᾶ» τὸ γραμμοσιιασθέἐν 
αωρὶον τοῦ ᾷΖ- Επιπέδου (Θλ. Σχ. (4 (α)) ἀπειικουίδεται εντός τοῦ πραμμµοσκια- 
σθέντος χωρίου τοῦ }-ἐπιπέδου (ΘΆ.Σα Ι4(6)), ὅπου ἡ πΊευρα ΑΒ απειιιο- 
νίδεται ἐπὶ τοῦ ἀξονος η, ὦ δε ΒΕ ἐπὶ τοῦ ἄδονος ἔ του Ἰ- ἐπιπεδου. 
Ἀμοάβουδως Εμτεβοῦντες τὀν µετασκηιµατισμον ὅ-τμ (ον) το χραμμο- 
σµιασθέν χωρίον τοῦ {- ἔπιπεδου ἀπεαιονιδεται εἰς τὸ γραμμοσιισσθεν 
χωριον τοῦ ν/- ἐπιτιεδου (81 Σκ.Ι4(4)), τὰ δὲ σύνορα τῶν ἀνωτερω χωρὶ- 
ων ἀπειμονιδονται ὅπως Φειανύεται εἰς τὰ ἀνωτερω σχΏµατα. 

"ότι τὸ πρὀθήτμα τῆς εὑρέσεως τῶς Θερμοιιρασίας εἰς τό χωρὶον τὸ δει- 
άνυοµεναον ὑτιό τοῦ Σχ.Ι4(1) µε τὴν πδευρὰν ΒΔ” εὑρισαομενην εἲς μο-. 
νωσιν ἰσοδυναμεῖ µε τὸ πρὀθάημα τῆς εὑρεσεως τῶς Θερμοιρασίας εὖς 
τὸ χωρίον το Φειωνυοµενον Ὅτιο τοῦ Σκ. /4(5) , Ἐπειόω ἂοχω τῆς συµµε- 
τριας δὲν Φύναταινα µετας ερθΏ Όερµοτηως δια µέσου τῆς πλευρᾶς Β δ΄ 
ούτω Έχομεν ἀναχὸη εἰς τό προθᾶημα τῆς εὑρεσεως τῶς θερµουρασίας 
μεταξυ ὁὺο παραλΆπλων πλαιιῶν εὑρισαομενων εἰς σταθεράν ἀπόστα- 
σιν μεταξύτων ἁαί ἐχουσῶν θερµοιρασίας Τ, μαὶ Τ,. Εἶς αὐτην την 
περιπτωσιν ἡ µεταθοβΏ τῆς Θερμοιρασια5 εἴναι ἔραμμιική μαι διδεται 
ὑτό τῃς σαξσεως: Τ5 Τι ο- (Τ,-τ,)μ. 

Ἁτιό τοὺς τύπους τῶν μετασχηματισμῶν ἡπα” καὶ ᾖ-τιμ σώ) δι ἁπα- 


ἀοιφῆς τοῦ ᾗ εὑρίσωομεν ν/-ᾖ τοξημ 2” ή ᾱ-ξ-. κο {ποξωμ 5"] 


Οὕτω η Εητουµμέντ Θερμοικρασία εἶναι: | : 
Το) Ξε τΜ - ο πα, Ῥρο ἔποβτμ τὴ ] 


Ἐόὼν δε ἂαθωμεν πολιαὰς συντεταχµενας θά Εχωώμεν : 


ο - Θ)ΞΤι πα τοξημ {3 να συνχθνί-ΣΥ/Ό΄- τα, 


Νά εὑρεοῃ ἡ πατανοµΏ τῆς θερµσµρασἰας Τ(39) Ἐντός τοῦ αυμλιαοῦ τμΏ- 
µατος τοῦ δειινυοµενου εἰς τὸ Σκ.Ι5 62), το ὅτοιον εἶναι µοκωµενον Επὶ τῶν 
όύυο υναδικῶν του τόξων ἀωτινων α μαι 6, ἓνῶ ἔπι τῆς πλευρᾶς του 
τῆς αευμενΏς επὶ τοῦ ἂξονος τῶν τκ. Έχει σταθεραν Θερμοιρασιαν τς ἐπὶ 


δε τῷς ἄλΆης του πᾶευράᾶς του Εχει σιαθερὸν θερµοιρασιαν Τ.. 


γή Επιπεδον 


ο α 6 .1 ο Ὁ έλα Τετ, ὧφ6 σι 
Σκ. ο, Σκ. 15 (6) 
πώ: Ἐμτελέσατε τον μετασχηματισμὸν νωπέοας, ὁπότε το δοθεν αωωριον 


µετασχηματἰδεται εἰς τὸ χωρίον τὸ δειανυοµενον ὑπο τοῦ Σκ.5(8). μ.τ.λ. 
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